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Capitulo 1

Os Niumeros Reais

O estudo de qualquer area da Matemdtica requer a seleccao de um ponto
de partida apropriado, que é na pratica um conjunto de nocoes e resulta-
dos matematicos que tomamos como aceites, ou seja, que nao carecem de
definicdo ou demonstracdo no contexto da teoria a desenvolver. As nogoes
a usar sem prévia definicdo sao por isso mesmo os termos indefinidos dessa
teoria, e as propriedades que nao sao demonstradas mas que sao tomadas
como verdadeiras sdo os seus ariomas. Este é afinal o modelo de qualquer
teoria dedutiva ha mais de 25 séculos, pelo menos desde que os matematicos
da Grécia Antiga fizeram as suas descobertas fundamentais sobre a estrutura
logica da Geometria.

Existem muiltiplas possibilidades de escolha para basear o estudo dos
ntmeros reais, incluindo o de comecar com propriedades dos numeros nat-
urais, ou mesmo directamente com a Teoria dos Conjuntos, que é alids, e
em ultima analise, a base de toda a Matematica actual. A nossa op¢ao aqui
é muito mais expedita, antes do mais por evidentes razoes de economia de
tempo, e tomamos 0s proprios numeros reais como termos indefinidos. Se-
leccionamos, além disso, um pequeno conjunto de propriedades bésicas dos
numeros reais como aziomas. Com uma unica excep¢ao (o chamado Azioma
do Supremo), todas essas propriedades s@o bem conhecidas, e o leitor estard
provavelmente habituado a tomaéa-las como “evidentes”.

Supomos conhecidos os resultados e ideias base da Teoria dos Conjun-
tos, mas todas as restantes definigbes aqui introduzidas nao envolvem outros
conceitos, e todas as afirmagoes aqui incluidas sao teoremas demonstrados
a partir dos axiomas iniciais, usando as leis da Légica. Naturalmente, é in-
dispensavel adquirir, em paralelo com o desenvolvimento rigoroso da teoria,
um entendimento intuitivo dos resultados obtidos, que ajuda em particular
a identificar as condigoes em que as ideias em causa podem ser tdteis na
construcao de modelos mateméticos da realidade fisica. Sob este aspecto,
supomos conhecida em especial a correspondéncia entre os nimeros reais e
os pontos de uma qualquer recta (dita recta real). Essa correspondéncia é
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fixada, como sabemos, uma vez escolhidos dois pontos especificos, que rep-
resentam os reais zero e um. Essa escolha determina também um sentido
crescente na recta, do ponto 0 para o ponto 1, que materializa outra das
propriedades mais fundamentais dos reais, que é o seu ordenamento.

1.1 Axiomas Algébricos
O nosso primeiro axioma é uma simples afirmagao de existéncia:

Axioma 1.1.1. Eziste um conjunto R, dito dos numeros reais. Ezistem
duas operagoes algébricas em R, a soma (ou adi¢ao) e o produto (ou mul-
tiplicagao), designadas por “+7 e “”, ou seja, se x,y € R entdo v +y € R

ex-yeR.

As propriedades fundamentais das operacoes de adicdo e multiplicacao
sao as seguintes, onde usamos as habituais convengoes sobre parénteses.

Axioma 1.1.2. Para quaisquer a,b,c € R temos
1. COMUTATIVIDADE: a+b=0b+a, ea-b=10b-a.
2. ASSOCIATIVIDADE: (a +b)+c=a+ (b+c)e(a-b)-c=a-(b-c).
3. DISTRIBUTIVIDADE: a-(b+c¢)=a-b+a-c.

4. ELEMENTOS NEUTROS: Fxistem elementos 0,1 € R, onde 0 # 1, tais
quea+0=a-1=a.

5. SIMETRICOS: A equacdo a + x = 0 tem solucao x € R.

6. INVERSOS: Se a # 0, a equacdo a -y =1 tem solugdo y € R.

“” indicando o produto

Como ¢ usual, muitas vezes omitimos o simbolo
por simples juxtaposi¢ao (zy em vez de z - y). Sendo certo que as proprie-
dades indicadas acima sao bem conhecidas, e sao normalmente consideradas
como “Obvias”, deve notar-se que estao longe de caracterizar completa e
especificamente os numeros reais. Por exemplo, deve ser intuitivamente ev-
idente que se substituirmos R por Z (os nimeros inteiros), Q (os nimeros
racionais), ou C (os nimeros complexos), entao as propriedades 1 a 5 sdo
sempre verdadeiras, e 6 s6 ndo é verdadeira para os inteiros(!). Por outro

lado, existem propriedades indesmentiveis dos nimeros reais, como o facto

!Qualquer conjunto nio vazio com duas operacdes algébricas que satisfacam as pro-
priedades 1 a 5 diz-se um ANEL COMUTATIVO COM IDENTIDADE, e se 6 for igualmente
satisfeita diz-se um CORPO. Portanto, Z é um anel comutativo com identidade, e Q, R e
C sao corpos.
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de R ser um conjunto infinito(?), que ndo se podem deduzir das aqui in-
dicadas como axiomas. Voltaremos mais adiante aos conjuntos Z, Q e C,
em particular para os definir no contexto da nossa teoria, mas passamos
a mostrar que, em qualquer caso, podemos desde ji obter muitas outras
propriedades algébricas elementares dos reais, mas agora como teoremas.

O leitor mais atento terd notado que no axioma 1.1.2 nao se faz qualquer
referéncia & unicidade dos elementos 0 e 1 que sdo referidos em 4, nem muito
menos a unicidade (para cada elemento a) dos reais x e y referidos em 5 e 6.
E interessante mostrar que tal referéncia seria supérflua, porque a unicidade
se segue de um principio algébrico bésico:

Teorema 1.1.3. (Leis do Corte) Para quaisquer a,b,c € R temos
a) LEI DO CORTE PARA A SOMA: b+a=c+a=b=c.
b) LEI DO CORTE PARA O PRODUTO: a #0 eb-a=c-a=b=c.
Em particular,

¢) UNICIDADE DO ELEMENTO NEUTRO DA SOMA:
Seu €R ex+u==zx para qualquer x € R entdo u = 0.

d) UNICIDADE DOS SIMETRICOS:
Para cada a existe um UNICO x € R tal que a +x = 0.

e) UNICIDADE DO ELEMENTO NEUTRO DO PRODUTO:
SevER ex-v=ux para qualquer x € R entdo v = 1.

f) UNICIDADE DOS INVERSOS:
Para cada a # 0 existe um UNICO y € R tal que a-y = 1.

Demonstragcao. Mostramos aqui que as afirmacgoes acima sao consequéncias
légicas das afirmagoes no axioma 1.1.2. Para provar a), temos

(b+a)+xz=(c+a)+x (Pela hipdtese inicial, e se x € R,)

b+ (a+x)=c+ (a+z) (Porque a soma é associativa: 1.1.2.2.)
b+0=c+0 (Se z ¢é simétrico de a: 1.1.2.5.)

b=c (Porque 0 é neutro da soma: 1.1.2.4.)

el

A verificagao de ¢) é também muito simples. Temos em particular (fazendo
x = u) que u +u = u. Por outro lado, temos de 1.1.2.4 e 1.1.2.1 que
0+u=u+0=u,esegue-se de a) que u+u=0+u=u=0.

20 conjunto X = {0,1} com as operagdes (da aritmética bindria) dadas por 0+ 0 =
141=0=0-0=0-1=1:0,04+1=140=1=1-1 satisfaz as propriedades 1 a 6, mas
é evidentemente finito, pelo que o facto de R ser infinito ndo pode ser consequéncia légica
destas propriedades! E claro que ainda nao definimos rigorosamente a nocao de “conjunto
infinito”, mas por enquanto o nosso entendimento intuitivo deve ser suficiente.
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Para demonstrar d), supomos que z,y € R satisfazem a+x =0 =a+y.
Temos entao de 1.1.2.1 que z + a = y + a, e segue-se de a) que = = y.

As afirmacoes b), e) e f) provam-se de forma andloga, e ficam como
exercicio. O

Deve notar-se que, como a soma e o produto sao comutativos, muitas
das afirmagoes no axioma 1.1.2 e no teorema 1.1.3 podem tomar multiplas
formas, que usaremos sem comentarios adicionais. Por exemplo, é claro que
a+0=04+a=0ea-1=1-a=a(l.124),equea+b=c+a=b=c
(1.1.3 a)).

Passamos a introduzir mais algumas definicoes elementares:
Definicao 1.1.4. (simétricos e inversos, diferencas e quocientes)

a) Se a € R, a tnica solu¢ao de a +z = z +a = 0 é o SIMETRICO de a, e
designa-se —a.

b) Sea € R e a # 0, a inica solu¢do de a -y =y -a =1 é o INVERSO de
1

a, e designa-se a™ .
c) Se a,b € R, a DIFERENGA b menos a designa-se b — a, e é dada por
b—a=b+ (—a).

d) Se a,b € R e a+#0,0 QUOCIENTE de b por a designa-se b/a ou 3, eé

dado por b/a =b- (a™1).(%)

E curioso observar que se segue da unicidade de simétricos e inversos que
o simétrico de 0 6 0, i.e., 0 = —0, e o inverso de 1 é 1, 1-! = 1 (porque?).
Deve também notar-se que a diferenca e o quociente sao exemplos simples de
operacoes algébricas que nao sao comutativas nem associativas. O proximo
teorema lista mais algumas propriedades algébricas elementares dos niimeros
reais. Mais uma vez, deve notar-se que é valido tanto em R como em Q e
C(*). O resultado é também vélido substituindo R por Z, com excepcio de
b), e notando em g) que o inverso de um inteiro ndo-nulo nao é, em geral,
um inteiro.

Teorema 1.1.5. Se a,b € R entdo:
a) x =b—a € a unica solugdo de a+x =0b em R.
b) Se a#0 entio y =b/a é a inica solu¢ao de a-y=>b em R.
¢)0-a=a-0=0.

d) Sea-b=0 entdoa=0 oub=0.

3Seguindo as convencdes usuais sobre a prioridade das operacdes elementares, podemos
escrever b-a~! sem parénteses.
4 . P
Na realidade, o teorema 1.1.5 é véalido em qualquer corpo.
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e) ~(—a)=a ¢ —(a+b) = (~a) + (-b) = —a—b.(")
f) ~(a-b)=(~a)b=a-(-b) ¢ (~a)- (-D) =a-b,
g) Seb#0, entio —(b~') = (—b)~ L.

Demonstracao. Provamos algumas destas afirmacoes, a titulo de exemplo,
comecando com c¢). E claro que a-0 = 0 - a, por comutatividade. Para
mostrar que a - 0 = 0, notamos que:

a-0+a-0=a-(0+0) (Por distributividade: 1.1.2.3.)
= a-04+a-0=a-0 (Porque 0+ 0 =0: 1.1.2.4.)
= a-04+a-0=a-0+0 (Por 1.1.2.4.)
= a-0=0 (Pela a) de 1.1.3.)

Para provar d), temos que demonstrar que se a-b = 0 e b # 0 entao
a =0 (porqué?). Procedemos como se segue:
(a-b)-b=1=0-b"1 (Por hipétese.)
Por associatividade e c).)
Porque b-b~! = 1.)
Porque a -1 = a.)

—_
S
M
—
~—
I
NN N

As demonstracoes das restantes afirmagcoes sao sobretudo aplicacoes da
lei do corte apropriada. Por exemplo, para mostrar que —(—a) = a, basta-
nos verificar que

( (Por definigao.)
(—a) 4+ (—(=a)) =0 (Também por definigao.)
= (Por razoes 6bvias.)
= a=—(—a) (Pela lei do corte para a soma.)
A demonstragao da identidade —(a - b) = (—a) - b é ligeiramente mais
complexa:

a-b+(—a)-b=la+ (—a)]-b (Por distributividade.)
= a-b+(—a)-b=0-b (Porque a + (—a) =0.)
= a-b+(—a)-b=0 (Porque 0-b =0, por c).)
= a-b+(-a)-b=a-b+[-(a-b)] (Porquea-b+[—(a-b)]=0.)
= (—a)-b=—(a-b) (Pela lei do corte para a soma.)

O

°E comum referirmo-nos as alineas ¢) a g) como “regras dos sinais”.
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Terminamos esta breve introducao as propriedades algébricas dos reais
com as usuais regras para manipular fracgoes, e os chamados “casos notaveis”
da multiplicagao, que sao também consequéncias dos axiomas ji apresenta-
dos. A sua demonstracao nao deve apresentar dificuldades.

Teorema 1.1.6. Sejam a,b,c,d € R, com b#0 e d #0. Temos entio:
a) a/b#£0 se e sésea0.
b) b/b=1, para qualquer b # 0.
¢) afbtec/d=(a-d+b-c)/(b-d), (a/b)- (c/d) = (a-c)/(b-d).
d) Se ¢c/d # 0 entio (a/b)/(c/d) = (a-d)/(b-c).
e) -y =@ -y (z+y) el@+y’=a>+y>+2z y.

1.2 Desigualdades e Relacao de Ordem

Os conjuntos Z, Q e R podem ser ordenados, e a resolucao de desigualdades
(por vezes chamadas inequacdes) resulta da aplicacao de propriedades ade-
quadas desse ordenamento. Introduzimos aqui essas propriedades, natural-
mente sob a forma de um axioma, que é conveniente formular em termos do
conjunto dos reais positivos, designado por RT.

Axioma 1.2.1. Eziste um conjunto RT™ C R, formado pelos reais positivos,
tal que:

1. FECHO DE RT™ EM RELAGCAO A SOMA E AO PRODUTO:
Para quaisquer a,b € RY, temosa+bc RV, a-bcRT.
2. TRICOTOMIA: Qualquer a € R wverifica uma e uma s das sequintes
trés condicoes:

a€R" oua=0 ou(—a)cR".

Definimos o conjunto dos reais negativos, designado R™, por
R ={z€R: -z R}

A propriedade de tricotomia é equivalente a afirmar que os conjuntos R,
R~ e {0} sdo disjuntos, e a sua uniao é R. Usa-se por vezes o simbolo
“LJ” para representar unioes de conjuntos disjuntos, ou seja, a identidade
C = A U B significa que C é a uniao de A e B, e AN B = () é o conjunto
vazio. Nesta notacao, a propriedade de tricotomia escreve-se

R=RTU{0}JUR".
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Note-se de passagem que o axioma 1.2.1 é vialido, com as alteracoes
Obvia, para Z e Q, e é portanto claro que os axiomas 1.1.1, 1.1.2 e 1.2.1 néo
podem ser considerados como uma caracterizacao adequada de R, porque
se aplicam igualmente a Q(°). A relacdo de ordem em R pode ser definida
directamente a partir do conjunto R™ como se segue:

Definigao 1.2.2. (Relagao de Ordem em R) Se a,b € R, dizemos que a E
MENOR QUE b ou que b E MAIOR QUE a, escrevendo a < b ou b > a, quando
(b —a) € RT. Dizemos também que a E MENOR OU IGUAL A b ou que b E
MAIOR OU IGUAL A a, escrevendo a < b ou b > a, quando b > a ou b = a.

De acordo com esta definicao, temos

a>0<=acRTea<0<—— —acR" <= aecR".

O axioma 1.2.1 conduz entao directamente a:
Teorema 1.2.3. Se a,b € R entdo
a) a>0eb>0=a+b>0¢ea-b>0.

b) Verifica-se exactamente um de trés casos possiveis:

a>b, b>aoua=0.

O préximo teorema indica algumas das mais elementares propriedades
das desigualdades em R.

Teorema 1.2.4. Para quaisquer a,b,c,d € R, tem-se que:
a) TRANSITIVIDADE: a <beb<c=a<c.
b) a <b<= —a> —b.
¢) LEI DO CORTE: a <b<=a+c<b+c.
d)a<ceb<d=a+b<c+d.

Dem. Comecamos por verificar a):

a<beb<c (Por hipétese.)

<  (b—a),(c—b) e RT  (Pela definigao 1.2.2.)

= (b—a)+ (c—b) € RT (Pela a) do teorema 1.2.3.)

& (c—a)eRT (Porque ¢ —a = (b—a) + (¢ —b).)
= a<c (Pela definicao 1.2.2.)

SE também interessante verificar que 1.2.1 néo é vélido para os complexos, por razdes
muito simples que apontaremos adiante.
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A b) resulta de observar, a partir de 1.1.5 e), que
(—a) = (=b) = =(=b) + (—a) = b+ (—a) =b—a.

Temos assim

a<b<=b-acR" <= (—a)— (-b) ER" <= —b < —a.
A c) resultade (b+c¢)—(a+c)=b—a:

a<bs=b—acR" < (b+tc)—(a+c) R <= a+c<b+c
Para provar d), notamos que, como ¢ > a e d > b, temos
c—a€R"ed—becR" donde (d—b)+ (c—a) € RTde 1.2.1.1, donde
ctd>a+bs (c+d) —(a+b)=(d—b)+ (c—a) eRT
U

A manipulagdo de desigualdades que envolvem produtos e divisoes é
mais delicada, e alguns dos erros mais comuns na sua resolucao resultam da
incorrecta utilizacao de regras referidas no proximo resultado! Note-se que,

como ¢ usual, escrevemos a’=a-a.

Teorema 1.2.5. Para quaisquer a,b,c,d € R, tem-se que:
a) a-b>0<=(a>0eb>0)ou(a<0eb<0).
b) LEI DO CORTE: a-c<b-c<= (a<bec>0)ou(a>bec<0).
c) a®> >0 se e sé sea#0, eem particular 1 > 0.(7)

Dem. Para provar a), analisamos todos os casos possiveis:

i) a>0eb>0 =a-b>0

(i) a<0eb<0 =-a>0e —-b>0
=a-b=(—a) - (=b) >0

(i) a<0eb>0 =-a>0eb>0

(1.

(1.2.4 b))

E
= (—a)-b=—(a-b)>0 (115f)e1.2.3a).)

(1.

(

(

1.15f) e 1.2.3 a).)

=a-b<0
(iv) a>0eb<0 =a-b<0
(v) a=0oub=0 =a-b=0

Analogo a (iii).)
1.1.5 c).)

Resulta claramente que

(a>0eb>0)ou(a<0eb<0)<=a-b>0.

"E por esta razdo que é impossivel ordenar os complexos. Como —1 = 2 em C, se os
complexos pudessem ser ordenados teriamos simultaneamente —1 > 0 e 1 > 0, o que viola
a propriedade de tricotomia.
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A Lei do Corte em b) é uma aplicagao simples de a):
a-c<bc<=0<bc—ac<=0<(b—a) c<=

(b—a>0ec>0ou(b—a<0ec<0) <=

(b>aec>0)ou(b<aec<0)

A observagao em c) resulta de tomar a = b em a), e em particular de tomar
a =1, porque 12 = 1. ]

O mddulo ou wvalor absoluto de um real x representa, como deve saber,
a distancia de x a origem:

Defini¢ao 1.2.6. O MODULO ou VALOR ABSOLUTO de x € R é definido por

T, se x > 0;
|| =
—x, sex <O.
E claro que |z| = 0 se e s6 se z = 0, e que para = # 0 temos |z| > 0.
Note-se igualmente que 2 = (—z)? = |z|, e em particular |z| = Va2.(%)

Passamos a indicar outras propriedades elementares do valor absoluto.
Teorema 1.2.7. Para quaisquer a,z,y € R temos:(?)

a) —|z| <z <|z] e —|z|] < —x <|z|.

b) x| <e & —e<zx<eelr—a<esa—e<z<a+te.

) lz-yl=lz|- [yl e, sey #0, |z|/ly| = |z/yl.

d) DESIGUALDADE TRIANGULAR: |z +y| < |z + |y|, Vz,y € R.

e) 2 <y? = |z < [yl.

F) Nzl =Tyl < lz =yl

Dem. Deixamos a demonstragao de a) como exercicio. Para as restantes
afirmagoes, procedemos como se segue

8 A Rafz QUADRADA de a, se existir, é a tinica solucio z = Va da equagao z2 = a com
z > 0.

9Se z = x + 4y é um complexo, com x,y € R, entdo |z| = /22 +y2 é o médulo de
z, e representa a distdncia no plano complexo entre z e a origem. As propriedades em
1.2.7 sao vélidas também para complexos, com a ébvia excepcao de ¢). Se a € C e € > 0,
os conjuntos {z € C: |z] < e} e {z € C: |z —a|] < €} sdo circulos de raio €, centrados
respectivamente na origem, e em a.
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b): Consideramos separadamente os casos * > 0 e z < 0:

r>0elz|<e <= 0<z<e
r<lelzr|<e <= 0<—1z<e<= —e<zx<0.

A equivaléncia |z —a| < e < a—e€ < x < a+ e é uma consequéncia da
anterior, obtida substituindo na primeira x por x — a.

|t —a|<e<= —e<zr—a<e<—=a—-e<z<a+te

¢): O resultado é evidente se x -y =0 ouse x > 0 e y > 0. Os restantes
casos seguem-se de “regras dos sinais” do teorema 1.1.5. Consideramos
(apenas a titulo de exemplo) o caso z >0ey < 0,em que x-y <0 e
x/y < 0.

[zyl = —(2y) = 2-(=y) = |2yl e |z/y| = —(z/y) = z/(=y) = |x|/]y]
d): A “desigualdade triangular” resulta de observar que
[z +yl=z+youlr+yl=—(z+y)=(-2)+ (-y)
As desigualdades em a) mostram agora que

v+y <l|z[+ |yl e (—z) + (—y) < |z[ + [y].

e): E claro que ,

2t =9 = r =ty < |z| = |yl
Se 2® < y?, notamos que 2° —y* = |z[* — [y[> = (Jz| — [y)(|=[ + [y])

2® <y <= (2] — [y (lz] + |y]) < 0 <= |a] |yl <0 <= Jz| < Jy|

f): Como

lz—yP=(x—y)P=a?+y* -2z -y, e
2| = [y]|* = (lz] = [y])* = |=]* + [y|* = 2]z||y| = 2 + y* — 2|z - y],
segue-se que |z — y|* — [[z] = |y[|* = =2z -y + 2]z - y[ > 0

O

Os intervalos sao subconjuntos de R particularmente simples, e corre-
spondem a segmentos de recta, semi-rectas, ou a propria recta real:

Definicao 1.2.8. (Intervalos) Se a,b € R definimos os seguintes INTERVA-
LOS com EXTREMOS a e b:

e O intervalo ABERTO |a,b ={z € R: a <z < b}.
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O intervalo FECHADO [a,b] = {x € R: a <z < b}.

Os intervalos semi-abertos (e semi-fechados) [a,b[ = {zx € R: a <z <
b} ela, b ={zeR: a <z <b}.

Definimos ainda intervalos com extremos infinitos:

ABERTOS: |a,+oo[={x € R : x >a}e]—-o0,b={z€R: = <b}.

FECHADOS: [a,+o0[={z €R: z >a}e]-00,b] ={z € R: x <b}.
e Dizemos ainda que | — 00, oo[= R é um intervalo aberto e fechado.('?).

Note-se a titulo de ilustracao que
la,a[=0,[a,a] ={a} e] —a,a[={z € R: |z| < a}.
E também importante reconhecer que
la—e,a+e[={reR:|x—a|l <e}.

Se x é uma APROXIMAGAO ou VALOR APROXIMADO de a, entéo |z —a| é
0 ERRO dessa aproximacao, e o conjunto {x € R : |z —a| < €} é formado por
todos os reais que sao aproximagoes de a com erro inferior a €. Esta ideia é
utilizada por todo o Célculo Diferencial e Integral, e deve ser por isso muito
bem compreendida. Qualquer intervalo aberto I tal que a € I diz-se alids
uma VIZINHANCA de a, e a chamada VIZINHANCA-€ de a é dada por

Ve(a) =la —e,a+e[={z eR: |z —a| <€}

As nocoes de mdximo e de minimo de um conjunto A C R sao certamente
bem conhecidas. Dizemos que a é MAXIMO de A, e escrevemos a = max A,
se e 8o se

a € Aex<a, para qualquer z € A.

Analogamente, b é MINIMO de A, e escrevemos b = min A, se e s6 se
be Aeb<zx para qualquer x € A.

E evidente que min A e max A sdo unicos, caso existam. Introduzimos
aqui também as nogoes um pouco mais gerais de magjorante e minorante do
conjunto A:

Defini¢ao 1.2.9. (Majorante e Minorante de A): Se A C R, e a,b € R,
dizemos que

10A nocdo de intervalo pode ser usada em qualquer conjunto ordenado, mas pode con-
duzir a resultados inesperados. Por exemplo, em Z temos ]0,3[= {1,2}, ¢ ]0,1[= 0. E
claro que em R e em Q estes dois intervalos sdo conjuntos infinitos.
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a) a é MAJORANTE de A se e s6 se x < a, para qualquer x € A. Se A tem
majorantes, diz-se que A é um conjunto MAJORADO.

b) b é MINORANTE de A se e s6 se b < x, para qualquer z € A. Se A tem
minorantes, diz-se que A é MINORADO.

c) Se A tem majorantes E minorantes, entao dizemos que A é um conjunto
LIMITADO. Caso contrario, A diz-se ILIMITADO.

Sendo 6bvio que o maximo de A, se existir, é majorante de A, e 0 minimo
de A, também se existir, ¢ minorante de A, deve ser também claro que os
majorantes e os minorantes de A, se existirem, formam conjuntos infinitos.
Repare-se ainda que se A # () e a e b sao respectivamente majorante e
minorante de A entdo a > b.('1)

Tlustramos estas ideias com alguns exemplos simples:

1. O intervalo [0,1] tem minimo 0 e maximo 1. Os seus majorantes
formam o intervalo [1, co[, e os minorantes formam o intervalo |—o0, 0].
Note-se que o minimo ¢ o maior minorante e o mdximo ¢ o menor
majorante. O intervalo é limitado.

2. O intervalo ]0,[] ndo tem minimo nem méximo. Os seus majorantes
formam o intervalo [1, co[, e os minorantes formam o intervalo |—o0, 0].
Note-se que 0 é ainda o maior minorante e 1 é o menor majorante. O
intervalo ¢ limitado.

3. R™ é minorado, mas nao é majorado, logo é ilimitado. Os minorantes
de RT formam o intervalo ] — oo, 0], que tem maximo 0. Este méximo
nao é no entanto o minimo de R, porque 0 & R™.

O maior minorante e o menor majorante do conjunto A, quando existem,
dizem-se:

Definigao 1.2.10. (Supremo e Infimo de A) Seja A C R.

e Se o0 conjunto dos majorantes de A tem minimo s, entdo s diz-se o
SUPREMO de A, e designa-se por sup A.

e Se o conjunto dos minorantes de A tem mdzimo i, entdo i diz-se o
INFIMO de A, e designa-se por inf A.

Com A =]0,1], temos entao que 1 = supA e 0 = inf A. No caso do
intervalo fechado B = [0, 1], temos novamente 1 = sup B e 0 = inf B, mas
temos igualmente 1 = sup B = max B ¢ 0 = inf B = min B. Registamos a
seguir algumas propriedades elementares, mas importantes, destas nogoes.

11 . ~ . .
Quais sao os majorantes e os minorantes de (7
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Teorema 1.2.11. Seja ACR ei,s € R.

a) Se s é mdaximo de A entdo s = sup A, e se i € minimo de A entdo

7 =inf A.

b) Se s € R € majorante de A, entdo s = sup A se e sé se, para qualquer

€>0, Va(s)NA# 0.

c) Sei € R é minorante de A, entao i = inf A se e sé se, para qualquer

e>0, Ve(i)NA#0.
Demonstra¢ao. Demonstramos apenas b), como exemplo.

e Supomos primeiro que s = sup A. Dado € > 0, observamos que existe
algum elemento = € A tal que s — ¢ < x < s < s+ ¢, porque caso
contrario s — € seria majorante de A, e s nao poderia ser o menor
majorante. Concluimos assim que V¢(s) N A # (.

e Supomos agora que s é majorante de A, e V(s)N A # () para qualquer
e > 0. Dado t < s, tomamos € = s —t, e recordamos que V(s)NA # (),
ou seja, existe x € A tal que x > s — e = t. Em particular, ¢ nao
é majorante de A, e s é certamente o menor majorante de A, i.e.,
s = sup A.

O

1.3 Numeros Naturais e Indugao

E talvez surpreendente reconhecer que é possivel, a partir dos axiomas ja ap-
resentados, definir os nimeros NATURAIS, e demonstrar o classico PRINCIPIO
DE INDUCAO. Note-se que, de um ponto de vista intuitivo, as seguintes pro-
priedades do conjunto N sao evidentes:

(i)leNeneN=n+1eN.

E igualmente evidente que N nao é o unico subconjunto de R que satisfaz
as propriedades em (i). Por exemplo, os conjuntos Z, Q, R* e o préprio R
todos satisfazem a propriedade (i), se nela substituirmos a referéncia a N
pela referéncia ao conjunto apropriado. A titulo de ilustracao, e no caso de
Q, temos certamente que

(i)1€eQeneQ=n+1€Q.
Os conjuntos que satisfazem a propriedade (i) dizem-se:

Definicao 1.3.1. (Conjuntos Indutivos) Um subconjunto A C R diz-se
INDUTIVO se e s6 se satisfaz as seguintes duas condigoes:

(i)leA e (l)acA=(a+1)€A.
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Um momento de reflexao sugere que os nimeros naturais, nao sendo o
unico conjunto indutivo, estao contidos em qualquer conjunto indutivo, e
formam por isso 0 MENOR CONJUNTO INDUTIVO em R. A seguinte defini¢ao
formaliza esta ideia:

Definigao 1.3.2. (Nimeros Naturais) O conjunto dos NUMEROS NATURAIS
designa-se por N, e é dado por

N ={n € R : n pertence a qualquer subconjunto indutivo de R}.

O conjunto dos NUMEROS INTEIROS é Z = ZT U{0} UZ ™, onde ZT =N e
Z=={m e R:—m € N}. O conjunto dos NUMEROS RACIONAIS ¢ Q, onde

Q={n/m:n,m e Z,m # 0}.

O “Principio de inducao matematica” passa a ser assim mais um teorema
da teoria que aqui desenvolvemos:

Teorema 1.3.3. (Principio de Indugao Matemética)

a) N é o MENOR CONJUNTO INDUTIVO em R, ou seja,

(i) Se A C R € indutivo entdao N C A, e
(i) N ¢é indutivo.

b) Em particular, se A C N € indutivo entao A = N.

Dem. A afirmacao (i) da a) é evidente: Por definicdo de N, se n € Ne A é
indutivo entao n € A, ou seja, N C A.
Para verificar que N é indutivo, notamos que

e 1 € N, porque 1 pertence claramente a qualquer conjunto indutivo.

e Sen € Ne A é indutivo, entdo n € A, porque os naturais pertencem
por definicdo a qualquer conjunto indutivo. Segue-se que n+ 1 € A,
porque A é indutivo. Como A é um conjunto indutivo arbitrdrio,
concluimos que n + 1 estd em todo e qualquer conjunto indutivo, pelo
que n+ 1 € N, mais uma vez por definicdo de N.

Em resumo, 1 e Nen € N=n+1 € N, ou seja, N é um conjunto
indutivo.

A afirmagao em b) é também imediata. Como A é indutivo, temos N C A,
de a). Como por hip6tese A C N, é ébvio que A = N.
O
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E intuitivamente evidente que
N={1,2=1+1,3=24+1=(1+1)+1, 4=3+1=((1+1)+1)+1, ...}.

Veremos adiante como esta ideia pode ser formulada mais rigorosamente,
dizendo essencialmente que os ntimeros naturais sao as somas com um NUMero
finito (mas arbitrdrio) de parcelas, cada uma das quais € igual a 1.

O Principio da Inducao Matemética do teorema 1.3.3 é a base da técnica
de demonstracao que conhecemos como Método de Indu¢cao Matemdtica.
Recorde-se que, sendo P(n) uma determinada proposi¢ao ou propriedade
que se pretende mostrar verdadeira para todo o n € N, este método consiste
em

e Verificar que a afirmacao P(1) é verdadeira, e

e Mostrar que, para qualquer n € N, e se P(n) é verdadeira, entao

P(n + 1) é igualmente verdadeira.

Concluidos com sucesso estes dois passos, estabelecemos que
P(n) é verdadeira, para qualquer n € N.

Exemplo 1.3.4. (Ficha 2,1 1.(a)) Consideremos a seguinte afirmagao, que
queremos mostrar ser verdadeira para qualquer n € N:

n(n+1) .

) 1+2+ ="

Neste caso, a afirmacao em (i) é P(n), ou seja, P(n) afirma que, para o
natural n, a soma dos naturais(*?) de 1 até n é dada por n(n + 1)/2. Pelo
Método de Inducao Matemadtica, a prova faz-se em dois passos.

e P(1) é verdadeira:
Sen=1,asomal+2+ .-+ n reduz-se a um tinico termo igual a 1.
Por outro lado, quando n =1, temos n(n +1)/2=1-(1+1)/2 = 1.
e Se P(n) é verdadeira, entao P(n + 1) é também verdadeira:
P(n + 1) é obtida de P(n) por uma substituigao imediata, e afirma

que

1424 4nt(n+l)= (n+1)((7”;—|—1)+1) _ (n+1)2(n+2).

12Veremos imediatamente a seguir como definir com mais exactiddo nogdes como a
“soma dos naturais de 1 até n”.



16 CAPITULO 1. OS NUMEROS REAIS

A chamada hipdtese de indugdo é P(n), que sabemos ser

1
Para o natural n, 1 +2+---4+n = @
Temos entao que
1424+---4+n+(n+1) =(14+24---+n)+(n+1)
= w + (n + 1),usando P(n).
_ nn+D)+2(n+1) _ (n+1)(n+2)
= 2 = 2 ’
o que estabelece P(n + 1).
Concluimos assim que
1
142+ 4+n= %, para qualquer natural n.

Para reconhecer que o Método de Inducao Matematica é uma consequén-
cia do Principio de Indugao Matematica, basta notar que qualquer afirmagao
P(n) tem associado o conjunto dos naturais para os quais P(n) é verdadeira,
ou seja, o conjunto

A={neN: P(n) é verdade}.

O propdsito da demonstracao por indugao é concluir que P(n) é ver-
dadeiro para qualquer n, ou seja, concluir que A = N. Repare-se agora
que

e Provar P(1) é mostrar que 1 € A4, e
e Mostrar que (P(n) = P(n+1)) é verificar que (n € A= (n+1) € A).

Dito doutra forma, o Método de Indugao Matematica consiste em mostrar
que o conjunto A € indutivo. Aplicado com sucesso, e tendo em conta que
A C N, a conclusao “A = N” é uma aplicagao directa do teorema 1.3.3.

Muitas das propriedades dos naturais que estamos habituados a con-
siderar como 6bvias podem ser demonstradas pelo método de inducao, e
enunciamos aqui algumas, a titulo de exemplo:

Teorema 1.3.5. O conjunto N goza das sequintes propriedades:

a) FECHO EM RELAGAO A ADIGAO E PRODUTO: n,m € N = n+m,n -
m € N.

b) O MENOR NATURAL: [ € o minimo de N.

¢) DIFERENGA EM N: Sen,m € N en > m entao n —m € N.
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d) DISTANCIA ENTRE NATURAIS: Sen,m € N entdon > m = n > m+1.
Em particular, n # m = |n —m| > 1.

e) SUPREMO E MAXIMO: Se A C N tem supremo s € R, entdo s é
natural, e é o mdximo de A.

f) PriNciPIO DA BOA ORDENAGAO: Se A C N e A # ) entao A tem
minimo.

Demonstragdo. Apenas esbogamos os argumentos que sao necessarios, deixando
a sua finalizacao como exercicio.

a): Nao é ébvio como se pode provar a afirmacdo a) por inducdo, em
particular por envolver dois naturais. Supomos para isso n € N fizo,
e consideramos o conjunto A, = {m € N : n+m € N}. Demonstre
agora, por inducao em m, que qualquer natural m € A,. Use um
argumento andlogo para o produto.

b): Considere o conjunto B = {n € N : n > 1}. Demonstre por inducao
em n que qualquer natural n € B, ou seja, B = N.

c): Este é um exemplo interessante de inducao “dupla”. Considere a
afirmacao:

P(n,m)=“nmeNen>m=n—meN
Proceda como se segue:

e Prove P(n,1) para qualquer n € N por indugao em n (mostre que
sen € Nentaon=1oun—1¢€N).

e Suponha que, para um dado m, P(n,m) é verdadeira para qual-
quer n € N, e mostre que P(n,m + 1) é também verdadeira para
qualquer n € N.

e Conclua que P(n,m) é verdadeira para quaisquer n,m € N.

d): Se n > m entao n —m € N, logo n —m > 1, ou seja, n > m + 1.

e): Seja s = sup A, e note-se que existe n € A tal que s —1 < n < s,
porque caso contrario s — 1 seria majorante de A, o que é impossivel.
Se n < s, e pela mesma razdo, existe um natural m € A tal que
s—1<n<m<s,eportanto m —n < 1, o que é impossivel de c) e
b). Concluimos assim que n = s, donde s € N.

f): Considere a afirmagao P(n) = “Se A C Ne AN[1,n] # 0 entdo A tem
minimo”. Para demonstrar esta afirmacao por indugdo em n, comece
por observar que é ébvia para n = 1, porque nesse caso 1 € A. E
interessante descobrir porque razao P(n) = P(n + 1)!
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O

Deixamos como exercicio estabelecer as propriedades algébricas bésicas
de Z e Q, com base nos axiomas ja apresentados.

Teorema 1.3.6. Z e Q sao fechados relativamente a soma e ao produto, e

a) Substituindo R por Z e R™ por Z+ = N nos axiomas 1.1.2 e 1.2.1,
entdo 7 satisfaz 1.2.1 e as propriedades 1 a 5 de 1.1.2.

b) Substituindo R por Q e RT por Q7 = QNIRRT nos axiomas 1.1.2 e
1.2.1, entao Q satisfaz 1.1.2 e 1.2.1.

1.4 Definigcoes por Recorréncia

Existem multiplas entidades matematicas que sao introduzidas com recurso
as chamadas Definicoes por Recorréncia, que estao directamente ligadas ao
Principio de Inducao. Talvez o caso mais usual seja o de poténcia de expoente
natural n, designada por z™, onde podemos supor, por agora, que = € R.
Estas poténcias sao informalmente descritas como “produtos com n factores,
todos iguais a 27 (%), usando nesta descricio um nivel de rigor comparavel
ao que acabamos de usar para falar da “soma de todos os naturais de 1 a
n”. A sua definicdo mais rigorosa pode ser feita como se segue:

e Sen=1,entdo 2" =zl =z, e

e Sen>1, entdo 2" = 2" .
As propriedades usuais das poténcias, em particular as identidades

"™ =g () = 2" e 2"y = (z-y)"

podem e devem ser demonstradas por inducao, e sao validas para quaisquer
n,m € N e quaisquer z,y € R.(1*)

Analogamente, e designando por S,, a dita “soma de todos os naturais
de 1 a n”, podemos definir .S,, por

e Sen=1,entao S, =51 =1, e,

e Sen €N, entdo Syi1 = S, + (n+1).(9)

13N3o se segue daqui que seja necessario calcular n — 1 produtos para determinar z™.
Quantas multiplicacdes sdo necessarias para calcular, por exemplo, 21907

MQuando = # 0 definimos igualmente z™ quando n < 0 é um inteiro. Para n = 0
tomamos 2° = 1 e para n < 0 fazemos " = (z~')™", onde é claro que —n € N. As
propriedades acima sdo na verdade vélidas para quaisquer n, m € Z, desde que x -y # 0.

I5Repare-se que foram exactamente estas as propriedades de S,, que usdmos na anterior
demonstracao por indugao.
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Nao nos detemos a formular com todo o rigor a relagao entre o Principio
de Indugao e as Definigoes por Recorréncia, mas sublinhe-se que as usaremos
com frequéncia, desde ja para introduzir

Definicao 1.4.1. Para qualquer n € N e niimeros reais ai,as,...,a, € R,
o simbolo de somatdrio
n
>
k=1

define-se por recorréncia da seguinte forma:

n n n—1
g ar=a; sen=1,¢e E ap = E ai | +a, sen > 1.
k=1 k=1 k=1

Ou seja,

ap +az =a1 +az,

ar +a3 =a1 +az +as, ....

Exemplo 1.4.2. A férmula que provamos por indugao no Exemplo 1.3.4,
pode ser escrita usando o simbolo de somatério da seguinte forma:

= ~n(n+1)
Sk 1D
k=1

(i.e. neste caso ar = k para k =1,...,n).

Exemplo 1.4.3. Nada impede que os termos do somatério sejam con-
stantes. Note-se que se a = 1 para qualquer k£ € N entao

n n
Z ap = Z 1 = n, para qualquer n € N.
k=1 k=1

Esta afirmac@o pode ser demonstrada por inducao, e mostra que, como
anunciamos atras, os naturais sao as somas finitas com parcelas iguais a 1,
ou seja,

n
N = {Z 1:neN}
k=1
Este facto torna ainda mais intuitivamente evidente que N € fechado em
relacdo a soma e ao produto, i.e.,
n,meN=n+m,n-méeN.

Claro que, em ltima analise, mesmo esta afirmagao elementar requer demon-
stracao, que deve ser feita por inducao.



20 CAPITULO 1. OS NUMEROS REAIS

Note-se que o simbolo utilizado para designar o indice do somatério, que
nos exemplos acima é a letra “k”, é efectivamente irrelevante. Por outras
palavras, se mudarmos o indice do somatério em todas as suas ocorréncias,
a soma em questao nao se altera. Em particular, uma mesma soma pode
aparecer na notacao de somatorio de formas diferentes. Dizemos por isso
que o indice do somatério é mudo. Por exemplo:

5

5
iak:iai:iaj e ZkzZizlS.
k=1 i=1 j=1 k=1

i=1

Teorema 1.4.4. (Propriedades do Somatério — Ficha 2, IT 2.)

(a) Z(ak + b)) = Z ax + Z by, (prop. aditiva)
k=1 k=1 k=1

(b) Z(c cag) =c (Z ak> , VceR (homogeneidade)
k=1 k=1

n
(c) Z(ak —ax_1) = ap — ap (prop. telescopica)
k=1

Dem. (a) e (b) ficam como exercicio. Provamos (c¢) por indugao.
[P(1)]. Mostrar que a férmula dada em (c) é valida quando n =1, i.e. que

1

Z(ak —ax_1) =ay — ag,

k=1
o que é imediato a partir da Definicao 1.4.1 do simbolo de somatério quando
n=1.
[P(n) = P(n+1)]. Assumindo como verdadeira a hipétese P(n), i.e.
n
Z(ak —ag_1) = a, — ap, para um determinado n € N,
k=1

ha que mostrar a validade da tese P(n + 1), i.e.

n+1
Z(ak — ag—1) = Ap+1 — ag, para o mesmo determinado n € N.
k=1

Isto pode ser feito da seguinte forma:

n+1 n

Z(ak —ap_1) = Z(ak —ag—1) + (apt1 — ant1-1) (por definicao)
k=1 k=1

= (an - aO) + (anJrl - an) (pela hipé6tese P(’I’L))
= py1 — ag

O
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Nem o Método de Inducao, nem o Simbolo de Somatério, tém necessari-
amente que “comecar” em n = 1. Ambos admitem generalizacoes simples,
tendo como ponto de partida um dado m € Z. O caso m = 0 é ilustrado
no exemplo seguinte, mas na verdade todos os casos se podem reduzir ao
originalmente considerado, por simples “substitui¢oes de variaveis”, do tipo:

4 3

2
Zz"f - Zz"“ - 22j+2 =922 193 4 24
j=0

k=2 i=1

Exemplo 1.4.5. (Ficha 2, II. 6) Vamos neste exemplo mostrar que, para
qualquer € R com r # 1, r # 0 e qualquer n € Ny = NU {0},

1 —pntl

n

1.1 -

(1.1) >t =
k=0

Usaremos o Método de Inducao comegando em n = 0.
[P(0)]. Mostrar que a férmula (1.1) é véalida quando n = 0, i.e., que

0 1— 1
> = 1—:

k=0

o que é verdade (ambos os termos sdo iguais a 1, porque r¥ = 1).
[P(n) = P(n+ 1)]. Assumindo como verdadeira a hipdtese P(n), i.e.

n
1—pntl
Z k= 5 para qualquer 1 # r € R e um determinado n € Ny,
k=0 -
ha que mostrar a validade da tese P(n + 1), i.e.
n+1

1— rn+2
Z rk = o para qualquer 1 # r € R e 0 mesmo determinadon € Ny .
-7
k=0

Isto pode ser feito da seguinte forma:

n+1 n
Z rk = Z rk 4 pntl (por def. de somatério)
k=0 k=0
1 —pntl 1
=+ Pt (pela hipétese P(n))
—r
- 1— T,n—f—l + T,n—f—l _ 7,,n—|—2 - 1— 7,,n—|—2
B 1—r 17

Note-se de passagem que alguns dos exemplos acima reflectem propriedades
de “progressoes aritméticas” ou “geométricas”. A titulo de exemplo, a
progressao geométrica de 1° termo a e razao r é definida por:
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ry=ae paran € Nxp 1 =z,-7

A soma dos seus n primeiros termos é dada por

- 1—r"
Zxk:a-l— desde que r # 1.

-7
k=1

1.5 O Axioma do Supremo

E facil fazer afirmagoes que sdo verdadeiras para R e falsas para Q. Um
exemplo classico é

A equacao z? =2 tem solucgoes.

NAoO existem solucoes de 2 = 2 com = € Q, razdo pela qual dizemos
que v/2 é IRRACIONAL, ou seja, é um niimero real que nao é racional, e este
é mais um facto ja conhecido dos matematicos da Grécia Antiga, que alids
criou dificeis problemas de natureza filoséfica aos seus descobridores.

Para mostrar que a equacao z? = 2 ndo tem solugdes v € Q, usamos
uma técnica de demonstracao conhecida por “reducao ao absurdo”, ou por
“contradicao”. FEsta técnica resume-se a supor a negag¢do do que queremos
demonstrar, (neste caso, comegamos por supor que existe z € Q tal que
2?2 = 2), e deduzir dai uma contradicdo légica. Segue-se que a negacio do
que queremos provar s6 pode ser falsa, ou seja, o que queremos provar é
verdadeiro.

Supomos entdo que existe z € Q tal que 22 = 2. Sabemos que existem
inteiros n e m tais que * = n/m, e podemos supor que n,m € N, porque
n # 0, m # 0 e o sinal algébrico de n e m é irrelevante na equacao em causa.
Temos entao(1%)

Existem n,m € N tais que (n/m)? = 2, donde n* = 2m?.

Podemos igualmente supor que a fracgao n/m esta simplificada (reduzida),
ou seja, n e m sao coprimos, o que quer dizer que ndo tém quaisquer factores
comuns além dos triviais 1. Na verdade, se a equacao tem solucoes n' e m’
e o maximo divisor comum destes naturais é d, entao n’ = dn e m’ = dm, e
é claro que n e m sao ainda solugoes da equacao, mas agora coprimos.
Temos entdo que existem naturais coprimos n e m tais que n? = 2m?.
E evidente que n? é PAR, e é facil verificar que tal sé é possivel se n for

16 As equacbes como n? = 2m?, em que as incégnitas sdo inteiros, dizem-e equagdes
diofantinas. Alguns dos problemas mais dificeis da Matemdtica sdo na realidade sobre
equagoes diofantinas, em particular a questdo do famoso “ Ultimo Teorema de Fermat”,
cuja resolucdo demorou mais de trés séculos.
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também par (porque o quadrado de um ndmero impar é sempre impar).
Entao n = 2k, e a equagao pode escrever-se nas formas equivalentes

n? =2m? < (2k)? = 2m? < 4k? = 2m® <= 2k* = m>.
Segue-se que m? é também par, e concluimos analogamente que m é par.
Mas n e m sdo coprimos, e portanto nao podem ser ambos pares. Esta
contradigdo mostra que a nossa suposicao inicial é falsa, e portanto mostra
que a equacio n’? = 2m? ndo pode ter solu¢ées em N, e z2 = 2 nio pode ter
solugdes em Q.

O argumento anterior permite-nos concluir que, se a equagdo x> = 2 tem
solugoes x € R, entao essas solugoes sao irracionais, mas nada adianta sobre
a EXISTENCIA ou nao de solugoes irracionais. Como podemos demonstrar
que essas solugoes existem? Certamente que esse facto nao pode ser deduzido
dos axiomas jd apresentados, que se aplicam igualmente a Q e a R.

De um ponto de vista intuitivo, a existéncia do nimero real v/2 é facil de
entender, se assumirmos como dado que qualquer dizima infinita, periodica
ou ndao, representa um niumero real. Na verdade, o calculo numérico aprox-
imado de v/2 nada mais é do que a expressiao dessa ideia. Atente-se nas
aproximacoes('")

n | ap by, a? b2

1)1 2 1 4

21,4 1,5 1,96 2,25
311,41 1,42 1,98--- 2,01---
411,414 | 1,415 [1,9993--- |2,002---
51,4142 | 1,4143 | 1,99996 - -- | 2,0002 - - -

Todos aceitamos que este processo converge para um unico nimero real,
que designamos /2, e consideramos “6bvio” que v/2 = 1,4142---. Mas o
que este processo mostra é apenas que existem numeros (sempre racionais!)

ap<ag<--<ap-c,ebp>by>>by >
tais que
o a2 <2<b?,

1
L bn_an:wn——lae

o 1<a, <apy1 <bpyr <b, <2.

17 A tabela apresenta na linha n, na posicao a,, 0 MAIOR racional com n—1 casas decimais
tal que a2 < 2. Existem algoritmos muito mais eficientes para calcular aproximacoes de

V2. Experimente-se por exemplo a sucessio 1 = 2, Zn11 = f(zn), onde f(z) = %



24 CAPITULO 1. OS NUMEROS REAIS

Como vimos, este processo de cdlculo nao pode terminar num nimero finito
de passos, porque nunca pode conduzir a igualdades do tipo a2 = 2 ou
b2 =2.

Para uma andlise menos superficial deste procedimento, consideramos os
intervalos I, = [ay, by,] € 0 conjunto que resulta da intersecgao de todos eles,
ou seja,

(o]
I= ﬂIn:{xER:angxgbn, para qualquer n € N}
n=1

Parece mais uma vez intuitivamente “6bvio” que x = 1,4142--- é o unico
real x que satisfaz a, < x < b, para qualquer n, ou seja, {z} = I, e
que s6 podemos ter 2 = 2. E claro que estas afirmacgoes nao podem ser
por enquanto provadas, ja que, como temos dito, todos os axiomas que
introduzimos se aplicam indistinitamente a R e a Q, mas sugerem pelo menos
um esboco do caminho a percorrer:

(1) Estabelecer que I =\ 2,1, #0, e

(2) Provar que x € I <= 2% = 2.

O grande matematico George Cantor, criador da Teoria dos Conjuntos,
reconheceu em (1) uma propriedade muito relevante da recta real R, hoje
conhecida como o PRINCIPIO DE ENCAIXE. Declara-se neste principio que se
intervalos fechados nao-vazios I, Io, - - - formam uma familia decrescente (ou
seja, se cada intervalo I,, contém o intervalo seguinte [, 1), entao existem
pontos que sdo comuns a todos os intervalos dessa familia:

o
I, = [an,by] # 0 e 1,41 C I, para qualquer n € N = ﬂ I, #0.

n=1

Mesmo o Principio de Encaixe nao resolve completamente a questao da
existéncia de uma solucao real de z? = 2! Sabemos que, no exemplo consid-
erado, temos

(3) by —an 1§an<bn§26ai<2<bi.

TS
Supondo que o Principio de Encaixe é vélido, podemos concluir que
existe x € R tal que

an < x < by, donde afl <z?< bi, para qualquer n € N.

Célculos elementares mostram que neste caso

4
2% — 2| <02 — a2 = (by — an)(by + a,) < Tgn=1> Para qualquer n € N.
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A conclusio 22 = 2 segue-se de observar, por exemplo, que o infimo do con-
junto formado pelas fracgoes win é zero, mas mesmo esta ideia tdo “obvia”
nao é consequéncia dos ariomas jd apresentados. Na realidade, e utilizando
aqui informalmente a nocao de limite de uma sucessao, os axiomas apresen-
tados nao permitem ainda provar que 1/n — 0 quando n — oc!
Esbarramos com estas mesmas dificuldades quando tentamos mostrar
que um qualquer conjunto majorado e mao-vazio tem supremo, observacao
que podemos chamar de PRINCIPIO DO SUPREMO. E fécil reconhecer que
o Principio do Supremo é relevante para o estudo da equacio 2> = 2, em
particular porque implica o Principio de Encaixe, como passamos a mostrar.
Suponha-se que os intervalos fechados nao-vazios I,, = [ay, b,] formam
uma sucessao decrescente, e considere-se o conjunto A = {a, : n € N}
formado pelos extremos inferiores dos intervalos I,. Atente-se a que

e A +# (), e tem majorantes, porque qualquer b, ¢ majorante de A.
e Se o Principio do Supremo é vélido, entao existe s = sup A.

e E evidente que a, < s, para qualquer n € N, porque s = sup A.

e 5 <b,, para qualquer n € N, porque s é o menor dos majorantes.

E portanto claro que a, < s < b,, i.e., s € I,, para qualquer n € N,
o que prova que I = ()2, I, # 0. Por outras palavras, o Principio do
Supremo implica o Principio do Encaixe, como dissémos.

Nao é imediatamente 6bvio se o Principio de Encaixe implica por sua
vez o Principio do Supremo, ou seja, se os dois Principios sao logicamente
equivalentes. Suponha-se para isso que A é um qualquer conjunto majorado
nao-vazio, e o Principio de Encaixe é valido.

Fixamos um qualquer elemento a € A, e um majorante b de A. E 6bvio
que, se existe s = sup A, entao s € [a, b], porque a < s < b.

Passamos a definir (por recorréncial) uma sucessao de intervalos “encaix-
ados” que contém sup A, se este existir. Tomamos primeiro a; = a,by = b e
I = [a1,b1]. Observe-se que

(1) 1 N A # 0 e by é majorante de A.

O intervalo I3 resulta de dividir I; pelo seu “ponto médio” ¢; = (a; +
b1)/2, e escolher um dos subintervalos resultantes. A escolha é feita obser-
vando que uma das sequintes alternativas é sempre verdadeira:

(2) Existem pontos de A no intervalo [c1, b1], ou

(3) Anler,bi] =0, donde x < ¢ para qualquer z € A, e ¢; é majorante
de A.
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No caso (1), tomamos ay = ¢; e by = b;. Em (2), fazemos as = a1 e
by = ¢1. Em ambos os casos, e com [ = [ag, by, temos que

(4) b N A # 0 e by é majorante de A.

Podemos prosseguir indefinidamente este processo, obtendo assim uma
sucessao de intervalos I,, = [a,, b,] “encaixados”, tais que

b, é majorante de A, I, NA# 0 e b, —ap = (by —a1)/2" L.

Se o Principio de Encaixe é valido entao existe x € N,—11,,, mas nao podemos
concluir que x é o supremo de A sem mostrar que b,, — a,, — 0, 0 que é um
problema anélogo ao que encontrdmos no estudo da equacio 2> = 2. Esta
observacao sugere que o Principio do Supremo contém mais informacao sobre
os numeros reais, e nao ¢ por isso totalmente surpreendente que seja essa a
afirmacao tradicionalmente usada para completar a axiomatica dos reais:

Axioma 1.5.1 (Axioma do Supremo). Se A C R € majorado e ndao-vazio
entao A tem supremo.

Como ja vimos, e partindo deste axioma, podemos provar o Principio de
Encaixe:

Teorema 1.5.2 (Principio de Encaixe). Se I, = [an,b,] # 0 e I,41 C I,
para qualquer n € N entdo

ﬂh#ﬂ
n=1

Podemos igualmente demonstrar algumas propriedades de N, que apesar
de elementares envolvem, como ja nos apercebemos, alguma subtileza na
sua analise.

Teorema 1.5.3. O conjunto dos naturais ndo € majorado em R. Temos
em particular que

a) Se e >0 entao existe n € N tal que 1/n < e.

b) PROPRIEDADE ARQUIMEDIANA: Se a,b > 0, existe n € N tal que
na > b.

Demonstragdo. Argumentamos novamente por “reducao ao absurdo”, supondo
que N é majorado. Temos entao

e N tem supremo s € R, de acordo com o axioma 1.5.1.
e s—1<s,logo s—1 ndo é majorante de N.

e Como s—1 nao é majorante de N, existe algum n € N tal que n > s—1.
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e Entaon+1€Nen+1>s=supN, o que é absurdo.

Tanto a) com b) sao aplicacoes directas desta ideia.

a):

b):

Como N nao é majorado em R e 1/e € R, existe pelo menos um natural
n > 1/e, ou seja, 1/n <e.

Mais geralmente, como N nao é majorado em R e b/a € R, existe pelo
menos um natural n > b/a, ou seja, na > b.

O

O préximo teorema indica outras propriedades que sdo na verdade con-
sequéncia sobretudo do Axioma do Supremo.

Teorema 1.5.4. Qualquer subconjunto de N nao-vazio e majorado em R
tem MAXIMO. Em particular,

a) Parte inteira de x: Se x € R existe um unico inteiro n, dito a parte

inteira de x, aqui designada int(z), tal que int(z) < x < int(x) + 1.

b) Densidade dos Racionais: Se a € R e € >0 entio Ve(a) NQ # 0.

Demonstragao. Qualquer conjunto I C N nao-vazio e majorado em R tem
SUPREMO, pelo axioma do supremo. Segue-se de 1.3.5 que o supremo de [
é 0 seu maximo.

a):

Supomos primeiro que x > 0, e consideramos [ = {m € N: m < z}.
Se I é vazio entao 0 < x < 1, e int(x) = 0. Caso contrario, I tem
maximo m, como acabamos de ver. Temos assim que

m<z<m+1e int(z) =m.

Quando = < 0, observamos que se x € Z entao x = int(z). Caso
contrdrio, é facil verificar que [(z) = —int(—z) — 1.

: Seja n = int(x), donde 0 <  —n < 1, e m um natural m tal que

1/m < e. Seja ainda k = int(m(z —n)), donde 0 < k < m. Temos
entao

0<m(z—n)—k<l=0<z—(n+k/m)<1l/m<e

E claro que ¢ = n + k/m = (mn + k)/m é racional, e |x — ¢| <.

Exercicios
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. Recorrendo ao Método da Indugao Matematica, mostre que Z é fechado

para a adigao e subtraccao, e que Q é fechado para a adicao, multi-
plicagao, subtracgao e divisao.

. Mostre que o conjunto @, dos nimeros racionais, satisfaz todos os

Axiomas de Corpo (Propriedades 1-5) e de Ordem (Propriedades 1.2.1
e 1.2.1).

. Verifique que se p € N e p? é um niimero par entdo p também é par.

. (Propriedade do Infimo)

Mostre que qualquer subconjunto de R minorado e nao-vazio tem
infimo.



Capitulo 2

Limites e Continuidade

2.1 Funcoes Reais de Variavel Real

A nocao de funcao é uma das mais gerais da Matematica, e é normalmente
introduzida em termos abstractos, no contexto da Teoria dos Conjuntos.
De um ponto de vista meramente intuitivo, e dados conjuntos A e B, uma
funcao f: A — B é simplesmente uma regra que permite, pelo menos “em
principio”, associar um determinado elemento y € B a cada elemento x € A.
O aspecto fundamental aqui é que a regra é aplicavel a qualquer elemento
de A, e para cada elemento = € A identifica um 1nico elemento y € B, que
se diz a imagem de x (pela funcao f). Escrevemos por isso y = f(z).
A seguinte terminologia deve ser conhecida:

e A é 0 DOMINIO de f,

B é o CONTRADOMINIO de f,

Sendo A" C A, o conjunto {f(z) : z € A’}, formado por todos os pontos
de B que sao imagens de algum ponto de A’ é a IMAGEM (DIRECTA)
de A’ por f, e designa-se f(A’). O conjunto f(A) diz-se simplesmente
a IMAGEM de f, e designa-se por Im(f).

Sendo B’ C B, o conjunto {x € A: f(x) € B'}, formado pelos pontos
de A cuja imagem estd em B’, é a IMAGEM INVERSA de B’ por f, e
designa-se f~1(B’).

Observagoes
(1) Temos f(A) C B, mas ¢ possivel que f(A) # B. Quando f(A) = B,
dizemos que f é uma funcao SOBREJECTIVA. Este é o caso em que a
equagao y = f(z) tem sempre solugoes = € A, para qualquer y € B.

(2) Temos f~1(B) = A.

29
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(3)

(4)

CAPITULO 2. LIMITES E CONTINUIDADE

E sempre verdade que f1(f(A4")) = A" e f(f~1(B')) C B’ para quais-
quer A’ C A e B’ C B, mas podemos ter f(f~1(B’)) # B'.

Se y € B, a imagem inversa f~!({y}) contém todas as solucoes = € A
da equacao y = f(x). Se para qualquer y € B existe no mdzrimo
um elemento z € A na imagem inversa f~!({y}), dizemos que f ¢
INJECTIVA. Por outras palavras, a funcao é injectiva quando, para
cada y € B, a equagao y = f(z) tem no maximo uma solugao.

Quando f : A — B é injectiva e sobrejectiva, entao diz-se BIJECTIVA.
Neste caso, a equagdo y = f(z) tem uma unica solucdo para cada
y € B, e existe uma funcao g : B — A, dita a INVERSA de f, tal que
r=g(y) &y = f(z). A inversa de f designa-se por vezes por f~!.

Estudamos sobretudo fungoes definidas em subconjuntos de R com val-
ores em R, e que se dizem por isso FUNCOES REAIS DE VARIAVEL REAL. Es-
tas fungoes podem ser dadas por expressoes simples, mas podem igualmente
corresponder a regras complexas de atribuicao de valores, que em termos
praticos podem redundar em cédlculos extremamente dificeis de executar.

Exemplos 2.1.1.

(1)

(2)

A funcido f : R — R dada por f(z) = 2% + 1 ndo é sobrejectiva nem
injectiva. A sua imagem Im(f) = [1,00[. O célculo desta funcao
envolve apenas duas operagoes (um produto e uma soma).

A funcdo g : R — R dada por f(z) = x3+1 é sobrejectiva e injectiva, ou
seja, € bijectiva. O célculo desta fungao envolve apenas trés operagoes
(dois produto e uma soma). A sua funcao inversa f~! : R — R ¢ dada

por f~l(z) = Vo — 1.

A funcdao de Heaviside H : R — R é um exemplo classico criado por
Oliver Heaviside, um engenheiro electrotécnico inglés dos séculos XIX-
XX. E dada por
l,se x>0
H — ) — Y
() { 0,sex <0
A funcgao de Dirichlet dir : R — R é outro exemplo clédssico introduzido
no século XIX pelo mateméatico com o mesmo nome. E dada por

dir(z) 1, se x é racional,
ir(z) = , . .
0, se x é irracional

O célculo desta fungao pode ser mais complicado, porque requer de-
terminar se x é racional ou irracional. Repare-se que se I C R é um
intervalo com mais do que um ponto, entao é claro que dir(I) = {0, 1}.
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Alguns dos problemas mais interessantes da Matemética contempora-
nea estao ligados a funcao que conta, para cada x € R, os nimeros
primos no intervalo | — oo, z]. E usual designar esta funcao por w. A
titulo de ilustragao, w(10) = 4, porque os primos p < 10 sdo 4: 2, 3,
5,e 7. JA m(23) =9, porque os numeros primos p < 23 sao 9: 2, 3, 5,
7, 11, 13, 17, 19 e 23. O seu calculo exacto é muito dificil quando x
é “grande”, mas como existe um nimero infinito de primos podemos
pelo menos dizer que Im(x) = NU{0}.(})

Sendo o dominio D C R um conjunto arbitrario, o caso especial em que
D = N corresponde as fungbes que convencionamos chamar SUCESSOES:

Defini¢ao 2.1.2. Uma SUCESSAO REAL é uma func¢ao u : N — R. Dize-
mos que u(n) é o TERMO GERAL, ou TERMO DE ORDEM 7, da sucessao u,
representando-o normalmente por ,,.

Usaremos qualquer um dos simbolos u, (uy,)nen ou (uy,) para representar
uma mesma sucessao real.

Exemplos 2.1.3.

(1)
(2)
3)
(4)

(6)

U, = 3 é o termo geral da sucessao u = (3,3,3,...).
Se u, =2+ 3n entao u = (5,8,11,...).
Se u, = 3-2" entao u = (6,12,24,...).

Uma PROGRESSAO ARITMETICA ¢ uma qualquer sucessao que satisfaz
a condi¢ao uy4+1 = u, + r (onde r é constante), para todo on € N. O
seu termo geral é u, = a+ (n—1)r, onde a = uy é o primeiro termo, e
r é a RAZAO. A sucessao u, = 2+ 3n do Exemplo (2) é uma progressao
aritmética, com primeiro termo a = 5 e razao r = 3.

Uma PROGRESSAO GEOMETRICA é uma qualquer sucessao que satisfaz
a condicao uy41 = uy, -7 (7 constante), para todo on € N. O seu termo
geral é u, = a-r""!, onde a = u; é o primeiro termo, e r é a RAZAO.
A sucessao u, = 3-2" do Exemplo (3) é uma progressao geométrica,
com primeiro termo a = 6 e razao r = 2.

E comum definir sucessdes por recorréncia. Um exemplo classico é a
SUCESSAO DE FIBONACCI, dada por uy = us =1 € Upio = Upi1 + Up,
para qualquer n € N. Note-se que v = (1,1,2,3,5,8,13,21,34,...).

'Em Setembro de 2008, o maior niimero primo conhecido é o recém-descoberto “primo
de Mersenne” M, = 2P — 1, onde p = 43.112.609. A representagdo decimal de M, tem
mais de 13 milhGes de digitos.
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(7) Por vezes nao se conhecem expressoes “praticas” para o termo geral
de uma sucessao, nem qualquer relacao de recorréncia para os seus
termos. Um exemplo classico é aqui o da sucessao de todos os niimeros
naturais primos, i.e., a sucessao u = (2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,...).

Sendo f: D — R, com D C R, e A C D, entao f diz-se majorada (re-
spectivamente minorada) em A se a imagem f(A) é um conjunto majorado
(respect., minorado). Por outras palavras,

e [ é MAJORADA em A se e s6 se existe M € R tal que f(z) < M, para
qualquer x € A, e

e [ é MINORADA em A se e s6 se existe m € R tal que f(z) > m, para
qualquer x € A.

Uma fungao que é simultaneamente majorada e minorada em A diz-se
LIMITADA em A. O MAXIMO e o MINIMO de f em A sao, quando existem,
0 méximo e o minimo de f(A4). O SUPREMO e o INFIMO de f em A sdo o
supremo e o infimo de f(A), caso estes existam. Em todos os casos referidos,
quando se omite a referéncia ao conjunto A entende-se que A é todo o
dominio de f. Ilustrando estas ideias com os exemplos anteriores, notamos
que

Exemplos 2.1.4.

(1) A fungao f : R — R dada por f(z) = 22 + 1 é minorada mas nao é
majorada (em R). Tem minimo, que é f(0) = 1.

(2) A fungdo g : R — R dada por f(z) = 2® + 1 nfio é minorada nem
majorada em R.

(3) As fungoes de Heaviside e de Dirichlet sao limitadas, e tém maximo e
minimo (respectivamente 1 e 0).

(4) A fungao 7 tem minimo 0, mas nao é majorada. E claro que m(x) >0,
e que m(z) = 0 para qualquer z < 2.

Se f: D — R entdo o conjunto {(z,y) eR* : e Dey=f(z)} éo
GRAFICO de f. E claro que o grafico de f é um subconjunto do plano R?, ou
seja, é uma figura plana, e é um poderoso auxiliar do estudo de f, porque
permite interpretar e visualizar as propriedades de f como propriedades
geométricas desta figura. Por exemplo, f tem minorante m e majorante M
se e 86 se 0 seu grafico esta entre as linhas horizontais de equacoes y = m e
y = M. O conhecimento mesmo que aproximado do grafico de f é por isso
muito 1util, o que nao quer dizer que seja sempre facil ou mesmo possivel
esboga-lo com a necessaria exactidao. Sublinhe-se alids que a ideia intuitiva
de que o gréfico de f é sempre uma “linha”, mais ou menos “curva’, estd
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por vezes longe da realidade. Por exemplo, é dificil sustentar que o grafico
da funcao de Dirichlet deva ser considerado uma curva!

Se f: A — B tem uma inversa f~' : B — A, os pontos do gréfico
de f~! obtém-se dos pontos do gréafico de f simplesmente trocando as suas
coordenadas. Por outras palavras, o ponto (a,b) estd no grafico de f se
e s6 se o ponto (b,a) estd no grafico de f~': os pontos (a,b) e (b,a) sdo
simétricos relativamente a recta y = x, pelo que o grdfico de f~1 resulta de
reflectir o grafico de f mesta recta. A figura 2.8 ilustra este facto com as
fungoes exponencial e logaritmo.

Exemplo 2.1.5. A funcio p : R — R dada por p(z) = 2% ndo é injectiva

em todo o seu dominio R porque

p(x) = z? = (—x)2 =p(—x).

No entanto, como a sua restrigdo ao intervalo I = [0, +oo[ é estritamente
crescente, temos que a sua restricio f a I, i.e., a funcdo dada por f(x) =
p(z), mas com dominio I, é injectiva, e f(I) = I, como ji observdmos no
Capitulo anterior. Tem assim inversa f~! definida em I, que é naturalmente
a fungdo raiz quadrada, ou seja, f~!(z) = /z. Os graficos destas duas
funcoes estao representados na Figura 2.1.

1 2

Figura 2.1: Gréfico de f(r) = 22 e da sua inversa f~!(z) = /z.

A seguinte terminologia deve ser também conhecida:
Definicao 2.1.6. Seja f : D — R uma fungao. Dizemos entao que

(1) féCRESCENTEem D' C Dseesésex <y = f(x) < f(y), para quais-
quer z,y € D’. E ESTRITAMENTE crescente se, nas mesmas condigoes,

se tem f(z) < f(y).

(2) f é DECRESCENTE em D' C D se e s6se x <y = f(x) > f(y), para
quaisquer z,y € D’. E ESTRITAMENTE decrescente se, nas mesmas
condicoes, se tem f(x) > f(y).
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(3) f 6 MONOTONA em D’ C D se e s6 se é crescente ou decrescente em
D'

(4) Supondo que o dominio D C R é simétrico em relacao a origem, i.e.,
que x € D se e s6 se —x € D, dizemos ainda que

a) f é PAR se e 86 se f(—x) = f(z), para qualquer x € D.
b) f é IMPAR se e s6 se f(—z) = —f(z), para qualquer = € D.

(5) Se D = R, entao f ¢ PERIODICA de perfodo T se e s6 se T > 0 e
f(x+T) = f(x) para qualquer z € R.

Deve notar-se em particular que f é par se e s6 se o seu grafico é simétrico
em relagdo ao eixo dos yy (a recta x = 0), e é impar se e sé se o seu grafico
é simétrico em relagao a origem (o ponto (0,0)). Neste dltimo caso temos
em particular que f(0) = 0.

Exemplos 2.1.7.

(1) A funcdo f : R — R dada por f(z) = 2% + 1 é par. E crescente em
[0, 00] e decrescente em | — 00, 0].

(2) A fungio g : R — R dada por f(z) = 2% é estritamente crescente em
R e é impar.

(3) A fungao trigonométrica sen, definida em R, é fmpar e periddica de
periodo T' = 2. E estritamente crescente em qualquer intervalo da
forma [2nm — 7/2,2nm + 7/2].

(4) A fungao de Dirichlet é periédica, com periodo 7', onde T" > 0 é um
qualquer nimero racional (porqué?). E também par, e ndo é mondtona
em nenhum intervalo com mais do que um ponto.

2.2 Exemplos de Funcoes

Referimos aqui alguns exemplos de fungoes que o leitor provavelmente ja
conhece. Em alguns casos, estas funcoes ja podem ser definidas com bastante
precisao, mas noutros casos essa defini¢cao requer um maior desenvolvimento
da teoria, e s6 sera dada posteriormente.

Defini¢ao 2.2.1 (Fungoes Polinomiais). Se f : D — R é dada por um
polinémio, i.e., é da forma
n
f(z) = co+erztcoa®+- - +epa" = chazk , com cg,...,c, € R, parax € D,
k=0

entao dizemos que f é POLINOMIAL (em D). Se ¢, # 0, dizemos que n é o
grau da funcao polinomial f. E claro que podemos ter D = R.
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Figura 2.2: Grafico de uma funcao polinomial de grau 4.

A Ficha 2 inclui diversos exercicios sobre propriedades das funcoes poli-
nomiais. Deve recordar em particular que

e f(a) =0seesése f(x) = q(x)(zx—a), onde ¢ é uma fungao polinomial.

e Se f nao é nula e tem grau n entao a equacao f(z) = 0 tem no maximo
n solugoes (ou seja, um polindémio de grau n tem no maximo n raizes).

A Figura 2.2 mostra o grafico de uma funcao polinomial.

Definigao 2.2.2 (Fungoes Racionais). Se a fungao f : D — R é dada por
uma expressao da forma

fla) = 22

= ﬁ com p e ¢ polinémios, para qualquer x € D,
q(z
dizemos que f é uma fun¢ao RACIONAL. O dominio D C {x € R : ¢(z) # 0},
por razoes ébvias.

Um exemplo simples é a funcao definida por f(x) = 1/z, cujo grafico
(uma hipérbole) estd representado na Figura 2.3. Tanto o seu dominio como
contradominio sao R\ {0}. Esta fun¢ao é impar, decrescente em |—o00,0[ e
em ]0, +o00[ (mas nao em todo o seu dominio R\ {0}). Note-se que qualquer
funcao g da forma g(x) = Zgig,
a assimptota vertical em = —d/c e a assimptota horizontal em y = a/c.
O dominio de g ¢ D =R\ {—d/c}.

As fungoes TRIGONOMETRICAS tém um papel fundamental na Mate-
matica e nas suas aplicacoes. Comecamos por recordar as suas cldssicas
descrigoes geométricas, que usam como sabemos a circunferéncia unitdria,
com equacao x2 4 32 = 1. A figura 2.4 é a nossa referéncia bésica. Nao
estamos ainda em condigoes de apresentarmos definigoes suficientemente
rigorosas destas fungoes, e preferimos por isso enunciar um teorema que
demonstraremos mais ainda, mas que utilizaremos desde ja como base dos
nossos argumentos sobre as funcoes trigonométricas.

com ¢ # 0, tem um gréfico semelhante, com
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3

Figura 2.3: Gréfico da funcao racional f: R\ {0} — R definida por f(z) =
1/x.

Teorema 2.2.3. Ezistem fungoes sen,cos : R — R com as sequintes pro-
priedades:

a) cos(0) =sen(w/2) =1 e cos(m) = —1.
b) Se 0,4 € R entao cos(d — ¢) = cos(6) cos(¢) + sen() sen(¢p)
c) Se 0 <6 <m/2 entdo 0 < cos(f) < sen(f)/6 < 1.

As afirmacoes feitas no teorema anterior, que como dissémos nao pode-
mos por enquanto demonstrar, tém uma interpretacao geométrica simples,
que deve ser entendida por todos:

e A drea do sector circular OPX é metade do comprimento do arco de
circunferéncia que une os pontos P e X. Em particular, a drea do
circulo unitario é 7, e o comprimento da circunferéncia unitaria é 2.

e O comprimento do arco de circunferéncia que une os pontos P e X ¢é
a medida do angulo 0, entre OP e OX, e em radianos.

e A observagao em b) resulta de notar que a distancia entre os pontos
X e Y na figura 2.5 pode ser calculada de duas maneiras distintas, o
que conduz a igualdade:

(cos @ — cos @) + (send — sen ¢)? = (1 — cos(0 — ¢))* + sen®(0 — )

e A observagao em c) resulta de comparar as dreas dos triangulos OPX
e OQX e do sector circular OP X, para obter as desigualdades

1 1 1
isenﬂ < 59 < §tan9.
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Y,

Py
0) S P Q

sen?(0) + cos?(0) = 1
1+ tan?(0) = sec?(f)
1+ cot?(f) = cosec?()

Figura 2.4: Funcoes trigonométricas.

Os exercicios 6 e 7 do grupo IV da Ficha 2 apresentam outras proprie-
dades importantes das funcoes seno e coseno, que podem ser deduzidas das
propriedades referidas no teorema 2.2.3. Indicamos aqui algumas dessas
propriedades:

Teorema 2.2.4.
(a) sen?(z) + cos?(z) =1, Vx € R.
(b) sen(0) = cos(m/2) = sen(w) = 0.
(c) cos(x + ) = —cos(z), a fungao coseno € par e tem periodo 2.

(

(
(d) cos(z —7/2) = sen(z), o seno € fmpar e tem periodo 2r.
(¢) cos(x +m/2) = —sen(z), sen(z — 7/2) = —sen(z + 7/2) = — cos(z).
(

(f) sen(x — y) = sen(x) cos(y) — cos(x) sen(y).

(g9) sen(x + h) — sen(z) = 2 cos <x + g) sen (g)

(h) cos(x + h) — cos(z) = —2sen (g) sen (m + g)

(i) Em [0,7/2] o seno € estritamente crescente e o coseno é estritamente
decrescente.
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X = (cosf,senf)

sen(f — @)

Y = (cos ¢,sen ¢)

1 —cos(0 — ¢)

<

cos(0 — ¢)
Figura 2.5: Célculo de cos(f — ¢).

O

Demonstragao. A titulo de exemplo, provamos aqui as alineas a) e b), e
parcialmente c).

(a): Tomamos ¢ = 6 = z na identidade b) do teorema 2.2.3, e usamos a
identidade cos(0) = 1, da a) do mesmo teorema.

(b): A identidade em (a) mostra que se uma das fungoes sen ou coseno é
igual a +1 entao a outra é nula.

(c): Tomamos @ = = ¢ ¢ = m na identidade b) de 2.2.3, e usamos a identi-
dade cos(m) = —1, da a) do mesmo teorema, para obter cos(z — m) =
— cos(z).

O

Os graficos das fungoes seno e coseno estao representados na Figura 2.6.

-1t

Figura 2.6: Grafico das funcoes trigonométricas seno e coseno.

Exemplo 2.2.5. As funcoes trigonométricas tangente, cotangente, secante
e cosecante podem ser definidas a partir das fungoes seno e coseno:



2.2. EXEMPLOS DE FUNCOES 39

tan(x) = ——=, cot(z) = M,Sec(az) = @, e cosec(r) = !

sen(z)’
O dominio da funcao tangente é o subconjunto de R definido por
Dign ={z €R : cos(z) #0} ={z R : x;ékﬂ'%—g com k € Z}.

O seu contradominio é R e o seu grafico estd representado na Figura 2.7. A
funcao tangente é impar e periédica de periodo T, i.e.

tan(z) = —tan(—z) e tan(x 4+ m) =tan(z), V& € Dy -

Figura 2.7: Grafico da fungao trigonométrica tangente.

O dominio da fungao cotangente é o subconjunto de R definido por
Dt ={z€R: sen(z) #0}={r R : x#krcom k € Z}.

O seu contradominio é R e a representacao do seu grafico fica como exercicio.
A funcido cotangente também é impar e peridédica de periodo m, i.e.

cot(z) = —cot(—z) e cot(x+m)=cot(x), Vo € Dot .

Exemplo 2.2.6. Temos dificuldades anadlogas com as fung¢oes EXPONENCIAL
e LOGARITMO, cuja definicao rigorosa nos é ainda muito dificil. Em qual-
quer caso, as suas propriedades mais elementares devem ser bem conhecidas,
incluindo o facto que estas fun¢des sao inversas uma da outra. Para orga-
nizar o nosso trabalho, e tal como fizémos para as funcoes trigonométricas,
sumarizamos num Unico teorema um conjunto de propriedades que demon-
straremos mais adiante, e que nos servirao sempre como base para argumen-
tos mais rigorosos.
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Teorema 2.2.7. Eziste uma funcao bijectiva crescente log : RT — R tal

que(*)

(a) log(zy) = log(x) + log(y), para quaisquer z,y € RT e
1

(b) 1— = <log(z) <x—1, para qualquer x € RT.
x

Temos em particular que log(1) =0 e, se x > 0, temos log(1/z) = —log(z).

Como veremos, o logaritmo de um real ¢ > 1 é na verdade a drea da
regiao limitada pelo eixo dos zzx, pela hipérbole xy = 1, e pelas rectas
verticais x = 1 e x = t. As desigualdades referidas acima sdo, deste ponto
de vista, geometricamente evidentes.

Registamos aqui mais algumas propriedades elementares da funcao log-
aritmo, que sao ja consequéncias do teorema anterior, e cuja demonstragao
deixamos como exercicio:

Coroldrio 2.2.8. Temos log(1) =0 e, se z,y > 0:
(a) log(1/x) = —log(x), e log(y/x) = log(y) — log(),
(b) log(z™) = nlog(z), para qualquer n € Z.

A inversa de log é a exponencial exp : R — R, e é usual escrever e* em
vez de exp(z). Temos portanto que

€8 — g para qualquer z € R, e log(e®) = x, para qualquer = € R.

Os gréficos destas fungoes estao representados na Figura 2.8. Podemos
também concluir do teorema 2.2.7 que

Teorema 2.2.9. A funcdo exponencial € estritamente crescente em R, e
z+y _ T, Y ,—T __ z 0 __ T
eV =¢e"eY e =1/e" e’ =1,e" > 14 .

Temos ainda que

Sex<1l,e® < ! .
11—z
A propriedade log(z™) = nlog(z) referida no corolario 2.2.8 mostra que
na verdade as funcgoes logaritmo e exponencial podem ser usadas para definir
e calcular poténcias com expoentes arbitrarios «, desde qua a base x seja
positiva.

Definicao 2.2.10 (Exponencial de base positiva). Se 2 > 0 ¢ a € R entao

¢ = ealoga:.
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3

-3 -1 3
-1
-3

Figura 2.8: Gréficos da exponencial e do logaritmo.

E evidente que log(z%) = alogx, e que Yz = elog(@)/n

Exemplo 2.2.11. As fung¢oes SENO HIPERBOLICO ¢ COSENO HIPERBOLICO
sao definidas a partir da funcao exponencial:

et —e*

(2.1) senh(x) = — e cosh(z) =

O dominio das fungoes seno hiperbdlico e coseno hiperbdlico é R. Os seus
graficos estao representados na Figura 2.9.

6

Figura 2.9: Gréficos do seno e coseno hiperbdlicos.

20 leitor sabe provavelmente que existem funcdes logaritmo para qualquer base a > 0,
a # 1. Qualquer uma delas é uma bijeccdo de RT para R, que é crescente se e sé se
a > 1. No entanto, as desigualdades aqui referidas sao satisfeitas apenas pelo chamado
logaritmo NATURAL, cuja base é o “nidmero de Euler” e = 2,7182---. Quando existe risco
de ambiguidade, escrevemos log, para designar o logaritmo de base a.
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A funcdo seno hiperbdlico é impar e tem por imagem R. A funcao
coseno hiperbdlico é par e tem por imagem o intervalo [1,4o00[. Estas duas
funcoes satisfazem a seguinte relacao fundamental, que mostra que os pontos
(cosh z, senh ) pertencem & hipérbole com equacao 2 — y? = 1.
(2.2) cosh?(z) —senh?(z) =1, Vz € R.

O exercicio 8 do grupo IV da Ficha 2 apresenta outras propriedades im-
portantes das fungoes seno hiperbodlico e coseno hiperbdlico. Deve também
notar-se que se definem fungoes como a tangente hiperbdlica, secante hiperbolica,

e outras, por férmulas anédlogas as referidas a propdsito das fungoes trigonométricas.

Por exemplo,

senh z et —e*

tanhx = = .
cosh x et +e ¥

2.3 Funcoes e Operacgoes Algébricas

As funcoes reais de varidvel real podem ser facilmente combinadas usando
operacoes algébricas elementares, dando assim origem a novas fungoes. Supondo
que f: A — Reg: B — R, arespectiva SOMA, DIFERENCA, PRODUTO e

QUOCIENTE designam-se por f+g, f—g, fge f/g. As fungoes f+g, f—g,
fg definem-se em C = ANB,e f/gem D = {z € C : g(x) # 0}, pelas
identidades

(f+9)(@) = f(z) +g(2),(f — 9)(x) = f(z) — g(=),
(fg)(z) = f(z)g(z) e (f/9)(x) = f(x)/9(x)

Uma forma particularmente util de produzir novas funcoes a partir de
fungoes conhecidas é através da sua COMPOSICAO.

Definicao 2.3.1. Sejam f: A —Reg: B CR — R duas fungoes reais de
varidvel real, e C = g~ '(A). A funcio COMPOSTA fog:C — R é dada por

(fog)(x) = flg(x))

O célculo de (f o g)(z) faz-se a partir de x € C, calculando primeiro
g(x), onde temos g(z) € A, j& que € g~1(A). Aplicamos em seguida a
funcao f a g(z), para obter finalmente f(g(x)). E interessante notar que
esta operagao nao € em geral comutativa, mas € sempre associativa:

e Se f(u) =u+1e g(v) =v? entdo

— (fog)(x)=flgx)) =g(z) +1=a"+1¢
—(go @) =g(f(x) = f(x)* = (z+1)* =2+ 2z + L.

o (folgoh))(x)=fllgoh)(x)] = flg(h(z))] e
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o ((fog)oh)(z)=(fog)(h(x)) = flg(h(x))].

Exemplo 2.3.2. Sejam g: R\ {0} - Re f: R — R dadas por

O dominio de g é D = {x € R: z # 0}, e o dominio de f o g é o dominio de
g, porque o dominio de f é R.

(fog)(x) = flg(x)) = f(1/x) = sen(1/x).

O seu grafico estd representado na Figura 2.10. A funcao g o f tem como
domfnio D' = f~YD) = {z € R : sen(z) # 0} = R\ {n7 : n € Z}, e na

verdade
(go f)(x)= Lo cosec(x).

sen(x)

Figura 2.10: Gréfico da fungao f : R\{0} — R definida por f(x) = sen(1/x).

Deve ainda notar-se que f : A — B é bijectiva se e sé se existe uma
fungao g : B — A (que é naturalmente a inversa de f) tal que

(go f)(x) =2,Yzeca, e (fog)(y) =y,Vyen

2.4 Limite de uma funcao num ponto

Suponha-se que f : R — R e a € R. Por enquanto ainda de uma forma
muito imprecisa, dizemos que o LIMITE de f quando z — a é b, ou que f(x)
TENDE PARA b quando z tende para a, se f(x) é um valor aproximado de b
quando x é valor aproximado de a. Podemos escrever

lim f(z) = b, ou, por exemplo, f(z) — b quando = — a.
r—a
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A nocao de limite é particularmente interessante quando a funcéo f nao
estd definida em a, mas estd definida em pontos arbitrariamente préximos
de a. Exemplos classicos sao o célculo de

. senx . gt2 — gtg

lim — e lim ——F—.

z—0 T t—to 2(t — o)
O primeiro limite conduz ao calculo do declive da recta tangente ao grafico
da funcao seno na origem, e o segundo ao calculo da velocidade instantanea
de um grave que cai segundo a lei de Galileu (a distancia percorrida s =
gt?/2 é proporcional ao quadrado do tempo t). Outros exemplos igualmente
classicos sao

lim zlog(x) e lim zel/*?,
z—0 z—0

A ideia central da definicido de limite é a de que

o erro |f(x) — b| se pode reduzir a valores tao pequenos quanto se deseje
através da redugao da diferenca |x — al.

Por outras palavras, dado um QUALQUER “erro admissivel” ¢ > 0, que
estamos dispostos a tolerar na diferenga |f(x) — b|, existe SEMPRE um cor-
respondente “nivel de exigéncia” 6 > 0 tal que, quando |z — a| < 4, entao
|f(z) —b| < e. Antes de formalizarmos mais esta observagao, convém notar
que é tradicional ignorar o valor que f assume em x = a no calculo do lim-
ite de f quando = — a. E por outro lado essencial garantir que qualquer
vizinhanca de a contém pontos do dominio de f distintos do proprio a, caso
em que dizemos que a é PONTO DE ACUMULAGAO do referido dominio. Com
esta terminologia, podemos definir a nocao de limite como se segue:

Definicao 2.4.1. Suponha-se que f: D — R, onde D C R, e a € R é um
ponto de acumulacao de D. Dizemos que f tem limite b quando z tende
para a se e sO se

Ves0 J5>0Vzep 0 < |z —a| <d=[f(z) b <e.
Por palavras, e como dissémos acima,

para qualquer tolerancia € > 0 existe um correspondente nivel de exigéncia
6 > 0 tal que quando x € uma aproximacao de a com erro inferior a §
entio f(x) é uma aproximagdo de b com erro inferior a e,

Sublinhe-se novamente que se incluem nesta observacao apenas pontos x € D
distintos de a (na condicao |z — a| > 0). Recordando que definimos V,(z) =
{z € R:|z—2| < ¢}, eintroduzindo ainda V/(2) = {x e R: 0 < |[z—2| < 7},
entao a definicao acima pode ainda ser escrita na forma:

Ves0 550 © € Vi(a) N D = f(x) € Vi(b).

Deve notar-se como quase evidente que
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Teorema 2.4.2. Se f é uma funcao real de varidvel real e a € ponto de
acumulacao do seu dominio entdo as sequintes afirmacoes sao equivalentes.
lim f(z) =b, im(f(x) —b) =0, lim |f(z) —b] =0

r—a Tr—a T—a

Comegamos o nosso estudo de limites com alguns exemplos particular-
mente simples:

Exemplo 2.4.3. Se f : R — R é uma fungao constante, i.e., se f(x) =
c, Vr €R,ea€R, entao
lim f(z) =c.

r—a

Demonstragao. Dado € > 0, a condigao |f(x) — ¢| < € é satisfeita por todos
os x € R, e portanto podemos seleccionar § > 0 arbitrariamente. O

Exemplo 2.4.4. Se f: R — R é a funcao identidade, i.e., f(x) =z, Vx €
R, e a € R entao lim f(z) = lim z = a.
r—a r—a

Demonstragao. Como |f(z) — a| = |x — al, basta tomar 6 = e. O

422 — 1
Exemplo 2.4.5. lim * =
x—1/2 20 — 1
Demonstragao. O ponto 1/2 nao pertence ao dominio da fun¢ao, mas é um
seu ponto de acumulagao, pelo que faz sentido discutir o limite da fungao
quando z — 1/2. Se x # 1/2, ou seja, se |[x — 1/2| > 0, temos

422 -1 (224 1)(2z —1)
2z —1 27 — 1

f(z) = =2z + 1, donde

0<l|z—1/2| = |f(z)=2|=|2z+1) — 2| =2z — 1/2
Se tomarmos 6 = €/2 temos entao

O<|zr—1/2|<d=|f(x)—2|=2]z—1/2[ <20 =¢

Exemplo 2.4.6. sen(z) — 0 quando = — 0.

Demonstra¢ao. Vimos no teorema 2.2.3 que 0 < sen(z) < x quando 0 < = <
7/2. Como sen(0) = 0 e a funcao sen é impar, concluimos que |sen(z)| < |z|
quando |z| < 7/2, donde alids se segue que |sen(x)| < |z| para qualquer z.
Tomamos § = ¢, e observamos que

|z| <0 = |sen(x)| < |z| <d=c¢
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Exemplo 2.4.7. cos(z) — 1 quando z — 0.
Demonstragao. Notamos que se cos(x) # —1 entao
(1 — cos(z))(1 + cos(x)) = sen?(z) =
_ sen?(x) x?
1+ cos(x) = 14 cos(x)

|1 — cos(z)|

Supondo que |z| < /2, é facil mostrar que cos(z) > 0, e temos em particular

2

z 2
<l=|1- <— <27 <
ol <1 1= cos(o)| < o < <[
Dado € > 0 podemos assim tomar 6 = min{1, ¢}. O
Exemplo 2.4.8. lim ST _ 1.
z—0 X

Demonstragdo. Mais uma vez, o ponto 0 nao pertence ao dominio da fungao,
mas é um seu ponto de acumulagao. Sabemos que 0 < cos(z) < sen(z)/z < 1
quando |z| < 7/2, e é facil concluir que

sen(z)

~ sen(x)

0<|z| <m/2= cos(z) < <l=1 | < |1 — cos(z)]

Sabemos do exemplo anterior que para qualquer € > 0 existe 6 > 0 tal que

]w\<5=>\1—#\<\1—cos(x)\<e

n

Exemplo 2.4.9. Sea € Ren € Nentao lim 2" = a”.

r—a

Demonstracao. Pelo exercicio 8 do grupo II da Ficha 2, sabemos que é vélida
a igualdade:

n
2" —a" = (x—a) Zx"ikakfl, donde obtemos ainda
k=1
n
2" —a®| < |z —al Y |2 |al* .
k=1

Supondo para ja que |z — a| < 1 entdo |z| < a+ 1, e concluimos que:

n
2" —a"| < fe—a] Y Ja+ 1" Flal .
k=1
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Definimos M = >%_,(a + 1)»"¥a*~1. Dado ¢ > 0 arbitrdrio, tomamos

0 = min(l, 57). Entdo, para todo o z tal que 0 < [z —a| < 4, temos
|z —a| <1el|z—al <e, donde

€
|zP —aP| < |z —a|lM < — M =-¢.
M
Portanto, lim,_., 2™ = a™ como afirmamos. O

Exemplo 2.4.10. Se H é a funcao de Heaviside, nao existe lin%] H(x).
T—

Demonstragao. Argumentamos por contradigdo, supondo que H(x) — b
quando z — 0. Supondo agora que € = 1/2, existe entao 6 > 0 tal que

0<|z|]<d=|H(z)—b <1/2
Consideramos os pontos x; = §/2 e 9 = —x1, donde é 6bvio que H(z1) =1
e H(x2) = 0. Temos entao que H (1) — H(x2) = (H(z1) —b) + (b— H(x2)),
e
1=|H(z1) — H(z9)| < |H(x1) = b|+|b— H(x2)| < 1/2+1/2=1,

o que é absurdo. O

Exemplo 2.4.11. Se dir é a fun¢do de Dirichlet e a € R, nao existe
lim dir(x).

r—a

Demonstragao. Utilizamos um argumento por contradi¢ao em tudo analogo
ao anterior, supondo que dir(z) — b quando z — a. Existe neste caso § > 0

tal que
0<|zr—al<d=|dir(z) — b <1/2

Notamos que existem x1 e x2, ambos distintos de a, tais que a—9 < 1,19 <
a+ 9, e tais que x1 é racional e x5 é irracional. Temos mais uma vez

1 = |dir(z) — dir(ze)| < |dir(xy) — b + |b — dir(z2)| < 1/24+1/2 =1,

o que é absurdo.

Exemplo 2.4.12. Seja f a funcao dada por

f(z) =sen <i> quando z # 0.

Entao nao existe lin% f(x).
Tr—
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Demonstragao. O ponto 0 é um ponto de acumulacao do dominio de f.
Observamos que

sen(g + 2km) =1 e que sen(—g + 2km) = —1, para qualquer k € Z.

: + _ 1 - _
Sejam z,] = Trokr © T =

x — 0. Existe 6 > 0 tal que

ﬁ, e suponha-se que f(z) — b quando
2

0<lz|<d=|f(z)—b <2,

mas deve ser claro que existem pontos z; e x, tais que |z} [,z | < 6.
Temos entao

2=|f(=)) = Fa)I < If @) =0l +[b— fla) <1+1,

o que é absurdo. O

1
Exemplo 2.4.13. Se a funcao f é dada por f(x) = z-sen (—) para x # 0,
x

entao lim f(x) = 0.
z—0

N 7/
AN /7
N Ve

N\
Mgl
7/ AN
/7 AN
s AN

7

Figura 2.11: Gréfico da fungao f : R\ {0} — R definida por f(z) = = -
sen(1/x).

Demonstragao. Comecamos por observar que, se x # 0,

x-senG)‘:m- senG)‘gm.

Dado € > 0, tomamos = ¢ para obter
O0<lz|<d=|f(z)] <|z| <e.

0<




2.5. PROPRIEDADES ELEMENTARES DE LIMITES 49

Notamos de passagem que o limite de uma funcao num dado ponto, se
existir, é nico.

Teorema 2.4.14. (Unicidade do Limite) Seja f uma fun¢ao e suponha-se
que f(x) — b e f(z) — ¢ quando x — a. Entao b = c.

Dem. Utilizamos aqui um argumento por reducao ao absurdo analogo a
outros que usdmos acima. Supomos b # ¢ e tomamos € = |b — ¢[/2 > 0.
Observamos que:

Como f(z) — b quando = — a, existe 6; > 0 tal que
O0<|z—a|] <& =|f(z)—b <e.

Como f(z) — ¢ quando = — a, existe d2 > 0 tal que
O0<|z—a|]<d=|f(z)—¢c <e

Sendo § = min{dy,d2}, e como a é ponto de acumulacdo do dominio de f,
existe algum z # a tal que |x — a| < 0. Temos entao

b—c|l <|bo—f(@)[+[f(z) —c] <ete=[b—c|

o que é absurdo. O

2.5 Propriedades Elementares de Limites

Estudamos nesta secgao algumas propriedades elementares do limite de
fungoes que em muitos casos nos permitem calcular limites sem necessidade
de determinar explicitamente os pares € —  referidos na definigao 2.4.1.

Teorema 2.5.1. (Limite e Operagoes Algébricas) Sejam f e g funcoes, e
suponha-se que a € ponto de acumulacdo do dominio de f + g. Se
lim f(z)=b e limg(z)=c,

r—a r—a

temos entao que:
(a) im(f £ g)(x) = lim f(z) £ lim g(z) = b+ c.

(b) lim (f - g)(x) = lim f(z) - lim g(x) = b c.

(c) sec#0,
lim i(w) = Lgéf(x) b
z—a g N :llnbg(.%') N c’
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Dem. Para provar (a) no caso da soma, supomos que € > 0, e recordamos
que existem:

h>0talque 0 < |z —a|l < = |f(x)—0b < %,e
d2 >0tal que 0 < |z —al < dy = |g(z) — | < %
Assim, se escolhermos ¢ = min(dy, d3), obtemos:

0<|z—al <d=I[(f+9)(x) = O+ =|(f(z) —b) + (9(z) — o) <
9

228.

€
(@) = bl +lg(z) —cf < 5 +
0 que mostra que:
lim (f + g)(z) = lim f(z) + lim g(z) =b+c.

O argumento acima aplica-se sem quaisquer modificagoes ao caso da diferenca.
Os casos do produto e do quociente sao ligeiramente mais elaborados, e
comecamos com o caso especial do produto em que ¢ = 0, provando que
nestas condicoes f(x)g(x) — 0 quando z — a. Dado € > 0, notamos que
existem d1, 69 > 0 tais que

e 0<|z—al<d =|f(x)—b<1l=|f(x)] <|b]+1
e 0< |z —al <d=|g(x)] <e/(1+]b])
Tomando § = min{dy,d2}, temos finalmente que
0<l|z—al < = [f(z)g(x)] = |f(2)llg(x)] <e

O caso geral do produto segue-se deste e da a), porque

f(@)g(x) —be = f(z)(9(z) — ) + c(f(x) = D)

O caso do quociente fica como exercicio. Pode por exemplo mostrar-se que
se g(x) — ¢ # 0 entao 1/g(x) — 1/c, e depois aplicar a ¢). Deve além disso

usar-se a igualdade
1 1

glx) |

_ gl@) — ¢
lcg ()]

O

Exemplo 2.5.2. Este resultado torna possivel o cdlculo directo de muitos
limites. Por exemplo,

2t —3r+2  limg_,(2* - 32 +2)
lim = -
a—a 241 limy_q (22 4+ 1)

~ limg zt —limg o 3z + lim, .4 2

(Teorema 2.5.1 (iii))

(Teorema 2.5.1 (i))

limg, o 22 + lim,_, 1

4
—3a+2
= % (Exemplo 2.4.9)
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O préximo teorema permite calcular o limite de uma fungao por com-
paracao dessa fungdo com outras cujos limites sdo conhecidos.

Teorema 2.5.3 (Principio da Funcao Enquadrada). Sejam f, g e h funcgées
tais que
f(z) < g(x) < h(z),

para qualquer x no dominio D de g. Se a € R ¢ ponto de acumulagdo dos
dominios de f, g e h, entdo

lim f(z) =b=lim h(z) = limg(x)=0.

Tr—a r—a Tr—a

Dem. Dado qualquer € > 0, sabemos que existem d1,d2 > 0 tais que, pelo
menos para x € D, temos

e 0<|z—al<dh=|f(x)—b<e
e 0<|z—al<dh=lg(x)—b <¢

Tomamos § = min(dq,d2), e notamos que, como g estd “encaixada” entre f
e h, temos:
O0<|z—a|<d = |g(x)—b| <e.

Exemplos 2.5.4.

(1) O teorema anterior fornece-nos um outro processo para mostrar que
g(x) =sen(z)/x — 1 quando = — 0. Basta recordar que

sen(x)

cos(z) < < 1 quando 0 < |z| < 7/2,

e notar que cos(x) — 1 quando z — 0. O resultado segue-se do
teorema anterior, com f(z) = cos(z) e h(z) = 1.

(2) Suponha-se que g(x) = z?dir(z), e note-se que 0 < g(x) < z2, para
concluir que g(x) — 0 quando = — 0.

Aproveitamos igualmente para calcular dois limites muito titeis que en-
volvem as fungoes logaritmo e exponencial.

Exemplos 2.5.5.

(1) Para mostrar que log(z)/(z — 1) — 1 quando z — 1, recordamos de
2.2.7 que

log(z)
x—1

1 1
1——<log(x) <x—1donde — < <1
x x
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Aplicamos agora os teoremas 2.5.3 e 2.5.1. E também ttil definir

a(x) = log(z) donde log(z) = (z — 1)a(z) e lim a(z) =1

z—1" e
Segue-se de 2.5.1 que log(z) — 0 quando =z — 1.

(2) Para mostrar que (e* —1)/x — 1 quando = — 0, recordamos de 2.2.9
que, quando x < 1, temos

T

1
1+x§ex§1—,d0ndex§ex—1§ , e
—x

1—z

e’ —1 1
1< <
- T —1—x

Aplicamos novamente os teoremas 2.5.3 e 2.5.1. Tomamos agora

e’ —1

B(x) = — donde ¥ =1+ z((z) e ili%ﬁ(x) =1

Podemos ainda concluir de 2.5.1 que ¢* — 1 quando x — 0.

Supondo que g(x) — b quando z — a e f(y) — ¢ quando y — b,
podemos ainda concluir relativamente & composta fog que, em determinadas
condigoes, (f o g)(x) — ¢ quando z — a. A principal dificuldade a vencer
aqui é o facto de podermos ter g(x) = b mesmo quando x # a, e o valor
f(b) ser na verdade arbitrario. O préximo teorema indica duas alternativas
possiveis que permitem obter a conclusao desejada sobre a fungéao composta.

Teorema 2.5.6 (Limite da Fungao Composta). Sejam f e g duas fungoes
reais de varidvel real, e a € R uwm ponto de acumulag¢do do dominio de fog.

Entao
lim g(x) =b e hrrif(y) =c= lim(fog)(z) =c,
y— T—a

r—a

sempre que uma das sequintes condicoes € satisfeita:
(a) f(b) =c, ou
(b) g(x) # b quando x # a.

Dem. Verificamos este teorema apenas no caso (a) acima. Sendo Dy o
dominio de f, dado € > 0, e como f(y) — ¢ quando y — b, observamos que
existe v > 0 tal que:

yeDrel0<|y—b <yvy=|f(y) —c| <e

Temos por hipdtese que f(b) = ¢ e portanto a restrigdo |y — b] > 0 é
desnecessaria acima, i.e.,

()yeDsely—bl<y=|f(y) —c| <e
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Sabemos também que g(x) — b quando x — a, e portanto existe § > 0
tal que
2)zeDe0<|z—al<d=|g(x) — b <n.

Resulta de (1) e (2) que
re€Del<|zr—al<d=|g(z)—bl <v=|f(9(z)) —¢c| <e.
Por outras palavras, lim,_, f(g(x)) = c. O

Exemplos 2.5.7.

2
(1) Para calcular lim sen(;c ), observamos que:
z—0 x
sen 22 seny
—5— = f(9(x)), onde g(z) = 2* ¢ f(y) = ;

Como ja sabemos que (ver Exemplo 2.4.8):

ey =1ea?+#0 quando z # 0,

lim 22 = 0 lim
z—0 y—0 y

o Teorema 2.5.6 mostra que:

2
T
z—0 22
4
(2) Para calcular lirr%] sen( x)’ observamos que:
T—
sen 4x sen 4x seny
o i = 4e@), onde gla) =dwe fly) = —

sen(4x)

= (4)(1) = 4.

Concluimos que lim
z—0

2
(3) Para calcular lin% en(x ), observamos que:
T— T
sen 72 sen 72 9 sen y
= 2—5— =xf(g(z)), onde g(x) = 2" e f(y) =
x x Yy
sen(z?)

Concluimos que lim
z—0 T

= (0)(1) = 0.

(4) Para mostrar que lim log(x) = log(a), recordamos o exemplo 2.5.5.1:
r—a

log(x) —log(a) =log(z/a) = (x/a — 1)a(z/a) — 0
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(5) Para mostrar que lim e* = e, recordamos o exemplo 2.5.5.2:
Tr—a

et —e"=e e " —1)=¢€e"(r—a)f(x—a) —0

(6) Para mostrar que lim sen(z) = sen(a), recordamos o teorema 2.2.4 g)
r—a

e o exemplo 2.4.6:

|sen(z)—sen(a)| = 2| cos((z+a)/2)sen((x—a)/2)| < 2|sen((z—a)/2)| — 0

(7) Analogamente, para mostrar que lim cos(z) = cos(a), usamos 2.2.4 h)
r—a

e novamente 2.4.6:
| cos(z)—cos(a)| = 2|sen((x—a)/2) sen((x+a)/2)| < 2|sen((x—a)/2)| — 0

(8) Para calcular lim z* para a > 0, recordamos de 2.2.10 que 2% = %1987
r—a

notamos que xlogx — aloga, e concluimos que z*¥ — a®.

(9) Mais geralmente, supondo f(z) > 0, lim f(z) =b>0e lim g(z) = ¢,

concluimos sem dificuldades que

lim f(2)?® = lim e9(@)108(f(@)) = ¢elog(®) — pe,

Tr—a Tr—a

2.6 Limites Laterais, Infinitos e no Infinito

E por vezes tutil calcular limites quando x — a apenas de um dos lados de
a: o chamado limite a direita, obtido quando x — a mas x > a, e o limite a
esquerda, obtido quando x — a mas = < a.

Definigao 2.6.1. Supondo que D é o dominio de f definimos

e Limite a direita: lim+ f(x) =bseesbseaé ponto de acumulagao de
r—a

DnNja, o[ e para qualquer € > 0 existe 0 > 0 tal que

re€Del0<z<a+d=|f(zr)—b <e

e Limite & esquerda: lim f(z) = b se e s6 se a é ponto de acumulacao
Tr—a~

de DN] — 0o, af e para qualquer € > 0 existe § > 0 tal que

r€Dea—-d<z<a=|f(z)—b <e

Usa-se por vezes f(a™) e f(a™) em lugar de lim+ f(x)ede lim f(x).

r—a Tr—a—
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Exemplo 2.6.2. Vimos que a funcao de Heaviside H : R — R definida por:

H(z) 0, sex<O0;
xTr) =
1, sex>0.

nao tem lim,_,o H(z). No entanto, tem limites laterais no ponto zero dados
por
lim H(z)=0 e lim H(x)=1.

z—0— z—0t

Deixamos como exercicio a demonstracao do seguinte resultado:

Teorema 2.6.3. Sendo f : D — R wma funcdo de varidvel real, e a um
ponto de acumulag¢do tanto de DN| — 0o, a| como de DN]a, 0|, entao

lim f(z) =b<= lim f(z)= lim f(x)="0.
T—a z—a™t T—a~
A nocao de limite lateral é na realidade um caso particular do que
chamamos um limite relativo a um dado conjunto A. Mais exactamente,
dado f: D — R e um conjunto A C R, os limites de f RELATIVOS A A s&o
os limites da restrigdo de f a A, i.e., sao os limites da funcao g: AND — R

dada por g(z) = f(x).

Definicao 2.6.4. Sejam f: D C R — R uma funcao e A C R. Se a é ponto
de acumulagao de AN D, diremos que f tem limite b no ponto a relativo ao
conjunto A, e escreveremos

lim f(z) =0,

r—a
z€EA

se e sO se
Ve>036>0: (reANDel0<|z—a|<d)=|f(z)—b <e.

Exemplo 2.6.5. Seja f = dir a fungao de Dirichlet, A = Q e B =R\ Q.
Entao, para qualquer a € R, temos
lim dir(z) = 1 e lim dir(z) =0

r—a r—a
€A z€B

E muito conveniente alargar a definicao de limite, de modo a que a
identidade lim,_,, f(x) = b inclua os casos em que a e b podem tomar os
valores infinitos —oo e +00. Estes limites podem alids reduzir-se aos que ja
estudamos, tomando:

Definigao 2.6.6 (Limites Infinitos e Limites no Infinito).

o lim f(z)= lim f(1/2)

T—400
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o Jim_f(r)= lm f(1/)= lim_[(~2),
o %ng(x) = 400 se e s0 se ;E)r}ll/f(m) =0e f(x)>0,
e lim f(z) = —ocoseesdse lim1/f(x)=0e f(z) <O0.

r—a r—a

Usamos a expressao RECTA ACABADA para nos referirmos ao conjunto
R={-00} URU {+00}.

E também possivel definir vizinhancas dos “pontos” +oo de “raio” € > 0 de
forma a que a definicao de limite seja independente de a e b serem finitos ou
infinitos. Para isso, tomamos

Ve(—00) =]=o00,~1/e[ e Vi(400) =]1/e, +ool .

Se a = 400 entdo V/(a) = V.(a), e continuamos a dizer que a € R é ponto
de acumulagao de D C R se e s6 se V/(a) N D # () para qualquer € > 0.

Teorema 2.6.7. Se f : D — R, a,b € R e a ¢ ponto de acumulagdo de D,
entao

lim f(z) = b <= Ves0 Jss0 © € Vy(a) N D = f(x) € V(b).

r—a

E facil verificar que a definigao e teorema acima podem ser reformulados
como se segue

Teorema 2.6.8. Se f: D — R ea,beR entao

(a) lim f(z)=0b%

T—-+00

Ve>03L>0: z>LexeD=|f(x)—bl<e.
0) tim (@) =b s
Ve>03IL>0: z<—-LexeD=|f(x)-b <e.
(c) lim f(@) = +00
VL>030>0: 0<|r—a|]<dexeD= f(x)> L.
() lim f(z) = o0 &

VL>03>0: 0<|z—a|]<dexeD= flx)<—L.
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(e) 11141_1 f(z) =40 <
VL>03IM>0: x>Mexe D= f(z)> L.

(f) lim f(z)=—00 &

T——+00

VL>03IM>0: x>MexeD= f(r)<—L.
(9) lim f(z)=+oo &

VL>03M>0: z<—-MexeD= f(x)> L.
(h) lim_f(z) = o0

VL>03IM>0: z<—-MexeD= f(z)<—L.

As condicoes acima tém adaptacoes 6bvias ao caso dos limites laterais e
ao caso mais geral de limites relativos quaisquer, pela simples substituicao
do conjunto D pelo conjunto D N A apropriado.

Exemplos 2.6.9.

(1) E muito f4cil mostrar que lim = 400 e portanto lim 1/z = 0.
r—Fo00 r—Fo00

(2) E igualmente facil mostrar que hrﬁo 1/x = +o0.
Tr—

(3) Para mostrar que log(z) — +oo quando x — +o00, supomos L > 0.
Como a fungao log é sobrejectiva, existe M > 0 tal que log(M) = L.
Como log é (estritamente) crescente, temos log(x) > L para qualquer
x > M. Por outras palavras, e de acordo com e) no teorema anterior,

lim log(z) = +o0.

r— 400

(4) Para calcular lim log(z), observamos que
z—0

lim 1 = lim log(l/z) = lim -1 = -
S log(z) = i log(1/2) = lim,_~log(x) = ~o0

(5) Como e* > 1+ x, é muito facil concluir que

lim e* = +o0
r——400

(6) Podemos ainda concluir que

lim e*= lim e = lim 1/e* =0
T——00 T—+400 T——400
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(7) Os limites de z%, com « € R, ou de a*, com « > 0, podem ser calcu-
lados com recurso as fungoes exponencial e logaritmo. Por exemplo,
se a > 0 temos

lim 2% = lim e®'°%®) = Jim ¢¥ = +oo,
T—-+00 T——+00 Yy—+0o0

lim €Y =+4o00,se a>1

y—+oo
lim o = lim e*'s(@) = l,sea=1
T——+00 r—+00 . Yy
lim e/ =0,sea <1
y——00

(8) Para completar o grafico do Exemplo 2.4.13 apresentado na Figura 2.11
observamos que

lim x-sen <l> = lim sen(z) = lim sen(z) =1

r—=+o00 €T r—0% T z—0 T

A Figura 2.12 apresenta uma versao mais completa do grafico da
fungao em causa.

Figura 2.12: Grafico do exemplo 2.4.13

2.7 Indeterminacoes

O teorema 2.5.1 sobre limites e operacoes algébricas é facilmente gener-
alizavel para incluir limites na recta acabada. Usaremos para isso as regras
“naturais”:

Definigao 2.7.1 (Operagoes Algébricas na Recta Acabada).

1. Somas e Diferencas:

(a) SebeRec=+ooentao tb+c=ctb=c.

(b) 00+ 00 = +00, —00 — 00 = —00.

(c) Nao estd definido: oo — o0
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2. Produtos:

(a) Se b # 0 e c = too entdao bc = +oo, sendo o sinal do resultado
obtido pelas regras usuais dos sinais.

(b) Nao estd definido: (0)(Z00)

3. Quocientes:

(a) SebeRec=+ooentao b/c=0.

(b) Se b = £o00 e ¢ # 0 entao b/c = +oo, sendo o sinal do resultado
obtido pelas regras usuais dos sinais.

(c) Nao estao definidos: 0/0,+00/ + 00, +00/0.

Podemos entao generalizar o teorema 2.5.1 na seguinte forma

Teorema 2.7.2. Sejam f e g funcgoes tais que

lim f(z)=b e limg(z)=c,

r—a

onde b, c € R e suponha-se que a € ponto de acumulagdo do dominio de f+g.
Em todos os casos onde as expressoes referidas sao vdlidas de acordo com
as operacoes algébricas em R ou de acordo com as convengoes indicadas na
definicao anterior, temos que:

(a) I (f £ g)(z) = lim f(x) £ lim g(z) = b= c.
(b) lim (f - g)(x) = lim f(z) - lim g(x) =b-c.

(c)
lim f(x)

lim =(r) = =—*—— = b
z—a g lim g(.%') C ’
r—a

Sempre que no célculo de limites nos depararmos com uma expressao
que nao foi definida nos termos da definicdo acima, com excepc¢ao do caso
00/0, dizemos que o calculo conduz a uma INDETERMINAGAO. Este termo
é utilizado precisamente porque nada podemos concluir sobre a existéncia e
valor do limite em causa, conhecendo apenas os valores de b e ¢. Deve notar-
se alids que TODAS as indeterminagoes sao equivalentes, podendo sempre
reduzir-se a um tipo especifico, por exemplo, o caso 0/0:

o Caso (0)(400): Se f(z) — 0 e g(z) — oo entio
f(x)g(x) = f(x)/(1/g(x)) = f(x)/u(z), onde u(z) — 0.
o Caso (£00)/(£00): Se f(z) — 0o e g(x) — 0o entéo
f(@)/g(x) = (1/g(x)/(1/f(x)) = u(z)v(z), onde u(z),v(z) — 0.
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e Caso (+o00) — (£00): Se f(x) — o0 e g(x) — oo entao

F(@) - gla) = F@)g(a) <$ - %) que é o caso (0)(c0).

e E também comum referir indeterminagdes que envolvem poténcias,

mas estas mais uma vez reduzem-se as que ja indicimos. Como b¢ =
eclogb as indeterminacoes com poténcias correspondem a clogb =
(0)(£00). Se ¢ = 0 trata-se dos casos 0 e oo, e se logh = 0 trata-se

do caso 1°°.

O caso 00/0 nao corresponde a uma indeterminagao no sentido usual do
termo, porque se f(x) — oo e g(x) — 0 entao temos sempre f(z)/g(z) — oo
ou o limite em causa nao existe. A conclusdo depende apenas do sinal
algébrico de f(x)/g(x) em vizinhangas de a: é claro que |f(z)/g(x)| — +oo,
mas o limite de f(z)/g(x) sé existe se existir uma vizinhanga de a onde o
sinal de f(x)/g(x) nao se altere.

O teorema 2.5.6 sobre o limite de fungdes compostas continua valido na
recta acabada R, assim como o Principio da Funcao Enquadrada.

Exemplos 2.7.3.

(1)

O limite de sen(x)/z quando z — 0 é uma indeterminacao do tipo
0/0, e ja verificAmos que é igual a 1. Repare-se que escrevendo f(z) =
asen(z) e g(x) = x entao o limite de f(z)/g(x) é sempre uma indeter-
minagao do tipo 0/0, e o valor do limite é a € R, que é inteiramente
arbitrario, o que mais uma vez ilustra as razoes pelas quais nos refer-
imos a estes limites como “indeterminagoes”.

E fécil dar exemplos de funcdes f e g tais que f(z) — 400, g(z) —
+00, e a diferenca f(x)—g(z) se comporta das mais diversas maneiras.
Considerem-se os casos:

o f(x) =22 g(x) =z e f(r) =2,9(x) = 2% os limites sdo +o0 e
—00.

e f(x) =x+a,g9(x) = z: o limite é a, que pode ser um qualquer
real.
e f(x) =x+sen(z),g(x) = x: o limite nao existe.
Temos sen(1/x) — 0 quando z — oo, porque neste caso 1/z — 0, e
sen(y) — 0 quando y — 0.
2

Temos e — 0 quando x — oo, porque neste caso —z° — —o0, €
e¥ — 0 quando y — —oc.

$2
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()

Em muitos casos, se f(x) — oo e g(z) — oo quando z — a, é til
comparar a respectiva “velocidade de crescimento” para oo calculando
o limite da razao f(z)/g(x), que é evidentemente uma indeterminacao
do tipo co/oo. Por exemplo, é comum dizer que log(x) cresce mais
devagar do que qualquer poténcia positiva de x, porque

Se a >0, lim M:O

r—+4oo %

Para verificar este facto, observe-se primeiro que
log(z) <z — 1 = log(x/?) < 22 — 1, ou log(x)/2 < z'/? —1
Temos entao que, quando x — 00,

1/2 _
< log(z) < 2(x 1) _ 2(9071/2 _xfl) —0e lim log(z)
X X T—+00 T

0 =0

log(z)

>+~ quando « > 0 fica como exercicio.

O célculo de limg_, 4 o

O resultado anterior pode ser fraseado em termos da fungao exponen-
cial: e* cresce mais depressa do que qualquer poténcia positiva de x,
porque, e agora para qualquer «a € R,

T «

. € . .
lim — = 400, ouseja, lim — =0
T—+o00 % r—+o0 e¥

Notamos apenas que, quando x — 400,

log(e® 1 1
- og(e”) = o8(y) — 0, porque y = e — 400 e lim oe(y) =0

et e y y—too Y

. . s . . x
Deixamos mais uma vez como exercicio o caso geral do lim,_, | ;—a

Podemos facilmente calcular limites analogos, por exemplo:

. . log(1/y) . log(y)

° mi%l-ﬁ— r Og(w) y—1>I—|I—loo y y—1>r—|{loo y (y /CC)
1 1/3:2 = 1 —ey = = 2

o lmpaet™ = Hm oTm =0 =1/

E também comum referir as indeterminacdes de tipo 1, 0° e o0® (a
expressao 0> nao é uma indeterminagao, porque, dependendo do sinal
do expoente, s6 pode ser 0 ou +00). Estas indeterminagoes reduzem-se
as anteriores, porque, como

f(z)9®) = 9(@)log(f(x)

)

o célculo do limite de f(z)9*) reduz-se ao do limite de g(z)log(f(x)).
As tnicas indeterminacoes a considerar sao:
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(i) g(z) — 0 e log(f(z)) — doc: Casos 07> e 0°,
(ii) g(z) — o0 e log(f(x)) — 0: Caso 1F°°,

Um exemplo classico desta natureza é:

T—+400 €T T——400

1 xX
lim <1+_> — lim 6xlog(1+%)

Tomando t = 1+ 1/x, ou seja, x = 1/(t — 1), recordamos do exemplo
2.5.5.1 que

=1.

. 1. .. log(t)
i, iog+ 2) = J 355

Concluimos imediatamente que

1 X
lim (1 + —> =el=¢
r—-+00 x

2.8 Continuidade

Dada uma funcao real de varidvel real f, é natural indagar se o calculo
da imagem y = f(x) é muito ou pouco sensivel a alteracoes da varidvel
independente x. Dito doutra forma, em que sentido é verdade que = ~ a
implica f(z) = f(a)? Usamos o termo CONTINUIDADE para nos referirmos
a esta propriedade, cujo sentido rigoroso deve ser claro do nosso estudo de
limites. Trata-se apenas de saber se temos ou nao

lim f(z) = f(a)

r—a
De facto, esta igualdade pode falhar por vérias razoes:

e O limite de f(z) quando x — a nao existe (por exemplo, a funcao
f(x) =sen (%) em a = 0; cf. Exemplo 2.4.12).

e O limite existe, mas o ponto a nao pertence ao dominio D, e portanto
nao faz sentido sequer falar em f(a) (por exemplo, a fungao f(x) =
zsen(2) em a = 0; cf. Exemplo 2.4.13).

e O limite existe, a pertence ao dominio, mas o limite é diferente de
f(a). Por exemplo, f(x) = 0 para qualquer x # 0, e f(0) = 1. Temos
entao que f(xz) — 0 # f(0) =1 quando = — 0.

e I também possivel que f(a) esteja definida, mas a nao seja um ponto
de acumulagao do dominio, donde nao faz sentido falar do limite de
f(x) quando z — a.

Formalizamos a nogao de continuidade como se segue
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Defini¢ao 2.8.1 (Funcao Continua). Uma funcdo f : D C R — R diz-se
CONTINUA NUM PONTO a € D se a é ponto de acumulacao de D e

lim f(z) = f(a)

r—a

A funcio f diz-se CONTINUA em A C D se f é continua em qualquer ponto
a€ A

Intuitivamente uma funcao é continua se o seu grafico nao apresenta
interrupcoes ou saltos, ou seja, se o seu grafico pode ser desenhado sem
levantar o lapis do papel, mas mesmo esta ideia intuitiva deve ser sempre
usada com prudéncia, porque em certos casos é demasiado simplista como
representacao da realidade. Note-se em qualquer caso que a definigdo acima
pode ser refraseada essencialmente repetindo a definicao de limite, para
concluir que, se a € D é ponto de acumulacao de D entao f é continua em
a se e 86 se:

Ve>03>0: ze€Del|r—a|l<d=|f(x)— fla)| <e.

Naturalmente que as propriedades do limite de uma funcao num ponto
dao origem a propriedades analogas para as func¢oes continuas. O teorema
seguinte ilustra este facto.

Teorema 2.8.2.

(1) Se f e g sao fungoes continuas num ponto a € Dy N Dy, entdo =+ g,
f-gef/g (segla)#0) também sio continuas em a.

1) Sejam f e g duas funcgoes. Se a € Dyoy, g € continua em a e f €
Jog
continua em g(a), entao (f og) € continua em a.

Dem. Consequéncia imediata da Defini¢ao 2.8.1 e dos Teoremas 2.5.1 ¢ 2.5.6.

O
Podemos facilmente identificar muios exemplos de fungoes continuas.
Exemplos 2.8.3.

(1) Vimos que z" — a™ quando x — a. Segue-se que qualquer funcdo
polinomial p(x) é continua em R.

(2) Qualquer funcao racional f = p/q, com p,q polinémios, é continua
em qualquer ponto a € R onde g(a) # 0, ou seja, é continua no seu
dominio de definicao “natural”.

(3) A funcao mddulo f : R — R, definida por f(z) = |z|, YV € R, é
continua em qualquer ponto a € R, porque |f(x)— f(a)| = ||z| —|a]| <
|z — al.
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(4) A funcao de Heaviside, apresentada no Exemplo (3) em 2.1.1, é conti-
nua em qualquer ponto a # 0 e descontinua no ponto zero.

(5) A func@o de Dirichlet, apresentada no Exemplo (4) em 2.1.1, é de-
scontinua em qualquer ponto a € R.

(6 ] As fungoes sen e cos sao continuas em R, conforme mostramos nos
exemplos (6) e (7) de 2.5.7. Segue-se que as fung¢ées trigonométricas
sao continuas nos respectivos dominios de definicao.

(7) A fungdo exponencial é continua em R, como referido no exemplo (5)
de 2.5.7. Segue-se igualmente que as func¢oes hiperbdlicas sao continuas
nos seus dominios de definicao.

(8) A funcdo logaritmo é continua em R™, como vimos no exemplo (4) de

2.5.7.

(9) As fungoes dadas por f(z) = 2% e g(x) = a” sao continuas nos seus
dominios de defini¢ao, de acordo com os exemplos (7) e (8) acima.

Sendo f(x) = Sezﬂ e g(x) = wlog(z?) para x # 0, recordamos aqui os
limites
lim —sen(x) =1le limzlog(z?) =0
z—0 z—0
As funcoes f e g tém limite quando z — 0 mas f(0) e g(0) nao estao
definidos. E por isso evidente que as funcoes F' e G dadas por

F(m):{ f(z),se z#0 eG(g;):{ o(z), se 740

l,sex =0 0,sex=0

sao continuas em x = 0, e sdo extensdes das fungoes f e g acima. Dizemos
por isso que sd0 PROLONGAMENTOS POR CONTINUIDADE das fungoes orig-
inais ao ponto x = 0. O grupo I da Ficha 3 tem uma série de exercicios
relativos a este tipo de prolongamentos por continuidade.

Exemplo 2.8.4. Seja f(x) = zsen(1/x) para z # 0. Como f(z) — 0
quando z — 0, a funcao F : R — R dada por

F(x):{ f(x),sex#0

0,sex=0
¢é o prolongamento por continuidade de f ao ponto x = 0.

A nocgao de limites laterais introduzida em 2.6.1 d& naturalmente origem
a seguinte definicao de continuidade lateral.

Definigao 2.8.5. Sejam f: D C R — R uma funcao e ¢ € D um ponto do
seu dominio. Diremos que:
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(i) f é CONTINUA A DIREITA em a se lim,_ .+ f(z) = f(a);
(ii) f é CONTINUA A ESQUERDA em a se lim, .- f(z) = f(a).
Exemplo 2.8.6. A funcao de Heaviside H : R — R, definida por

H(x) 0, sex <0,
xr) =
1, sex >0,

é continua a direita no ponto zero, mas nao ¢ continua a esquerda nesse
ponto. De facto,

lim H(z) =1=H(0) mas lim H(z)=0# H(0).

z—0+ z—0~

Indicamos a seguir um conjunto de propriedades relativamente elementares
que sao comuns a todas as funcgoes continuas, e que dependem apenas da
continuidade num dado ponto. A primeira dessas propriedades diz respeito
ao seu sinal algébrico: se uma funcao continua é positiva num ponto a, entao
é necessariamente continua numa vizinhanca de a.

Teorema 2.8.7. Se f : D C R — R € uma fun¢ao continua num ponto
a € D com f(a) > 0, entao existe 6 > 0 tal que f(x) > 0 para qualquer
x € Vsg(a) N D.

Dem. Tomamos € = f(a) > 0, e notamos que existe d > 0 tal que

z € Vs(a) = f(x) € Ve(f(a)) = f(x) > fa) —e=0.

Este resultado pode ser generalizado facilmente como se segue:

Teorema 2.8.8. Sejam f: Dy CR—R eg: Dy CR — R duas fungoes
continuas num ponto a € D = Dy N Dgy. Se f(a) > g(a) entao

30>0: z€Vs(a)ND = f(x) > g(x).

Dem. Como f e g sao por hipétese continuas em a € Dy N Dy, temos que
h = f — g é igualmente continua em a, e é claro que h(a) = f(a) —g(a) > 0.
O corolério resulta assim de aplicar o teorema 2.8.7 a fungao h. O

O proximo teorema é de natureza analoga.

Teorema 2.8.9. Se f : D C R — R € uma fungao continua num ponto
a € D, entao existe § > 0 tal que f é limitada em Vs(a) N D.

Dem. Tomamos € > 0 qualquer, e recordamos que existe § > 0 tal que

r € Vs(a) = f(2) € V(f(a)) = f(a) — € < f(2) < f(a) +e.
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2.9 Funcoes Continuas em Intervalos

Quando uma func¢ao é continua em todos os pontos de um dado intervalo,
é possivel tirar conclusoes significativas sobre o seu comportamento no in-
tervalo em questao. Comecamos por referir um resultado que é frequente-
mente utilizado para estabelecer a existéncia de solucoes de equagoes do tipo
f(x) = ¢, ou f(x) = g(x), quando as fungbes em causa sdo continuas num
dado intervalo.

Teorema 2.9.1 (Teorema do Valor Intermédio ou de Bolzano). Seja f uma
fungdo continua num intervalo I C R, e suponha-se que f assume valores
distintos nos pontos a,b € I,ou seja, f(a) # f(b). Seja ainda a € R um
qualquer valor “intermédio” entre f(a) e f(b). Entao a equagao f(x) = «
tem pelo menos uma solugao x € [a,b).

Este resultado afirma que uma fungao continua f num intervalo [a,b]
assume todos os valores entre f(a) e f(b). Geometricamente, isto significa
que o grafico de f intersecta a recta horizontal y = « sempre que « esteja
entre f(a) e f(b). Antes de passarmos a demonstracao deste resultado,
ilustramos a sua aplicacao com alguns exemplos.

Exemplos 2.9.2.

(1) Para mostrar que a equacdo tan(z) = x? + 1 tem pelo menos uma
solucao no intervalo ]0,7/2[, consideramos a funcao dada por f(x) =
tan(z) — 22 — 1 no intervalo I =] — /2, /2| e observamos que:

e f é continua no intervalo I.

. £(0)= -1
e tan(x) — 400 quando z — /27, e portanto existe —7/2 < b <
/2 tal que tan(b) > 5.

Como /2 < 2, temos b>+1 < (7/2)2+1 < 5, e portanto f(b) > 0.

Temos assim f(0) < 0 < f(b), e pelo Teorema de Bolzano existe
pelo menos uma solu¢ao da equagao f(x) = 0 no intervalo |0, b].

(2) Um raciocinio anédlogo a este permite mostrar que qualquer polinémio
p do terceiro grau tem pelo menos um zero em R, i.e., existe pelo
menos um ponto ¢ € R tal que p(c) = 0. Supondo que p: R — R é
dado por p(z) = 23 +a- 22 +b-x + ¢, é facil mostrar que

lim p(x)=—-occe lim p(z)=+oc.
r——00 T——+00
Logo, existem a € R™ e b € RT tais que p(a) < 0 e p(b) > 0, pelo que
o Teorema de Bolzano garante a existéncia de um ponto ¢ € ]a, b tal
que p(c) = 0. E também fcil generalizar esta observagao a qualquer
polinémio de grau impar.
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(3) A existéncia de solugoes da equagao z" = a quando n é um natural
e a > 0 pode ser estabelecida a partir da existéncia das funcoes ex-
ponencial e logaritmo, e foi esta alids uma das principais razoes que
levaram a definicao e calculo destas funcoes. E no entanto interessante
observar que essa existéncia é também uma consequéncia directa do
Teorema de Bolzano.

Dem. J& sabemos que a fungao (polinomial) dada por f(x) = a™ é
continua em R. Supondo primeiro que 0 < a < 1, é 6bvio que f(0) <
a < f(1), e portanto existe 0 < ¢ < 1 tal que f(c) = a, i.e., " = a.

Os casos a = 0 e a = 1 sao 6bvios, e se ¢ > 1 podemos simplesmente
considerar a solugao de z™ = 1/a, e inverté-la. O

(4) O Teorema de Bolzano deixa de ser aplicavel se a funcao f nao é
continua em todos os pontos do intervalo em causa. Por exemplo, a
funcao de Heaviside H é continua em R com excepc¢ao do ponto x = 0.
E claro que H(—1) < 1/2 < H(1), mas niio existe nenhum ponto onde
H(x)=1/2.

O Teorema de Bolzano esté ligado de muito perto ao Axioma do Supremo,
e a demonstragdo que passamos a apresentar ilustra bem esse facto:

Demonstragao. Temos a,b € I com f(a) # f(b) e « € R é um valor entre
f(a) e f(b). Supomos que f(a) < a < f(b) (o caso f(a) > f(b) ¢ inteira-

mente andlogo), e consideramos o conjunto
A={z € [a,b]: f(x) < a}.

E evidente que A é limitado, porque é subconjunto de [a,b], e nao vazio,
porque a € A. Segue-se do Axioma do Supremo que tem supremo c, e
notamos que a < a < b, donde f é continua em c.

Para mostrar que f(c) = «, eliminamos as hipdteses alternativas f(c) >
a e f(c) < a, usando o Teorema 2.8.7:

e Se f(¢) —a > 0 entao a fungao continua dada por g(z) = f(z) — «
satisfaz g(c) > 0, e existe uma vizinhanga de ¢ onde g(xz) > 0, ou
seja, onde f(z) > a. Esta alternativa é impossivel, porque qualquer
vizinhanga de ¢ contém pontos de A, i.e., contém pontos onde f(z) <
a.

e Se f(¢) — a < 0 entdo a fungao continua dada por h(z) = a — f(x)
satisfaz h(c) > 0, e existe uma vizinhanga de ¢ onde h(z) > 0, ou seja,
onde f(x) < «. Esta alternativa também é impossivel, porque esta
vizinhanca conteria também pontos de A maiores do que ¢, que é o
supremo de A.
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O

O Teorema de Bolzano mostra igualmente que “as funcdes continuas
transformam intervalos em intervalos”. Deixamos como exercicio verificar
que

Coroldrio 2.9.3. Se f € continua no intervalo I entao f(I) € um intervalo.

Um outro corolario interessante do Teorema do Valor Intermédio é o
seguinte:

Corolario 2.9.4. Se f ¢ continua no intervalo I, entao f € injectiva em I
se e so se € estritamente mondtona em I.

Demonstragao. Deve ser evidente que qualquer fungao estritamente moné-
tona é injectiva. Para mostrar que se f é continua e injectiva entao f é
estritamente monétona, supomos que a,b € I e a < b, donde f(a) # f(b).
Analisamos apenas o caso f(b) > f(a), que é em tudo andlogo a alternativa
f(b) < f(a). Naturalmente, esta alternativa corresponde ao caso em que f
¢é estritamente crescente em I. Mostramos sucessivamente:

(1) a <ec<b= f(a) < f(c) < f(b): Em alternativa, temos f(c) < f(a)
ou f(c) > f(b). No 1° caso, a equagao f(z) = f(a) tem solugoes
x € [¢,b] (com x # a), o que contraria a injectividade de f. No 2°
caso, a equacao f(z) = f(b) tem solugoes em [a, c], 0 que é igualmente
impossivel.

(2) c < a= f(c) < f(a) < f(b): Em alternativa, temos f(a) < f(c) <
f(b) ou f(c) > f(b). No 1° caso, a equagao f(z) = f(c) tem solugoes
x € [a,b], com x # ¢, o que contraria a injectividade de f. No 2°
caso, a equacao f(z) = f(b) tem solugoes em [c, a], o que é igualmente
impossivel.

(3) Temos analogamente que ¢ > b = f(c) > f(b) > f(a), e podemos
muito facilmente concluir que se ¢ < d entao f(c) < f(d), independen-
temente da relacao de ¢ e d com o intervalo [a, b].

O

Uma consequéncia também interessante destes resultados é o seguinte,
que mostra que a inversa de uma fungao continua € também wma funcgdo
continua.

Corolario 2.9.5. Se f : I — R € continua e injectiva no intervalo I e
J = f(I) entdo a sua inversa f~':.J — R é continua no intervalo J.
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Demonstragao. Supomos que b = f(a) com a € I, e passamos a mostrar que
f~1 é continua em b € J. Sabemos do coroldrio anterior que f é estritamente
monotona, e supomos para simplificar que f é crescente (o caso decrescente
é inteiramente anédlogo). Demonstramos o resultado apenas no caso em que
a nao é um extremo do intervalo I, donde se segue facilmente que b também
nao ¢ extremo de J.

Dado € > 0, o conjunto K = V(a) NI é um intervalo, e f(K) = L é
igualmente um intervalo. Temos b € L, porque a € K, e b nao é extremo de
L, porque a nao é extremo de K. Existe por isso 6 > 0 tal que V(b) C L,
donde f~1(V3(b)) C f~Y(L) = K C V.(a). Por outras palavras,

x € Vs(b) = f_l(x) € Vi(a),

e f~1 é continua em b.
Os casos em que a e b sao extremos dos intervalos I e J é semelhante, mas
ligeiramente mais trabalhoso, porque os limites em causa sao laterais. ]

Exemplos 2.9.6. Este resultado permite-nos indicar multiplos exemplos de
fungoes continuas.

(1) A fungao seno é estritamente crescente em I = [—7/2,7/2] e é como
sabemos continua em R. A sua restricdo ao intervalo I é portanto uma
funcao continua injectiva, que tem uma inversa continua definida em
sen(I) = [-1,+1]. Essa é a funcao arcsen : [—1,+1] — [-7/2,7/2].
O seu grafico estd representado na Figura 2.13.

Figura 2.13: Gréfico da funcao trigonométrica inversa arco seno.

(2) A funcao coseno é estritamente decrescente em J = [0, 7] e é também
continua em R. A sua restricao ao intervalo J é portanto uma funcao
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continua injectiva, que tem uma inversa continua definida em cos(J) =
[—1,41]. Essa é a fungao arccos : [—1,+1] — [0, 7].

(3) A funcao tangente ¢ estritamente crescente em I = [—7/2,7/2] e
continua em I. A sua restricdo ao intervalo I é portanto uma funcao
continua injectiva, que tem uma inversa continua definida em tan(l) =
R. Essa é a fungao arctan : R — [—7/2,7/2]. O seu gréfico esta rep-
resentado na Figura 2.14.

Figura 2.14: Grafico da fungao trigonométrica inversa arco tangente.

(4) As fungdes fy,(z) = 2™ sdo continuas e estritamente crescentes em I =
[0,4+00[, e fn(I) = I. As suas inversas, que designamos g,(z) = {/z,
sao igualmente continuas e estritamente crescentes em I. Os gréficos
das funcoes f3 e g3, esta ultima a usual raiz cibica, estao representados
na Figura 2.15.

-2

Figura 2.15: Gréfico de f(z) = 23, e da sua inversa f~!(z) = {/z
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(5) Como a exponencial é inversa do logaritmo, a sua continuidade pode
ser estabelecida provando apenas a continuidade da fungao logaritmo.

(6) Podemos igualmente definir inversas para as fungoes hiperbdlicas. Por
exemplo, como o seno hiperbdlico é estritamente crescente e continuo
em R e senh(R) = R, tem uma fungao inversa continua argsenh : R —
R. Note-se que esta funcao é ja conhecida, porque um calculo simples
mostra que

argsenh(z) = log(z + /1 + x2?)

O Teorema do Valor Intermédio ou de Bolzano é vélido para qualquer
funcao continua num intervalo, independentemente da natureza desse inter-
valo. Os préximos resultados s@o no entanto validos apenas para funcoes
continuas em intervalos LIMITADOS E FECHADOS.

Proposigao 2.9.7. Se f ¢ uma funcdo continua num intervalo limitado
e fechado I = [a,b], entao f € limitada em I, i.e., a imagem f(I) é um
conjunto limitado.

Geometricamente, este resultado diz que o grafico de f esta entre duas
rectas horizontais. Repare-se também que, pelo corolario 2.9.3, a imagem
f(I) é necessariamente um intervalo limitado.

Exemplos 2.9.8. E essencial neste teorema que o intervalo em causa seja
tanto limitado como fechado.

(1) Consideramos a funcao f definida em I =]0,1] por f(z) = 1/z. E
claro que f ¢ continua no intervalo limitado I mas f(z) — +oo quando
x — 07, e portanto f nao ¢ limitada.

(2) A funcao g definida em I = [0, 00[ por g(z) = x é continua em I, e [
é um intervalo fechado (mas ilimitado). Esta fungao é continua em I
mas nao ¢ limitada em /.

A proposigao 2.9.7 estd também estreitamente relacionada com o Axioma
do Supremo, mas optamos na sua demonstracao por recorrer ao Principio
do Encaixe, e argumentar por contradicao.

Demonstragao. Supomos que f nao é limitada em I = [a,b], e passamos
a definir uma sucessao de intervalos encairados Iy, I, - -+ tais que f nao é
limitada em nenhum intervalo I,,.

Tomamos naturalmente Iy = I. Para definir Is, consideramos o ponto
médio ¢ = (a + b)/2, e os dois subintervalos correspondentes & esquerda e a
direita de ¢, ou seja, By = [a,c] e D1 = [¢,b]. Observamos que f ¢ ilimitada
em pelo menos um dos subintervalos Fq ou Dy, porque caso contrario seria
limitada em [, contrariando a nossa hipdtese. Seleccionamos Is igual a Fy
ou D de forma a garantir que f é ilimitada em Is.
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Notamos que este procedimento pode ser utilizado indefinidamente, porque
se aplica a um qualquer intervalo I, onde f seja ilimitada. KExiste por-
tanto uma sucessao de intervalos encaixados I, tais que f ¢ ilimitada em
I,, = [an, by, e 0 nosso procedimento mostra que b, — a, = (b —a)/2" 1.

De acordo com o Principio do Encaixe existe um elemento ¢ tal que
c € I, para qualquer n € N. Claro que ¢ € I, e portanto f é continua em
c. De acordo com o Teorema 2.8.9, existe § > 0 tal que f ¢ limitada em
Vs(e)N 1.

Para obter uma contradicao, notamos que para n suficientemente grande
temos (b—a)/2"! < §, donde I,, C Vs(c)N I, e concluimos que f é limitada
em I,, o que é impossivel. ]

Se f é continua no intervalo limitado e fechado I entdao a proposigao
anterior mostra que f(I) é um conjunto limitado, e pelo Axioma do Supremo
segue-se que f(I) tem supremo e infimo, ou seja, f tem supremo e infimo
em [. O préximo teorema mostra que f na verdade assume esses valores
em I, que sao portanto o seu mdzimo e minimo. Este resultado tem assim
um papel fundamental na determinacao de maximos e minimos de funcoes,
porque permite estabelecer a sua existéncia com base em ideias muito gerais.

Teorema 2.9.9. (Teorema de Weierstrass) Se f é uma fungdo continua
num intervalo limitado e fechado I = [a,b], entao f tem mdximo e minimo
nesse intervalo.

Demonstragdo. Vamos mostrar que f tem maximo. A demonstracao que f
tem minimo ¢ inteiramente analoga. Note-se mais uma vez o papel desem-
penhado pelo Axioma do Supremo.

Consideremos a imagem f(I) = {f(z) : = € [a,b]} Este conjunto é
6bviamente nao vazio e, pela proposicao 2.9.7, é limitado. Pelo Axioma do
Supremo existe M = supC, e temos que provar que M € f(I), pois isso
significa que existe ¢ € [a, b] tal que f(c) = M > f(x) para todo o x € [a, b].

Argumentamos por contradi¢ao, supondo que M # f(x) para qualquer
x € [a,b]. Entao podemos definir a fungao g : [a,b] — R por:

1
9@) = =5 i)

Esta funcao é continua no intervalo limitado e fechado I, porque o denomi-
nador é uma funcao continua em I que nao se anula em [I. Pela proposigao
2.9.7 a funcao g é também limitada, e em particular existe K > 0 tal que

g(x) = M= F) < K donde M — f(z)>1/K e f(z) <M —1/K.

Mas neste caso M — 1/K é um majorante de f inferior ao seu supremo,
o que é absurdo. O
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O seguinte resultado é uma consequéncia imediata do Teorema de Weier-
strass: “as funcgoes continuas transformam intervalos limitados e fechados
em intervalos limitados e fechados”.

Corolario 2.9.10. Se f ¢ continua no intervalo limitado e fechado I entdo
f(I) é um intervalo limitado e fechado.
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Capitulo 3

Derivadas

3.1 Derivada de Uma Funcao num Ponto

A nogao de derivada de uma fungao é uma das mais fundamentais do
Calculo, e é uma das principais razoes para a introdugao e estudo da nocao
de limite. Tem multiplas aplicacOes noutras dreas cientificas e tecnolégicas,
onde é rotinamente utilizada para a definicao de conceitos basicos, como
os de velocidade, aceleracao, poténcia, intensidade de corrente, para citar
alguns dos mais usuais em dominios da engenharia, mas é inevitavel mesmo
em campos onde a quantificacdo é mais recente, como na economia.

E indispensavel reconhecer que, independentemente da variedade de
aplicagoes da nocao de derivada, todas se podem reduzir a um problema
geométrico simples de enunciar: a determinacao da recta tangente a uma
curva num dado ponto. Do nosso ponto de vista, que é o estudo de funcoes
reais de varidvel real, o problema pode ser ainda mais especializado, para
tomar a seguinte forma: dada uma funcio f : D C R — R, e um ponto
P = (a,f(a)) do seu grifico G, qual é a recta tangente a G em P? E
evidente que a equacao desta recta, se nao for vertical, é certamente da
forma

y-fl@)=m:(z—a),

e portanto mesmo esta ultima questao se reduz ao cdlculo do declive m desta
recta.

No caso de curvas particularmente simples, como as cénicas (circun-
feréncias, elipses, parabolas e hipérboles), este problema pode ser resolvido
por técnicas algébricas, porque, nestes casos, a curva e uma sua tangente
partilham apenas o ponto de tangéncia em causa.

Exemplo 3.1.1. Considere-se a parabola de equacdo y = 2, e um seu

ponto genérico P = (a,a?). A recta de declive m que passa por P tem
equacio y — a®> = m(z — a), ou y = mx + a® — ma, e intersecta a parabola
nos pontos de abcissa x, onde = é solucio de 22 = ma + a®> — ma. Esta é

75
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2

a equacao quadratica x> — mx — a® + ma = 0, e as suas solucdes sdo dadas

por

- mE/m?—4(ma—a?) mE./(m—2a)? m=+(m-—2a)
B 2 B 2 B 2 '

X

E claro que a recta de declive m intersecta a parabola em dois pontos, com
abcissas x = a e x = m — a, excepto se m = 2a, excepto quando m — a = a.
Neste caso, a recta em causa intersecta a parabola no unico ponto com
T =a,i.e., em P, e portanto s pode ser a tangente a parabola no ponto P.

Na terminologia do Célculo Diferencial, diremos que a funcao dada por
f(x) = 22 tem derivada no ponto z = a, e o valor dessa derivada é 2a.
A derivada de f no ponto a designa-se por f’(a), e escrevemos portanto
f'(a) = 2a. Note-se que deste ponto de vista a derivada da fungdo f é uma
nova fungao f’, e no caso deste exemplo f'(x) = 2z.

Estas técnicas algébricas nao sao suficientemente gerais para poderem ser
usadas na definicao de derivada. A ideia que seguimos, e que foi descoberta
no periodo da criagao do Célculo Diferencial e Integral (os séculos XVI e
XVII), consiste em usar um procedimento faseado, sugerido na figura 3.1.

(1) Consideramos o ponto de tangéncia P = (a, f(a)), e um ponto “pré-
ximo” @ = (a+ h, f(a + h)).

(2) Calculamos o declive da recta secante que passa pelos pontos P e @,

e que é dado por
fla+h)— f(a)
h

(3) Determinamos o limite do declive da recta secante quando h — 0, ou
seja, quando o ponto () tende para P. E este limite, quando existe,
que é a derivada de f em a.

fa) -t 00 = I @)

h—0 h

De um ponto de vista intuitivo, a recta tangente ao grafico de uma funcao
f num ponto (a, f(a) é assim obtida como o “limite” de rectas secantes
convenientemente escolhidas, todas passando pelo ponto de tangéncia.

2

Exemplo 3.1.2. Retomando o exemplo da fungao f(x) = z* acima, temos

entao
, ) (a+h)2—a2 . 2ah+ h? )
a) =lim ——— = lim —— = lim(2a + h) = 2a
f( ) h—0 h h—0 h h—>0( )
Por vezes o limite acima escreve-se com uma mudanca de variaveis sim-
ples (z =a+ h, ou h = — a). Introduzimos agora formalmente
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Figura 3.1: A recta tangente como limite de rectas secantes.

Defini¢ao 3.1.3 (Derivada de uma funcao real de varidvel real). Seja f :
D C R — R uma funcao e @ € D um ponto do seu dominio que é também
ponto de acumulacao de D. Dizemos que f é DIFERENCIAVEL NO PONTO
a € D com DERIVADA f’(a) se existir em R o limite

) -ty FOEW @) S ) = fla)

h—0 h r—a T —a

Sendo A C R, dizemos que f é DIFERENCIAVEL em A se f é diferencidvel
em qualquer ponto ainA.

Insistimos aqui em algumas observacoes importantes:

e O célculo da derivada de f, que se chama diferenciar ou derivar f, pro-
duz na realidade uma nova funcao, presumivelmente com um dominio
que pode ser menor do que o de f. A derivada de f sem mais quali-
ficativos é esta nova funcao, que designamos f’.

e A definicdo de derivada, se bem que sugerida por consideragoes in-
tuitivas a proposito de rectas tangentes, é na verdade utilizada para
definir, desta vez com rigor, a prépria nocao de recta tangente. Por
outras palavras,

Definicao 3.1.4. Seja f : D C R — R uma funcao diferenciavel
num ponto a € D. A RECTA TANGENTE AO GRAFICO de f no ponto
(a, f(a)) é a recta com equagao

(3.1) y—fla)=f'(a) (z—a)

e Interpretamos até aqui a derivada de f no ponto a como o declive
da recta tangente ao grafico de f no ponto (a, f(a), porque essa inter-
pretacao é sempre possivel e razoavel. Mas em cada caso concreto a sua
correcta interpretacao “fisica” depende exclusivamente da grandeza
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representada (ou modelada) pela fungao f. Como sugerimos acima, as
seguintes interpretagoes/defini¢oes sao muito comuns:

— Se z(t) representa a posi¢ao no instante de tempo ¢ de um objecto
em movimento rectilineo, entao a razao:

x(t+ h) —x(t)
h

¢ a velocidade média do objecto no intervalo de tempo [¢,t + h].
A derivada

wl(t) — U(t) — %%w

define a VELOCIDADE INSTANTANEA do objecto no instante ¢.

— Se ¢(t) representa a carga eléctrica total que atravessou um dado
ponto de medicdo num condutor eléctrico até ao instante de
tempo ¢, entao a razao:

q(t+h) —q(?)
h

é a quantidade de carga transportada por unidade de tempo no
intervalo [t,t + h]. A derivada

qt) =i(t) = flﬂéw

define a INTENSIDADE DE CORRENTE no instante t.

— Se C(z) representa o custo total de producao de x unidades de
um determinado produto, incluindo aqui custos como os de in-
vestigacao e desenvolvimento, de construcao da correspondente
unidade fabril, e dos materiais utilizados na producao de novas
unidades, entao a razao:

C(z+h) —C(z)
h

é a custo médio de producao por unidade produzida, depois de jad
produzidas x. Este custo médio em geral baixa a medida que x
aumenta, no que se chama “economia de escala”. A derivada

(@) = efx) = %1_)1% C’(m—l—h})L— C(x)

define o CUSTO MARGINAL depois de produzidas x unidades. E
essencialmente o custo da unidade x + 1 produzida.
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Passamos a calcular as derivadas de algumas das fungoes introduzidas
no capitulo anterior:

Exemplos 3.1.5.

(1) Seja f : R — R a fungao dada por f(x) = ax + 3, para z € R, onde
a, B € R sdo constantes. Como o grafico de f é uma recta de declive
a, o resultado do calculo da sua derivada nao é surpreendente:

fla+h) - f(a) ala+h) + B - (ca+B)

/ — 1- — 1- —
f'(a) = Jim, h Py h @

Por outras palavras, a derivada f’ é a funcao constante dada por
/() = a. Em particular, a derivada de f(z) = 2 é f'(z) = 1, e
a derivada de uma funcao constante é a funcao nula.

(2) Seja f : R — R a fungao seno, f(x) = sen(x), para qualquer = € R.
Sabemos da alinea g) do teorema 2.2.4 que

sen(z + h) — sen(z) = 2sen (h/2) cos (z + h/2) .
Temos portanto que

sen(z + h) — sen(x) 2sen(h/2) cos(x + h/2)

A h = h -
. sen(h/2)
= 1 —_— 2 — .
lim e cos(xz + h/2) = cos(z)

Usdmos na ultima igualdade o limite jd conhecido lim, .o *= = 1 e
o facto do coseno ser uma fungao continua. Concluimos assim que a
fungao seno é diferencidvel em R, e a sua derivada é a fungao coseno.

(3) O célculo da derivada do coseno é em tudo anélogo ao anterior. Recor-
damos que

cos(z + h) — cos(z) = —2sen(h/2)sen(z + h/2).

Temos portanto que

o cos(z + h) — cos(x) — lim 2sen(h/2)sen(x + h/2) _
h—0 h h—0 h
. sen(h/2)
= — 1 _ 2 == — .
Lim e sen(x + h/2) sen(x)

Torndmos a usar o limite lim, .o *2* = 1 e, desta vez, a continuidade

do seno. Concluimos que o coseno é diferenciavel em R, e a sua
derivada é o simétrico do seno.
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(4) Para diferenciar a fungao logaritmo, observamos que

lim log(z + h) — log(x) — lim log((x +h)/x)

h—0 h h—0 h
lim log(1 4+ h/x) — lim 1log(1+h/x) 1
h—0 h h—0 x h/x x

Usamos aqui o resultado ja conhecido lim,_.glog(l + y)/y = A

1.
derivada da fungao f(x) = log(x) é portanto dada por f'(x) =1/x.
(5) Para diferenciar a fungao exponencial, observamos que

_ erth e ) ex(eh -1) .- h_q
lim —— = lim = ¢e% lim
h—0 h h—0 h h—0

:eZB

Usamos aqui que lim,_g(e¥ — 1)/y = 1. A func@o exponencial tem
assim a muita especial propriedade de ser igual a sua prépria derivada,
ou seja, satisfazer a equacao diferencial f' = f.

(6) Para diferenciar uma poténcia, i.e., uma funcao da forma f(z) = 2™,
com n € N, podemos por exemplo usar a factorizacao que ja referimos,
da forma

n
" —a" = (x—a) Z a"kgk—t
k=1

xn . an n n
Obtemos lim ——— = lim an_kak_l = Z a" = na !
r—a T — Q r—a
k=1 k=1
Usamos aqui que lim,_o(e¥ — 1)/y = 1. A func@o exponencial tem
assim a muita especial propriedade de ser igual a sua prépria derivada,
ou seja, satisfazer a equacao diferencial f' = f.

Como a derivada de uma dada funcao f ¢ uma nova funcao f’, nada
nos impede de aplicar novamente a operacao de diferenciagao, para obter a
derivada de f’, que designamos por f” e dizemos ser a SEGUNDA DERIVADA
de f, e assim sucessivamente. Mais precisamente, a DERIVADA DE ORDEM
n da funcao f, ou n-ESIMA DERIVADA de f, define-se por recorréncia:

e Derivada de ordem 1, ou primeira derivada de f: é a funcio f) = f/,

acima definida,
e Derivada de ordem n + 1: é a funcao f(*t1) = (f(”))/,
Nesta notacdo, escrevemos ainda f(© = f.

Exemplo 3.1.6. Se f é a funcdo exponencial, entdo a derivada (™) existe
para qualquer n € N, e temos sempre que f (n) — f.
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E por vezes conveniente representar derivadas usando a chamada notac¢ao

de Leibniz:
df d

- = — /
Por exemplo, podemos escrever nesta notagao que:

(cx+f)=a (zcR); L senz =cosz (x € R)
G =a (x ; o Senz =cosz (z ;
d d
@xo‘:a:ﬂo‘_l (r € R, a € R); 5 COST = —senz (x € R);
d 1 d
%logx: - (xr € RT); %ex =e" (zeR);

Na notacao de Leibnitz, a derivada de ordem n da funcao f designa-se por
arf
dxn’

Tal como fizémos a propdsito da nocao de continuidade, é possivel consid-

erar o problema do cdlculo da derivada num dado ponto a tomando apenas
limites laterais especificos.

Definicao 3.1.7. Sejam f: D C R — R uma fungao e a € D um ponto do
seu dominio. Diremos que:

(i) f tem derivada lateral a direita em a se existir o limite

(ii) f tem derivada lateral a esquerda em a se existir o limite

o) 1 T@) @),

r—a~ Tr—a
Deve ser claro do correspondente resultado para limites em geral que

Teorema 3.1.8. Sejam f: D C R — R wma fung¢do e a € D wm ponto
do seu dominio. f € diferencidvel no ponto a se e sé se f tem derivadas
laterais iguais nesse ponto. Nesse caso, tem-se naturalmente que fl(a) =

f'(a) = fi(a).
Exemplo 3.1.9. A funcao mddulo, f: R — R definida por

—z, sex <0,

f(@) = |z| :{

T, se x > 0,

cujo grafico esta representado na Figura 3.2, tem derivadas laterais no ponto
zero mas nao ¢ diferenciavel nesse ponto.
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-2 -1 1 2

Figura 3.2: Gréfico da funcao mdédulo.

i) = tim LOTTO 220
a0y = i LEDZIOL gy 220y

Logo, f1(0) = =1 # 1 = f}(0) pelo que a fungao médulo nao é diferencidvel
no ponto zero.

E facil verificar que as fungoes diferencidveis sdo continuas:

Teorema 3.1.10. Se f : D C R — R € diferencidvel num ponto a € D
entao f € continua em a.

Dem. Considermos a fungao E : D\ {a} — R definida por
By - L@ = 1@

r—a

— f'(a).
Como f é por hipétese diferenciavel no ponto a € D, sabemos que

lim E(z) = 0.

r—a
Por outro lado,

Bla) 1) = 1@

Tr—a

= f'(a) & f(z) = f(a) + (x — a) f'(a) + 2E(z).
Segue-se imediatamente que

lim f(z) = f(a) + lim (z — a)f'(a) + lim E(z) = f(a)

r—a r—a Tr—a
pelo que f é continua em a € D. O

Note-se que a fungao médulo do Exemplo 3.1.9, que é continua no ponto
zero mas nao é diferencidvel nesse ponto, mostra que a continuidade nao
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implica em geral a diferenciabilidade. Por outro lado, o Teorema 3.1.10 é
equivalente a afirmar que

f nao é continua em a = f nao ¢é diferenciavel em a.

Por exemplo, a funcao de Heaviside nao é continua no ponto zero (Exem-
plo 2.8.6) pelo que também nao é diferencidvel nesse ponto.

Definigao 3.1.11. Seja f : I — R uma func¢ao definida no intervalo I =
|a, b]. Se existir a n-ésima derivada de f em todo o intervalo I, e fm. 1 R
for uma func@o continua, diremos que f € uma fungao de classe C™(I), ou
que f € C™(I). Diremos ainda que f é uma funcio de classe C°(I) se f for
continua em I, e que f é uma fungéo de classe C*°(I) se f € C™(I), Vn € N.

Observe-se a este respeito que se f(™) existe entéo todas as derivadas f(*¥)
até a ordem n sao continuas pelo teorema 3.1.10. Ilustramos estas nocgoes
com alguns exemplos simples:

Exemplos 3.1.12.

(1) Consideremos a funcao f : R — R definida por

f(.%'): 2

0, sex<O0;
xz°, sex >0.

Um calculo simples mostra que esta funcao é diferenciavel em todo o
R, com derivada dada por

f'(x):{o’ se x < 0;

2¢, sex > 0.

Esta derivada f’ é continua em todo o R. No entanto, f’ nao é difer-
encidvel em = = 0, porque f/(0) =0 # 2= f7(0), e

i) = {O, se x < 0;

2, sex>0.

Assim, temos que f € C1(R) mas f ¢ C?*(R).

(2) A fungao exponencial f: R — R, dada por f(z) =€, Vz € R, é uma
funcao de classe C*°(R). Para qualquer n € N, a n-ésima derivada de
f existe e é continua em todo o R:

f™ R >R, dada por f(")(x) =e, Ve eR.
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3.2 Regras de Derivacao

As seguintes regras de derivacao sao de utilizacao constante:

Teorema 3.2.1. Sejam f: Dy CR —R eg: Dy, CR — R fungoes difer-
encidveis num ponto a € Dy N D,. Seja ainda ¢ € R uma constante. Entao,
as fungoesc- f, ftg, f-ge f/g (segla) #0) também sao diferencidveis
no ponto a, sendo as suas derivadas dadas por:

(a) Soma/diferenca: (f +g)'(a) = f'(a) £ ¢ (a)

(b) Produto por constante: (cf)'(a) = cf'(a)

(¢) Produto: (f-g)(a) = f'(a)-g(a)+ f(a)-¢'(a) (Regra de Leibniz)

o (Y (o — 4@ g(a) — f(a) - g'(a)
(d) Quociente: <g> (a) @)

Nota 3.2.2. As duas primeiras regras algébricas de derivacdo enunciadas
neste teorema, dizem-nos que a derivacao é uma operagao linear.

Dem. Provamos apenas a Regra de Leibniz, notando que (f - g)'(a) é dado
por:

i L@+ h) - gla+h) = f(a) - g(a) _
h—0 h

o Flath) glat+h) = fla) gla+th)+ fla) gla+h) - fla) gla) _
h—0 h

}llli% (g(a+h) . (f(a"i‘};L) _f(a) +f(a)- g(a—l—hf)b—g(a))
gla+h) —gla)

(f(a+h) - /(@) | .
I +fla)- fim I -

fm o 1) i
ga) - f'(a) + f(a) - 4'(a),

onde na ultima igualdade se usou o facto de f e g serem diferencidveis em
a, bem como o facto de g ser também continua em a (Teorema 3.1.10). O

Exemplos 3.2.3. Podemos aproveitar estes resultados para diferenciar out-
ras fungoes trigonométricas.

(1) Como tanx = senz/ cosz, e as fungoes sen e coseno sao diferencidveis
em R, a funcao tan é diferenciavel no seu dominio, e

. / o . / 2 o 2
(tan )’ = (sen z)" cos x — sen z(cos x) _cosTztsentx oo
cos? x cos? x

(2) Pela mesma razao, a secante é diferencidvel no seu dominio, e

COS T ! sen T
( )
— = —tanxsecx

secx) = — -
( ) cos? x cos? x
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3)

Para diferenciar as funcoes hiperbdlicas, notamos primeiro que

(e—x)/ — (1/690)/ _ _:Tg; — @

Segue-se que

— ¢ ) = c e’ cosh(z)(cf. Exemplo 2.2.11).

(senh(z))’ = ( -

Temos analogamente que

e’ +e*

(cosh(z))’ = (“—

) = = senh(z).

Note-se que as funcoes sen e cos satisfazem a equacao diferencial f” =
—f, e as funcoes senh e cosh satisfazem a equacao f” = f.

A diferenciacao de polindmios é imediata:
n n
f(z) = chxk = f'(z) = chkzazk‘*l
k=0 k=1

E interessante notar também que neste caso

co = f(0),e1 = f'(0),2¢5 = f”(0), em geral, klej, = f#)(0)

Derivada de qualquer logaritmo: Se a > 0 e a # 1, a inversa da fungao
F(z) = a” é a fungdo LOGARITMO DE BASE a, designada log,. Como

y=log,(z) &z =a’ &z = V1 & ylog(a) = log(x)

Para calcular a derivada de h(z) = log,(x) = log(z)/log(a), onde
supomos z > 0, notamos que

1
xlog(a)

W (z) = (log(x))'/ log(a) =

Continuamos com o nosso estudo de técnicas para o cdlculo de derivadas,
estudando a diferenciacao de uma funcao composta, a que corresponde uma
regra de derivacao que se diz frequentemente “regra da cadeia”.
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3.3 Derivada de Fungoes Compostas

Teorema 3.3.1 (Regra da Cadeia). Sejam g : Dy C R — R uma func¢do
diferencidvel num ponto a € Dy e f : Dy C R — R uma fungdo diferencidvel
no ponto b = g(a) € Dy¢. Entao, a funcio composta (f o g) € diferencidvel
no ponto a € Dyoq €

(fog)(a)=f'(b)-g'(a) = f'(g(a)) - ¢ (a).

Dem. Vamos assumir que existe 0 > 0 tal que, para qualquer h € |—4, §[ com

(a+h) € Dy, tem-se g(a + h) # g(a). Caso contrario, prova-se facilmente

que ¢'(a) =0 = (fog)'(a) (exercicio), o que confirma a validade do teorema.
Por definigao, a derivada (f o g)’(a) é dada por:

lim S o9 a+h) = (fog)la) _ . [flglath)) —flg(a))

h—0 h h—0 h

Como g(a + h) — g(a) # 0, este tltimo limite é também
L (flgla+ ) = f(g(a) - (g(a+h) — g(a))

h—0 h-(g(a+h) —g(a))
i J 9@+ ) = flg(a)) . gla+h)—g(a)
h—0  gla+h)—g(a) h—0 h

Como g ¢é por hipétese diferencidavel em a, temos que

o 9(a+h) = g(a)
h—0 h

=g'(a).

Por outro lado, considerando a mudanga de varidvel y = g(a + h), em que
h— 0=y — g(a) = b (porque, pelo Teorema 3.1.10, g é continua em a), e
usando o Teorema 2.5.6 referente ao limite de uma fungao composta, temos
também que

li @+ 1) = flgla)) _ . Fly) = f(b)
h—0  gla+h)—g(a) y—b  y—b

= f'(b),

onde se usou, na ultima igualdade, o facto de f ser por hipotese diferenciavel
no ponto b = g(a).
Podemos entao concluir que:

iy flgla+h)) — flgla)) . gla+h)—g(a)
(Fog)la) = pm gla+h)—gla) pm h

= f'(b) - g'(a) = f'(g(a)) - ¢'(a).

Exemplos 3.3.2.
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(1)

Para calcular a derivada de h(z) = sen®(z), escrevemos

h(z) = f(g(x)), onde f(z) = 2" e g(z) = sen(z)

Como f'(z) = 5z* e ¢'(x) = cos(x) temos entdo:
W) = F(g(2))g (@) = 5g(x)" cos(z) = 5 sen’ (z) cos().
Para calcular a derivada de h(x) = log(cos(x)), escrevemos

h(z) = f(g(x)), onde f(z) =log(z) e g(z) = cos(x)

Como f'(z) =1/x e ¢'(x) = —sen(x) temos entao:
1) = £ o))y (a) = ~Som ) =~ tan(a).

Para calcular a derivada de h(z) = 612, €sCcrevemos
h(z) = f(g(z)), onde f(z) = ¢ e g(x) = 2?
Como f'(z) = f(x) = e” e ¢'(x) = 2z temos entao:

W (@) = f(9(2))g (x) = €92z = " 2z.

Derivada de qualquer exponencial: Para calcular a derivada de h(z) =

a®, onde supomos a > 0, recordamos que a® = e*108(@) je_
W) = f(g(x)), onde f(z) = e” e g(x) = xlog(a)
Como f'(z) = f(z) = e” e ¢'(x) = log(a) temos entao:
W (@) = f'(9(2))g () = /@) log(a) = e***(? log(a) = a” log(a).

Derivada de qualquer poténcia: Para calcular a derivada de h(x) = 22,

onde supomos = > 0, recordamos que z% = ¢®1°8(®) je
h(z) = f(g(x)), onde f(z) = e ¢ g(z) = alog(z)
Como f'(z) = f(z) = €* e ¢'(x) = a/x temos entao:
W(x) = f'(g(2))d () = 9 Paja = 8@/ = 1% )2 = ax®L.

Quando o expoente a do exemplo anterior é um numero natural ou
um inteiro negativo, a restricao x > 0 é supérflual Na realidade, a
funcao dada por h(z) = 2™ estd definida em R se n € N e em R\ {0}
se —n € N, e em ambos os casos temos h/(x) = nz" 1.
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(6) A notagao de Leibnitz é particularmente adaptada a cédlculos desta
natureza. Notamos primeiro que quando escrevemos, e.g., y = f(x), é
comum representar a derivada f’ por %. Por exemplo, para diferenciar
y = sen(x? + 1), é comum organizar os calculos como se segue:

dy  dydu

y=sen(u),u=x>+1e T dude cos(u)(2x) = 2z cos(x? + 1)
x udx

Claro que cometemos aqui diversos abusos da notagao (por exem-
plo, “y” representa a funcdo f(z) = sen(z) ou a funcio f(z) =
sen(z2 4+ 1)?), mas efectivamente esta é uma maneira muito eficiente
de proceder, sobretudo quando a “cadeia” de funcoes tem multiplos

“elos”.

(7) Para diferenciar f(x) = sen(log(cos(z))), escrevemos:

y = sen(u),u = log(v),v = cos(z) e j—i = Z—z%g—z donde
dy du 1 dv
s cos(u), oA —sen(z) =
dy  cos(u)sen(z)  cos(log(v))sen(z)  cos(log(cos(z)))sen(z)
dr v B cos(x) B cos(z)

Vimos no Capitulo anterior que se f é uma fungao continua injectiva num
dado intervalo I, a sua inversa definida no intervalo J = f(I) é igualmente
uma funcao continua. O préximo teorema mostra que se f é diferenciavel e
tem derivada diferente de zero entdo a inversa f~! é também diferencidvel,
e apresenta uma férmula para o clculo da derivada de f~!. Deve notar-se a
este respeito que a férmula em causa mais uma vez reflecte apenas a simetria
do grafico destas funcgoes em relacao a recta y = x.

Teorema 3.3.3. Seja f : I — R wuma funcdo continua e injectiva num
intervalo I, e seja f~1: f(I) — I a sua inversa. Se f € diferencidvel num
ponto a € I e f'(a) # 0, entdo f~1 € diferencidvel no ponto b= f(a) e

1 1

—1\/ o o
UV ® =56 = 7wy

Dem. Sabemos que
f) = fla)
1 _—_— =
tl—{% t—a Ja)
Fazemos a mudanca de varidveis t = f~!(z), onde a = f~!(b), e recordamos
que f~1 é continua, e f~(z) — a quando x — b = f(a), para concluir que

)@ ab
alcli%) f—l(:c) a _alc—>b f_l(:c) —f_l(b) = f'(a)
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Como f'(a) # 0, segue-se que

(71 0) = Jim =T =

O

Exemplos 3.3.4. Usamos o resultado anterior para diferenciar mais um
conjunto importante de fungoes.

(1) Derivada de arcsen: Neste caso, f~! = arcsen : [~1,1] — [~7/2,7/2],
e a derivada de f = sen sé se anula no intervalo [—7/2, 7/2] nos pontos
a = £7/2, que correspondem a b = +1. Portanto a fungao arcsen é

diferencidvel em | — 1, 1[, e temos
1 1 1
(arcsen)’(z) = = =

f'(f~Y(z)) cos(arcsen(z)) 1 — a2

Para calcular cos(arcsen(z)), basta notar que, com 6 = arcsen(x),

sen(f) =z = cos’(0) =1 —sen?(0) = 1 — 22 = cos(f) = /1 — 22,
Como —7/2 < 0 < /2, segue-se que cos(f) > 0, e portanto

cos(arcsen(z)) = cos(f) = /1 — 22.

(2) Derivada de arctan: Neste caso, f~! = arctan : R —] — 7/2,7/2[, e a
derivada de f = tan, que é sec? = 1/ cos?, nunca se anula no intervalo

| — 7/2,7/2[. Portanto a fungao arctan é diferencidvel em R, e temos
(arctan)’(z) = . cos?(arctan(zx)) = b
1422

f(F= )

Para calcular cos?(arctan(x)), basta notar que, com 6 = arctan(z),

2 2
sen”(0) 9 5 1 —cos*(0) 9 1 9
=t )= ———— =" —— =1 .
cos?(0) an’(9) =« cos?(0) * cos?(0) e
(3) Derivada de arccos: Neste caso, f~! = arccos : [~1,1] — [0,7], e a
derivada de f = cos, que é f' = —sen, s6 se anula no intervalo [0, 7]
nos pontos ¢ = 0 e a = 7, que correspondem a b = +1. Portanto a
funcao arccos é diferencidvel em | — 1, 1], e temos
1 1 1
(arccos)'(z) = = - _

f/(f~Y(z))  sen(arccos(x)) N

Para calcular sen(arccos(z)), tomamos 6 = arccos(x), donde
cos(f) = x = sen?(f) = 1 — sen?(0) = sen(f) = +/1 — 22,
Como 0 < 0 < 7, segue-se que sen(f) > 0, e portanto

sen(arccos(x)) = V1 — 2.
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(4) Derivada da raiz-n: Neste caso, f é dada por f(z) = 2", comn € N, e
fY(x) = Y/x. Se n é fmpar podemos tomar I =R e f,f~1 : R — R,
mas se n é par temos que restringir f a I = [0,00[, e f, f~1: [0, co[—
[0,00[. A derivada de f é dada por f'(z) = nz"" !, e s6 se anula
em a = 0, que corresponde a b = 0. Portanto a funcao inversa é
diferencidvel em I \ {0}, e temos

1 1 1 n1 1 1
() ()t n
Esta é a usual regra para a derivagao de poténcias, para expoentes da
forma 1/n. Combinando esta regra com a da diferenciacao da funcao
composta, podemos mostrar que a regra da diferenciacao de poténcias

é valida para qualquer expoente racional, sem invocar quaisquer pro-
priedades das funcoes exponencial e logaritmica.

(5) Derivadas das fungoes hiperbdlicas inversas: Deixamos como exercicio
verificar que as derivadas das fungoes argsenh e argcosh sao dadas por:

1 d 1
iz argsenh(z) = T—l—l e Ir argcosh(z) = ﬁ

3.4 Os Teoremas de Rolle, Lagrange e Cauchy

Uma das aplicagoes mais relevantes do célculo de derivadas é a determinacao
de extremos locais de uma funcao dada, e comegamos por recordar definigoes
e resultados bésicos associados a esta ideia.

Definigao 3.4.1. Seja f : D C R — R uma fungdo e ¢ € D um ponto do
seu dominio. Entao

(a) f tem um MAXIMO LOCAL EM c se e s6 se existe § > 0 tal que f(x) <
f(c) para qualquer x € Vs(c) N D.

(b) f tem um MINIMO LOCAL EM c se e sé se existe § > 0 tal que f(z) >
f(c) para qualquer x € Vs(c) N D.

Dizemos também que f tem um EXTREMO LOCAL EM c se e sO se f tem um
maximo ou minimo locais em ¢ € D.

Note-se que o méximo e minimo de f em D, se existirem, sdo obvia-
mente extremos locais, mas dizem-se usualmente os extremos GLOBAIS, ou
ABSOLUTOS, de f no dominio D.

De um ponto de vista intuitivo, é claro que a recta tangente ao grafico
de uma fungdo num ponto de extremo local é necessariamente horizontal,
desde que exista, ou seja, desde que a funcao em causa seja diferenciavel no
extremo local. B este o contetido do proximo teorema.
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Teorema 3.4.2. Seja f uma funcgao definida num intervalo aberto I = |a, b|.
Se [ tem um extremo local num ponto c € I e f € diferencidvel nesse ponto
¢, entdao f'(c) = 0.

Dem. Supomos que f tem um méximo local no ponto ¢ € I = Ja,b] (a
demonstragao ¢ inteiramente andloga para o caso do minimo local). Sabemos
entao que existe § > 0 tal que

flx) < fle)e f(x)— fle) <0, Vz e Vs(c) =]c—0,c+ 9] .
Se ¢ —d <z < ¢, temos entao f(z) — f(c) <0exz—c<0, donde

f(x)_f(C)Zoef/(C): lim f(.%')—f(C)>

xr—c T—c— xr—cC -

0.

Analogamente, se ¢ < z < ¢+ 6, entao f(z) — f(c¢) <0exz —c >0, donde

Como f é por hipétese diferencidvel no ponto ¢, podemos concluir que

0 < fele) = f'(e) = fale) <0, ou seja, f'(c) =0.
O

Um ponto ¢ onde f’(¢) = 0 chama-se um PONTO CRITICO de f. Como
acabamos de provar, um extremo local de uma func¢ao definida num intervalo
aberto é um ponto critico, se ocorre num ponto onde a funcao € diferencidvel,
mas ¢é facil dar exemplos de pontos criticos que nao sao extremos locais. Deve
ser também claro que os extremos podem ocorrer em pontos onde a funcao
nao é diferenciavel, e que por isso nao sao pontos criticos. Mais precisamente,
e se f estd definida num intervalo fechado [a,b] e tem um extremo local em
x = ¢, entao uma das seguintes alternativas é necessariamente verdade:

1. a <c<be f'(c) nao existe, ou
2.a<c<be f'(¢c)=0,o0u
3.c=aouc=b
Exemplos 3.4.3.
(1) A funcdo polinomial f : R — R dada por f(z) = 23, cujo grafico
estd representado na Figura 3.3, é diferencidvel e tem derivada nula

no ponto zero, ou seja, 0 é ponto critico de f, mas f nao tem um
extremo local nesse ponto.
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-1 1

-2

Figura 3.3: Grafico da funcao dada por f(z) = 3.

(2) A fungao mddulo g : [-1,2] — R dada por g(x) = |z| tem minimo
(absoluto) no ponto zero (onde nao é diferenciavel). Tem um maximo
local em x = —1 e maximo absoluto em z = 2. Nenhum dos seus
extremos ocorre em pontos criticos.

(3) Se f:[a,b] — R é uma fungao continua entao pelo Teorema de Weier-
strass sabemos que f tem méximo e minimo em I = [a,b]. Claro que
0 maximo e o minimo sao em particular extremos locais, e portanto as
observagoes 1 a 3 aplicam-se aos pontos onde ocorrem. A titulo de ilus-
tracdo, seja f : [~1,2] — R a funcio f(z) = 2 — z. Esta fungio tem
derivada f’(z) = 322 — 1 para todo o x € [~1,2]. Portanto, o méximo
e o minimo s6 podem ocorrer em pontos criticos (onde f'(x) = 0), ou
nos extremos x = —1 ou & = 2, porque nao existem pontos do primeiro
tipo a considerar. Como

1 1
—, etemos £ —=¢€|-1,2
\/g? \/g ] ) [ )
0 méximo e o minimo de f no intervalo [—1,2] ocorrem certamente
num dos pontos —1, i%, 2, e observamos que

fllz)=0 & 322 —1=0 & z=

1 2 1 2
):_ﬁ7 f(_%):%7

Concluimos que o maximo de f é f(2) = 6 e o minimo é f(%) = —%.

F=1) =0, f@2)=6.

Conforme observamos no iltimo exemplo, o Teorema de Weierstrass
garante a existéncia de maximo e minimo globais de uma funcao continua
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num intervalo limitado e fechado. Se a funcao for além disso diferenciavel,
e garantirmos que o maximo e o minimo nao podem ocorrer apenas nos ex-
tremos do intervalo, podemos concluir que a derivada se anula pelo menos
uma vez no intervalo em questao. O Teorema de Rolle formaliza esta ideia,
que a figura 3.4 ilustra: se f(a) = f(b), entao existe pelo menos um ponto
entre a e b onde o grdfico de f tem uma tangente horizontal.

Figura 3.4: Interpretacao geométrica do Teorema de Rolle.

Teorema 3.4.4. (Teorema de Rolle) Seja f uma funcao definida e continua
num intervalo limitado e fechado [a,b], e diferencidvel em la,b|. Se f(a) =
f(b) entao existe a < ¢ < b tal que f'(c) = 0.

Demonstragao. Como f estd nas condigoes do Teorema 2.9.9 - Weierstrass,
sabemos que f tem méximo e minimo em [a, b]:

M = max e m=—min/f.
[a,b] ! [a,b] !

Se M = m, entao f é uma funcdo constante em [a, b] pelo que
f'(c)=0, Ve e€la,b.

Se M > m, entao a hipétese f(a) = f(b) implica que pelo menos um dos
valores M ou m seja assumido por f num ponto ¢ € |a,b[. Temos entao
que f tem um extremo nesse ponto ¢. Como f é por hipdtese diferenciavel,
podemos usar o Teorema 3.4.2 para concluir que entdao f/(c) = 0. U

O Teorema de Rolle especializa-se por vezes ao caso em que f(a) =
f(b) =0, de que resulta a seguinte observacao:

Corolario 3.4.5. Entre dois zeros de uma funcao diferencidvel, existe sem-
pre pelo menos um zero da sua derivada

Demonstragdo. Basta aplicar o Teorema 3.4.4 a uma funcao f, continua em
[a,b] e diferencidvel em |a, b, tal que f(a) =0 = f(b). O

E dificil subestimar a relevancia do Teorema de Lagrange para o Calculo,
porque é efectivamente um dos seus resultados mais centrais. No entanto, é
apenas uma engenhosa adaptacao do teorema de Rolle, que resulta de elim-
inar a suposicao f(a) = f(b). O Teorema garante que existe uma tangente
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ao grafico num ponto intermédio ¢, com a < ¢ < b, que é paralela a corda
que passa pelos pontos (a, f(a)) e (b, f(b)), tal como ilustrado na figura 3.5.
Note-se que o Teorema de Rolle é o caso especial do Teorema de Lagrange
quando f(a) = f(b), quando a referida corda é evidentemente horizontal, e
portanto a tangente em causa tem declive nulo.

7
’

Figura 3.5: Interpretacao geométrica do Teorema de Lagrange.

Teorema 3.4.6. (Teorema de Lagrange) Seja f wma funcdo definida e
continua num intervalo limitado e fechado [a,b], e diferencidvel em la,bl.
Entao, existe pelo menos um ponto ¢ € la,b] tal que

o= 10 =S@)
Dem. Tomamos
A= f(bl)) : g(a) eg(x)=f(x)— I\

Temos assim que

9(b) = g(a) = f(b) = Ab = (f(a) — Aa) = f(b) — f(a) = A(b—a) =0

Notamos que ¢'(z) = f/(x) — A, e aplicamos o Teorema de Rolle & fungao g,
que satisfaz g(b) = g(a), para concluir que existe ¢ € |a, b[ tal que

f0) ~ fa)

g (c) =0, ou seja, f'(c) — A =0, donde f'(c) =\ = —

O

O Teorema de Cauchy é mais um resultado analogo aos Teoremas de
Rolle e de Lagrange.
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Teorema 3.4.7 (Teorema de Cauchy). Sejam f e g funcéoes definidas e
continuas num intervalo limitado e fechado [a,b], e diferencidveis em la,b|.
Entao, se ¢'(x) # 0 para x €]a,b[, existe pelo menos um ponto ¢ € la,b| tal

que
f'e) _ f(b) = f(a)
gc)  g(b) —gla)

/

Dem. Notamos que g(b) # g(a), porque ¢'(x) # 0, e escrevemos

N B0
9(b) ~ gla)’

Definimos ¢ : [a,b] — R por ¢(z) = f(x) — Ag(x), donde
p(b) —p(a) = f(b) — f(a) = A(g(b) — g(a)) = 0.

Como ¢ é continua em [a,b] e diferencidvel em |a,b], podemos aplicar o
Teorema de Rolle para concluir que existe ¢ € Ja, b tal que ¢/'(c) = 0, e
notamos que

¢'(c)=0% f'(c) — A (c) =0«

Repare-se que o Teorema de Cauchy é uma generalizagao do Teorema de
Lagrange, porque se reduz a este tltimo quando g(x) = z. Por outro lado,
e tal como o Teorema de Lagrange, é um coroldrio directo do Teorema de
Rolle.

O Teorema de Cauchy é particularmente 1itil para o calculo de limites que
conduzem a indeterminagoes. O préximo teorema, dito a “regra de Cauchy”,
contempla exactamente indeterminagoes dos tipos “0/0” ou “co/00”.

Teorema 3.4.8. (Regra de Cauchy, 1* versao) Sejam f e g funcoes definidas
e diferencidveis num intervalo aberto |a,bl. Se ¢'(z) # 0 para x € ]a, b|, e os
limites lim,_,,+ f(z) e lim,_ .+ g(x) sao ambos nulos, ou ambos infinitos,

entao,
10 N 1Co N 1 )

= s existe em R.
x—a™t g(l’) z—at g/(.%') z—at g,(l')

Demonstragao. Consideramos primeiro o caso em que lim,_,,+ f(z) =0 =
lim, .+ g(x). Prolongamos f e g por continuidade ao ponto a € R, fazendo
f(a) =0 = g(a), e usamos o Teorema de Cauchy para concluir que, para
cada z € Ja, b, existe um & € Ja, z[, que depende de z, tal que
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Jr

) o f@) L ()

, concluimos que lim ——= = lim ——=.
a—at g(x)  e—at g'(£)

O caso em que lim,_,,+ f(z) = £oo = lim,_,,+ g(z) tem uma demonstragao

tecnicamente mais delicada, que apenas esbocamos aqui. Dados z,y €]a, ],

onde supomos x < y, observamos do teorema de Cauchy que

Existe £ € |x,y[, que depende de x e y, tal que 1@~ f) = ()

g(x) —gly) g€

Comoz —at =¢—a

E f4cil verificar que, como f e g tém limite infinito, e sendo y fixo,

. 1—gy)/g(x)
W T ) @)

Por outro lado, é também fécil verificar que

o(z) = fl@)  f@) - 1-9@)/gx) () 1 —gy)/g)
glx)  gl@) —g(y) 1= fy)/f(x) g€ (1= fy)/f(x))
Supomos que f'(z)/¢'(x) — L. Dado € > 0, temos que mostrar que existe
0>0tal quea <z <a+d=q(x) € V.(L). Procedemos como se segue:

J'(€)
q'(6)

=1.

e Fixamos y > a tal que, para a < £ < y, temos

€ Vjo(L).

e Determinamos ¢ > 0 tal que

g’/gg € VepalL) e L swfst) Ve (1) = q(x) € Ve(L).

e De acordo com (1), existe § > 0 tal que

—9(y)/9(x))
/

(1
a<zr<a+d<y=

f(z)

e Concluimos que a < x < a + 9§ = ——= € V,(L).

g9(z)
0

Nao demonstramos as versoes deste teorema para limites © — —oo (0
caso anterior com a = —00),  — b~, e x — 400. As demonstragoes respec-
tivas reduzem-se alids com muita facilidade aos casos demonstrados acima,
usando por exemplo mudancas de variaveis apropriadas. Os correspondentes
resultados serdo usados neste texto sem mais comentdrios. E também til
enunciar uma versao da regra de Cauchy aplicavel a limites do tipo z — a,
que mais uma vez resulta de uma adaptacao directa do resultado anterior.
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Coroldrio 3.4.9. (Regra de Cauchy - 2% versao) Seja I um intervalo aberto
ea € 1. Se f e g sao fungoes definidas e diferencidveis em J = I\ {a},
com ¢ (x) # 0 para x € J, e os limites lim, ., f(z) € lim,_, g(x) sdo ambos
nulos, ou ambos infinitos, entao,

f@) o f@) e @)

lim ——= = se lim

z—a g(z) z—a g(v)’ =2 g () existe em R.

Apresentamos a seguir alguns exemplos que ilustram a aplicacao da regra
de Cauchy ao levantamento de indeterminacoes de multiplos tipos.

Exemplos 3.4.10.

. sen(x) . cos(z) B
) iy 5 = iy 5 =)< 1
2) lim 1- C(;s(x) ~ lim sen(x) 1 ) sen(x) _ 1 1= 1
z—0 X z—0 2T 2 z—0 x 2 2
: _log(z) . 1 :
3) 1 -1 =1 =1 T — lim (—z) =0
()l v losle) = g, =1 = I = = )
1
(4) lim L= lim — =0
x—+4o0 ¥ x—+o0 e’
n
(5) Por indugao, e usando o resultado anterior, temos lim — =0
z——+oo er
(6) Para calcular lim z5(®) = lim @198 basta-nos determinar
z—0t z—0t
. ) log(z)
Jim, sen(z)log(z) = lim 37005

Esta é uma indeterminacao do tipo oco/co, e portanto aplicamos a
regra de Cauchy:

1 sen2
log(x) — lim = _ iy Sem () _
z—0t 1/sen(x)  z—ot _ cos@) 2—0+ T - cos(z)
sen?(x)
—  lim sen(z) sen(z) _ 0_ 0
z—0t T cos(z) 1

Temos assim que

lim xsen(x) — lim esen(:r) log(z) — 60 -1.
r—0t r—0t
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(7) Para calcular lir% (cos(z))" @* = lin% elos(cos(@)/=* tamos a determinar
Tr— xr—

lim log(cos(x))

z—0 x2 ’

que é uma indeterminacao do tipo 0/0:

— sen(x)
hmwz lim —<25(®) :—llim sen(:c). 1 :_1.1._ S
z—0 22 x—0 2x 2 z—0 X COS(CC)

Temos assim que

lim (cos(z))/=* = lim elosteos@)/a? _ -1/ _ 1

z—0 z—0 % '

(8) E importante entender que existem com frequéncia multiplas maneiras
de aplicar a regra de Cauchy ao calculo de limites, e que nem todas
sao igualmente eficientes. Por exemplo, para calcular

_1
lim € ,
z—0t @

existem pelo menos duas alternativas:

(a) Notamos que se trata de uma indeterminacao do tipo 0/0, e apli-
camos a regra de Cauchy, na forma

1

— 1 _1 1
. € = . =z e =

lim — = lim £ 5

rz—0t X z—0t 1 rz—0t+ X

E evidente que esta aplicagao da regra de Cauchy nao conduz a
qualquer conclusao util.

_1 1
e p . o
(b) Observamos que = —%-, o que conduz a uma indeterminacao
z I
€z
do tipo oo /o0:
-1 1 1
. e ® - . —2 S S
lim = lim % = lim —F— = lim ez =e © =0.
rz—0t X z—0t g3 r—0t _LQ .ex z—0+
T

3.5 Extremos e Concavidade

O teorema de Lagrange permite identificar intervalos onde a funcao f é
mondtona, pela determinacao do sinal algébrico de f’, tal como descrevemos
a seguir. Este estudo permite igualmente classificar os pontos criticos de f,
ou seja, distinguir os que sao maximos locais dos que sao minimos locais e
dos que nao sao extremos.
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Corolario 3.5.1. Se f € continua em [a,b] e diferencidvel em |a,b|, entdo:
(a) f'(x)=0,Vz€la,bl= f € constante em [a,b];
(b) f'(x) >0,Vx€la,bl = f € estritamente crescente em [a,b];
(c) f'(x) <0,V €la,bl= [ € estritamente decrescente em [a,b].

Demonstragao. Sejam x1,z9 € [a,b] com x1 < x3. Pelo Teorema de La-
grange, existe ¢ € |zq, zo[ tal que

f(z1) = f(x2)

file) = = f(22) — f(z1) = f'(c)(x2 — 21)
Tr1 — T2
constante, se [/ =0;
Logo, a funcao f é < crescente, se f' > 0;

decrescente, se f’ < 0.

O

Exemplo 3.5.2. Consideremos a funcao f : [—1,2] — R definida por f(z) =

23 — 2 que j4 referimos no Exemplo 3.4.3.3. Vimos entdo que f’(z) = 322 —1

tem dois zeros (que s@o os pontos criticos de f) em z = i%. Temos:

o fl(x)>0em|—1, —%)[, logo f é crescente em [—1, —%)];
e f'(z)<0em|— %, %[, logo f é decrescente em [—%, %],
e f/(x)>0em ]%,2[, logo f é crescente em [%,2];
E claro que r = —% é um méximo local e z = % é um minimo local de f.

O corolario 3.5.1 supoe a existéncia da derivada f’ em todo o intervalo
Ja,b]. O préximo teorema é um resultado mais fraco, mas interessante, que
requer apenas a existéncia de f’ num dado ponto ¢. Compara f(z) com f(c)
numa vizinhanca de c.

Teorema 3.5.3. Se f estd definida num intervalo aberto I, ¢ € I, e f'(c)
existe, entao:

(a) Se f'(c) >0 existe 6 > 0 tal que

c—d<z<c=fr)< fle),ec<z<c+d= f(c) < f(x)

(b) Se f'(c) <0 existe 6 > 0 tal que

c—d<zx<c= f(z)> flc),ec<z<c+d= f(c)> f(x)
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Demonstragao. Consideramos apenas o caso f’(¢) > 0. Temos entao que:

T—c T —cC
E claro que existe & > 0 tal que
f(@) — fle)

r#cec—d<zr<c+0=— > 0.

r—c
Se x < ¢ temos entdo x —c < 0e f(x) — f(c) <0esex > ctemos z—c>0

e f(z)— f(e) > 0. O

E um pouco mais dificil mostrar que, nas condi¢oes do teorema 3.5.3, ndo
podemos garantir que a funcao f ¢é estritamente mondétona numa vizinhanca
de ¢, uma observagao que esclareceremos mais adiante, no exemplo 3.6.2.3.
Aplicamos o teorema anterior com frequéncia na seguinte forma simplificada:

Corolario 3.5.4. Se f estd definida num intervalo aberto I, c € I, f(c) =0
e f'(c) # 0, entao existe uma vizinhanga Vs(c) onde o sinal algébrico de f
muda precisamente no ponto c.

Demonstragao. Supondo que f’(¢) > 0, temos do teorema anterior que
f(z) <O0quandoc—d <z <ce f(x) >0 quando c < x < ¢+ 9. O

Se f é duas vezes diferenciavel, o sinal da sua segunda derivada permite
determinar a concavidade do grafico da funcao, o que ajuda a esbocar o
grafico de f e a classificar os seus pontos criticos.

A

Figura 3.6: Funcao convexa (a esquerda) e concava (a direita).

Definicao 3.5.5. Seja f : |a,b] — R uma funcao diferencidvel num ponto
¢ € ]a,b[. Dizemos que

(a) f é CONVEXA em ¢, ou f tem a CONCAVIDADE VOLTADA PARA CIMA
em ¢, se o grafico de f estiver localmente (i.e. numa vizinhanga de c)
por cima da recta tangente ao grafico de f no ponto c. Ou seja, f é
convexa em c se existir > 0 tal que

f(x)— f(c) > f'(c) - (x — ¢) para todo o z € Jc — §,c + 0]
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(b) f é CONCAVA em ¢, ou f tem a CONCAVIDADE VOLTADA PARA BAIXO
em ¢, se o grafico de f estiver localmente (i.e. numa vizinhanga de c)
por baizo da recta tangente ao grafico de f no ponto ¢. Ou seja, f é
concava em c se existir § > 0 tal que

f(x) = f(e) < f'(c) - (x —¢) para todo o x € Jc — 6, ¢ + ¢
(¢) f tem um PONTO DE INFLEXAO em c se existir § > 0 tal que f é
convexa num dos intervalos ¢ — 4, ¢[ ou J¢, ¢ + d] e concava no outro.

Teorema 3.5.6. Seja f diferencidvel em |a,b]), ¢ € ]a,b] e suponha-se que
1" (c) existe. Entao:

(a) f"(c) > 0= f é convexa em c;
(b) f"(c) <0= f é concava em c;
Demonstragao. Consideramos a fungao auxiliar g : a,b[ — R, definida por
9(x) = (f(z) = () = f(0)- (w—¢), Vz €]a,b] .

Tendo em conta a Defini¢ao 3.5.5, temos que estudar o sinal desta fungao
auxiliar ¢ numa vizinhanca de ¢ € ]a, b[. Provamos apenas o caso (a), dado
que o caso (b) é inteiramente andlogo. Observamos primeiro que ¢'(z) =

f'(x) = f'(c) e g"(c) = f"(c), donde
ge) =4¢'(¢c)=0¢g"(c) >0.

Pelo corolério 3.5.4 aplicado & derivada ¢’, podemos entao concluir que existe
6 > 0 tal que:

c—d<z<c=g(@)<0ec<z<c+d=g'(x) >0
Pelo teorema 3.5.1, temos entao que
g € crescente em |c — ¢, c| e decrescente em [c, ¢ + J].

Como g(c) = 0, é agora ébvio que g(z) < 0 para qualquer x €|c — 0, ¢ + ¢,
ou seja, o grafico de f estd sob a tangente, e a sua concavidade estd por isso
para baixo. O

Note-se como 6bvio que se f” existe numa vizinhanca de ¢ e muda de
sinal em ¢ entdo ¢ é um ponto de inflexao de f e um extremo local de f’.

O resultado anterior mostra igualmente que quando ¢ é um ponto critico
de f e f"(¢) # 0, a natureza do ponto critico depende apenas do sinal
algébrico de f"(c):

Teorema 3.5.7. Se f € diferencidvel no intervalo I =|a,b[, ¢ € I é um
ponto critico de f e f"(c) existe entdo
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(a) Se f"(¢) >0, a fungdao f tem um minimo local em c;
(b) Se f"(c) <0, a fung¢io f tem um mdzimo local em c.

Demonstragao. (a) Pelo teorema anterior, e sendo r a recta tangente ao
grafico de f no ponto ¢, existe uma vizinhanga V' =|c — ¢,c¢ + €[ de ¢ onde
o grafico de f estd sob a recta r. Como a recta é horizontal, é 6bvio que
f(2) < f(e) em V.

O caso (b) é exactamento anélogo a (a). O

Exemplos 3.5.8.

(1) Voltamos ao exemplo f(x) = 2®—x que j& consideramos anteriormente.

Os pontos criticos de f sao x = i%. Como f"(x) = 6z, temos que:

1 1
f'(———=)<0e f"(—) > 0.
(~5) <0e (%)
logo =z = —% ¢ um maximo local e x = % ¢ um minimo local.
Esta mesma informagao tinha sido obtida anteriormente analisando
directamente o sinal da primeira derivada.

(2) Sabendo apenas que f”(¢) = 0 nada podemos concluir sobre a natureza
do ponto critico ¢. Por exemplo, qualquer uma das fungoes u(z) = 23,
v(zr) = 2* e w(x) = —2* tem um ponto critico em x = 0, e u”(0) =
v”(0) = w”(0). Deve ser ébvio que u nao tem extremo em 0, v tem
minimo, e w tem maximo.

Em geral, o problema do tragado do grafico de uma funcao f passa pela
determinacao de aspectos e caracteristicas de f como:

e Os intervalos de monotonia e os extremos de f,
e A concavidade e inflexoes de f, e
e As assimptotas de f.

A questao da determinacao de assimptotas, a inica que ainda nao abor-
damos, é relativamente simples.

Definicao 3.5.9 (Assimptotas). Seja f uma funcao definida num intervalo
num intervalo I.

(a) A recta y =m -x + p é uma ASSIMPTOTA A ESQUERDA ao grafico de
f se e sé se mErfloo(f(w) —(m-z+p))=0

(b) A recta y = m -z + p é uma ASSTMPTOTA A DIREITA ao grafico de f
se e s6 se lirf (f(z)—(m-z+p)) =0
T—T00



3.5. EXTREMOS E CONCAVIDADE 103

(c) A recta z = a é uma ASSTMPTOTA VERTICAL do gréfico de f se e s6 se
lim f(x)=+o0 e/ou lim f(x)= +oo.
z—at x—a~

No caso particular em que m = 0, diremos que o gréifico de f tem uma
assimptota horizontal a esquerda (resp. assimptota horizontal a direita).

Passamos a descrever o processo de calculo de assimptotas obliquas.

Teorema 3.5.10. Seja f uma funcdo definida num intervalo da forma
|—o00,al (resp. la,+[), com a € R. O grdfico de f tem uma assimptota a
esquerda (resp. direita) se e sé se existirem e forem finitos os limites:

f(z)

@ m=1m 19 ) p (@) mon)
(resp. (a) m = lim ) (b)) p= lim (f(zx)—m-x)).
r—+00 X r——+00

Nesse caso, a assimptota a esquerda (resp. direita) € inica e tem equagdo
y=m-x+0p.

Demonstracdo. Faremos apenas o caso da assimptota a esquerda, sendo o
da assimptota a direita completamente analogo.

(=) Suponhamos que a recta de equacao y = mz +p, m,p € R, é uma
assimptota a esquerda ao grafico de f. Entao

lim (f(z) —(m-2+p)) =0,

r——00

pelo que a funcao auxiliar ¢, definida por

o(x) = (f(z) — (m-z+p)), satisfaz lim ¢(z) =0.

r——00
Temos entao que
r——00 I T— —00 xT T——00 x x
e
lim (f(z)—m-2z)= lim (p+¢(z)) =peR,
r——00 T——00

pelo que os dois limites em causa existem e sdo finitos.
(<) Suponhamos agora que existem e sao finitos os limites referidos em (a)
e (b), com valores m,p € R. Temos entao que

lim (f(z) ~ (m-z+p)) =0,

Tr——00

pelo que a recta de equacao y = mx + p é uma assimptota a esquerda ao
grafico de f. O
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Note-se que a determinacao de assimtotas obliquas resume-se a execucao
de dois calculos, para a = +00 e para a = —o0:

e Verificar se os limites lim existem em R.

r—a X

x
e Sendo m = lim &, verificar se lim f(z) — max existe em R.
r—a I r—a

Exemplo 3.5.11. vamos estudar a funcao f : R\ {0} — R dada por f(z) =
z - e}/ ¢ esbocar o seu grafico.

(1) Intervalos de monotonia: A funcao f é diferenciavel em D = R\ {0},
com derivada f’: D — R dada por

Fla) = elle <1 _ 1) .

X

Como a exponencial é sempre positiva, a determinacao do sinal algé-
brico de f’ nao tem quaisquer dificuldades:

>0, sex€]—o0,0[U]l,+00[;
flla)=9=0, sex=1;
<0, sexel0,1];

logo concluimos que

crescente , em |—o0,0[ U1, +o0f;
fé

decrescente, em 0, 1].

(2) Extremos: A fungao tem apenas um ponto critico, em = = 1, que é
obviamente um minimo local. A origem x = 0 nao pertence ao dominio
da fungao!

(3) Concavidade e Inflexdes: A derivada f’ é também diferencidvel em D,
com derivada f”: R\ {0} — R dada por

1/x

1'(z) =

x3
Temos entao que

p <0, sexé€]—00,0[ , | concava, em ]—o0,0];
7(@) = = ge
>0, sex€]0,400]; convexa, em ]0,+o0l.

f NAO tem pontos de inflexdo (x = 0 ndo é um ponto de inflexado,
porque nao pertence ao dominio de f).
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(4) Assimptotas verticais: Como f é continua em D, o inico ponto onde
f pode ter uma assimptota vertical é o ponto zero. Temos que

lim f(z)= lim z-e/"=0-e7>® =0,

z—0~ z—0~
enquanto que
. . 1 . e/* 4oorme .. 1
lim f(z) = lim z-e"/" = lim =— = lim /" = +00.
z—07t z—07t z—0t 1/$ +00 x—07F

A recta vertical x = 0 é por isso uma assimptota vertical ao grafico de

1.

(5) Assimptotas obliquas: Como

lim M = lim e/ =¢e'=1
r—+oo r—+o00

as assimptotas obliquas, se existirem, tém declive m = 1. Passamos a

calcular
Yz _q v_1
lim (f(z)—z)= lim (z-e"/"—2)= lim T gim & =1
r—+o0o z—+o00 z—+o00 1/1‘ y—0+ Y

(onde se fez a mudanga de varidvel y = 1/z, em que © — +o00 & y —
Oi). Concluimos que a recta de equacao y = x + 1 é uma assimptota
ao gréafico de f, tanto a direita como a esquerda.

A figura 3.7 apresenta o gréfico de f.

5

1
7/
7
/
4 2 7 2 4
7
/
, -1
/,
7,
7
7/
/
Y,
V.
y -3

Figura 3.7: Esboco do grafico do Exemplo 3.5.11.
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3.6 As Funcoes Derivadas

E muito interessante observar que as fungdes que sao derivadas de outras
funcoes, ou seja, as fungoes g = f’, nao sao totalmente arbitrdrias. Em
particular, e como veremos, nao sendo func¢oes necessariamente continuas,
satisfazem sempre a propriedade do valor intermédio do teorema de Bolzano.
Comegamos por mostrar que se f'(c¢) existe mas f’ nao é continua em ¢, entao
pelo menos um dos limites laterais de f’ em ¢ nao existe. Dito doutra forma,
f/ nao pode ter dois limites laterais distintos em c.

Corolario 3.6.1. Se f € uma funcdo nas condi¢coes do Teorema de Lagrange

e existe lim+ f'(z), também existe a derivada lateral f}(a) e
r—a

fala) = lim f'(z).

z—at

Se existe lim f'(x), também existe a derivada lateral f.(b) e

r—b~

Fi(b) = lim f'().

z—b~
Demonstragao. Para cada x € la,b[, sabemos pelo Teorema de Lagrange

que existe um & = &(z) € ]a, z[ tal que

J@) = fa)

r—a

) =
Como
a<E=€@) <o lim @) =a’,

podemos usar o Teorema 2.5.6, relativo ao limite de fungdes compostas, para

concluir que
fi(a) = lim M: lim f/(¢).

r—at Tr—a E—at

O

Apresentamos a seguir exemplos em que f’ existe em R mas é efectiva-
mente descontinua num ponto c.

Exemplos 3.6.2.

(1) Consideramos a funcao f: R — R definida por

2 1
xcos(=s), sex #0;
flx) = !
0, se x = 0.
Esta funcao é claramente diferenciavel para x # 0, com derivada dada
por

f(z) =2z - cos(i) + 22 (— sen(é))(—ﬁ) =2z cos(i) + sen(i).
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O limite de f/(z) quando z — 0 néao existe, porque 2z - cos(1/z) —
0, mas sen(1/x) nao tem limite. Na realidade, nao existe nenhum
dos limites laterais de f’ quando z — 0. No entanto, a funcao f é
diferencigvel no ponto zero e f/'(0) = 0, como se pode verificar usando
a definicao de derivada de uma funcao num ponto:

f(0) = lim @) = JO) zheos(y) lim cos(l) =0.

z—0 x—0 z—0 xT z—0

Concluimos assim que f é uma fungao diferenciavel em todo o R, com
derivada f’ : R — R dada por

Fla) = {23: cos(1) +sen(l), sex #0;

0, se x = 0.

Por outro lado, como o lim, . f'(z) nao existe, esta fun¢ao f’ nao
é continua no ponto zero. A funcao f é um exemplo de uma fungao
diferencidvel em R mas que nio pertence a C'!(R).

No caso do exemplo anterior, a derivada f’ nao é continua em z = 0,
mas é limitada em vizinhancas da origem. Com uma ligeira modi-
ficacao é possivel eliminar esta caracteristica, o que produz um exem-
plo que, como veremos, é muito relevante para entender certas difi-
culdades da Teoria da Integracao. Consideramos a fungao g : R — R
definida por

0, se x = 0.

{xQ Cos(x—IQ) , sex #0;

Esta fungao é diferencidvel para x # 0, com derivada dada por

1 2
g'(x) = 2x cos(—) + = sen(
T

O limite de ¢/(x) quando z — 0 ndo existe, porque 2sen(1/x2)/x nao
tem limite. A fungdo g é diferencidvel no ponto zero e ¢'(0) = 0,
porque:

/ T xr) — 1 T i o
O=mT oy T TG0

Concluimos assim que g é uma funcao diferenciavel em todo o R. E
claro que ¢’ nao é continua no ponto zero, mas é facil verificar que se
I é uma qualquer vizinhanga de zero entao ¢’(I) = R. Dito doutra
forma, ¢’ é ilimitada em qualquer vizinhanga da origem.
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(3) Consideremos a fungao f: R — R definida por

xT iEQCOS 1 se T N
f(l,)_{ +a?cos(d), sew 0

B 0, se x = 0.

Esta funcao é claramente diferenciavel para x # 0, com derivada dada
por

fl(z)= 1+2x-cos(%)—|—x2-(—sen(i))(—%) = 1+2xcos(i)+sen(%).

O limite de f’(x) quando  — 0 néo existe, tal como no exemplo (1),
mas a fungao f é diferencidvel no ponto zero e f/'(0) = 1.

Deve verificar-se que f nao é estritamente crescente em nenhuma viz-
inhanga de x = 0, mas, e de acordo com o teorema 3.5.3, temos
f(z) > f(0) para x > 0 e f(x) < f(0) para z < 0, numa vizinhanca
apropriada da origem.

Relativamente a propriedade do valor intermédio, podemos provar:

Teorema 3.6.3. Se f é diferencidvel no intervalo I, a,b € I, a < b, f'(a) #
1'(b), e « estd entre f'(a) e f'(b), entdo existe ¢ €]a,b| tal que f'(c) = a.

Demonstragao. Supomos que o = 0 e f'(a) < f/(b), deixando os restantes
casos como exercicio. Observamos primeiro que f é continua em J = [a, b],
e tem por isso maximo e minimo em J. Como f/(a) < 0, é claro do teorema
3.5.3 que o minimo nao ocorre em a. Da mesma forma, como f’(b) > 0, o
minimo também nao ocorre em b. Segue-se que ocorre num ponto ¢ entre a
e b, e ja sabemos que f'(c) = 0.

O

3.7 Polinémios de Taylor

Como se pode calcular, com precisao arbitrariamente grande, os valores
de funcoes que temos vindo a referir, como as trigonométricas, a expo-
nencial e o logaritmo? Como se pode calcular, por exemplo, a constante
de Euler e, que é o valor de e quando x = 1, ou o classico w, dado
por 4arctan(1)? Passamos a explorar aqui a aproximacdo de fungoes “ar-
bitrarias” por polinomios de um determinado tipo, ditos polindmios de Tay-
lor, que permite responder a algumas destas questoes.

A teoria que desenvolvemos é, em larga medida, uma aplicacao directa do
Teorema de Cauchy, e generaliza de forma muito interessante o problema da
definicao e calculo da recta tangente ao grafico de uma funcao diferenciavel
num dado ponto. Para entender esta observacao, note-se que a recta tan-
gente ao gréfico da funcao diferencidvel f no ponto (a, f(a)) é simplesmente
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o grafico do polinémio p; de grau < 1 que coincide com f no ponto a, e que
tem além disso a mesma primeira derivada nesse mesmo ponto. A general-
izacao desta ideia corresponde a determinar polinomios que coincidem com
a funcao f em mais derivadas além da primeira.

Comegamos por um resultado muito simples sobre o cdlculo de derivadas
de um polinémio, cuja demonstracao fica como exercicio:

Lema 3.7.1. Se p € um polinédmio de grau < n entao p € de classe C*°, e
todas as suas derivadas acima de n sao nulas. Temos ainda para k < n que

n
(a) Se p(x) = Zakaﬁk entio p™)(0) = klay, e mais geralmente,
k=0

(b) Sep(z)= Zak(az —a)* entio p™¥) (a) = Klay,.
k=0
Exemplos 3.7.2.
(1) Se p(z) = 5+ 2z — 322 — 102> + 62, entdo

p(0) = 5.5/(0) = 2,0/(0) = 5,99 (0) =

10 5
e p(k)(az) =0, para qualquer k >4 ex € R

(2) Consideramos a funcao exponencial, dada por f(z) = €*, e tomamos
a = 0. Temos neste caso que f((z) = e* e f("(0) = 1 para qualquer
n. Segue-se que

e A recta tangente ao grafico em ¢ = 0 tem equacdo y =1+ 1z, e é
o grafico do polinémio py(x) = f(0) + f(0)x =1 + .
2
e O polinémio po(x) =1+ 2z + % coincide com f no ponto z =0

até a derivada de ordem 2.

Figura 3.8: Aproximagao de f(x) = e” por p(x) =14z + 12_2
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e O polinémio

B -~ xk_l x2 23 ™
pn(x) = o +x+7+§—|—---m.
k=0

coincide com f no ponto x = 0 até a derivada de ordem n.

(3) Consideramos a fungao logaritmo, dada por f(x) = logz, e tomamos
a = 1. E facil verificar que neste caso e para n > 0 temos

S (@) = (~1)" (= Dl e f0(0) = (~1)"+ (0 - 1!
Segue-se que

e A recta tangente ao grafico em a = 1 tem equacdo y = x — 1, e é
o grafico do polinémio py(z) = f(0) + f/(0)(z — 1) =z — 1.

e O polinémio

(x = 1)?

pale) = = 1) - S = S 1)@E-2)

coincide com f no ponto z =1 até a derivada de ordem 2.

e O polinémio
n

(@ = 1DF
pu(w) = (1)L

k=1

coincide com f no ponto x = 1 até a derivada de ordem n.

Os exemplos acima tornam evidente a seguinte observagao: se num dado
ponto a a fungao f tem derivadas pelo menos até a ordem n, com os valores
fOa), fO(a),---, f(a), entao existe exactamente um polinémio p,, cujo
grau nao excede n, e que coincide com f e as suas derivadas até a ordem n
no ponto a. E esse que se diz o

Defini¢ao 3.7.3 (Polinémio de Taylor). Se a fungao f estd definida numa
vizinhanca de a € R e tem derivadas em a pelo menos até a ordem n entao
o polinémio dado por

f"(a)

n!

(x —a)".

n (g
po@) =3 T w0 = @) + Fla)e —a) 4o
k=0

diz-se 0 POLINOMIO DE TAYLOR de f de ordem n em a.

Note-se de passagem que existem alguns processos elementares indirectos
para obter polinémios de Taylor.
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Teorema 3.7.4. Seja f uma fung¢do com derivadas até a ordem n numa
vizinhanga de x = a e g a func¢ao definida numa vizinhanga de 0 por g(x) =
fla+z), donde f(x) = g(x —a). Se p e q sao os polindmios de Taylor de
ordem n de f em a e de g em 0, ou seja, se

e (g n_ (k)
p@) =3It gy = 3 O,
k=0 k=0

temos entdo que p(x) = q(x —a) e q(z) = p(a+ x). Temos igualmente que
sen > 0 entdo a derivada p' € o polinémio de Taylor de ordem n — 1 de f'
emx = a.

3

Figura 3.9: Aproximagao do f(z) = senz por p(z) = x — ;.

Exemplos 3.7.5.

(1) Tomamos f(x) =logz e a =1, donde g(x) = log(1 + z). O polinémio
de Taylor de ordem n da funcao f em 1 é, como vimos,
n k
k1 —1)
) = (- D
k=1
pelo que o polinémio de Taylor de g em 0 é

n

e
q(xr) =p(l+x) = Z(_l)k-i-l_

k=1 k

(2) Tomamos f(z) = senz e a = 0. As funcdes f*) sdo, sucessiva-
mente, sen x, cos T, — Sen T, Cos T, Sen x, - - - , repetindo-se esta sequéncia
indefinidamente. Os valores f(k)(O) formam a sucessao 0, 1, 0, -1, 0,
1, 0, -1, -+ -, e em particular sao nulos quando k é par. Por exemplo,
o polinémio de Taylor da fungao sen de ordem 5 (que é também de
ordem 6) é dado por

2
3 (D g 2 e
2 2k + 1) 31 T 5
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Mais geralmente, o polinémio de Taylor poj,+1 = pon+2 é dado por

n 2k+1 3 2n+1
—1
O™ ey 20 @
£ (2k + 1) 3! (2n + 1)!

Diferenciando este polinémio, obtemos o polinémio de Taylor da fun-
¢ao cos de ordem 2n, idéntico ao de ordem 2n + 1:

n

N
1
kzo 2R " o T g

Resta-nos naturalmente esclarecer a questao do ERRO da aproximacao
de uma dada funcao pelo seu polinémio de Taylor, ou seja, a questao de
estimar a diferenca:

f(a)

n!

[f(z) = pu(2)] = |f(2) — f(a) — f'(a)(z —a) — - — (z —a)"|.
Veremos imediatamente a seguir como podemos obter estimativas usando o

teorema de Cauchy.

Teorema 3.7.6. Suponha-se que f tem derivadas pelo menos até a ordem
n num intervalo aberto I ea € I. Se f(k)(a) =0parak=0,1,---,n—1e
x € I entao existe § € I, tal que |0 — a| < |z — al,

f@) ) @) ()

(x —a)? n! =0 (z — a)” n!
Demonstragao. Supomos sem efectiva perda de generalidade que a = 0.
Apenas esbocamos a demonstragao,que deve ser feita por indugao, para
mostrar que existem 61,60s,--- ,0,, € I, tais que |0x| < |z|, e
f@) O fO0) D) D) 6,
xm xh n@lnfl n(n — 1)9372 nlf,_1 n! '

Note-se que em cada passo acima fazemos uma aplicacao directa do Teorema
de Cauchy (3.4.7). Observe-se também que
f(nil)(en—l) f(n)(en) f(n)(o)
f— —

n'0,,_1 n! n!

O

A identidade apresentada no préximo teorema diz-se a FORMULA DE
TAYLOR COM RESTO DE LAGRANGE, e pode com frequéncia ser utilizada
para estimar a diferenca entre uma dada funcao e o correspondente polinémio
de Taylor. O chamado resto de Lagrange é exactamente o termo

F©)

) =0,

(x —a)"™ = f(z) = pa(a).
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Teorema 3.7.7 (Teorema de Taylor). Suponha-se que f tem derivadas pelo
menos até a ordem n + 1 num intervalo aberto I e a € 1. Se x € I entdo
existe 6 € I, tal que |6 —a| < |z —al,

B n f(k‘)(a) (@ — a)k N f(nJrl)(@) (- a)""H.

/(@) k! (n+1)!

k=0

Demonstragao. Supomos mais uma vez que a = 0, e p, ¢ o polinémio de
Taylor de ordem n da funcao f no ponto 0. Definimos a fungao auxiliar g
por g(x) = f(x) — pn(x), e notamos que a fungao g satisfaz as condigoes do

teorema 3.7.6. Observamos ainda que gt = f"*+1 porque pﬁlnﬂ) = 0.
Temos entao que
_ f(nJrl)(H) n+1
f@) = pnle) = gy
O

Exemplos 3.7.8.

(1) Para calcular f(z) = senx para x > 0, observamos que existe 6 €]0, z]
tal que

(D e SEO) s

2k +1)! (2n + 3)!

senx =
k=0 (
Temos |f"3)(0)] = |cosf] < 1e 0 < 2 < 1, pelo que o erro da

aproximagao é

f(2n+3) (9) 2n+3

 (2n+3)!

X

2n+3d de |lBl < —
v onde |E| < oo

Por exemplo, com n =2 e z < 1 temos f(7)(x) = — cos(x) e

3 0

1
5 =r——+—+FE onde 0> F >———> —0,0002
senxr =x 6+120+ ,onde U0 > £ > 5040> s
Com x = 0,5, que é um angulo de quase 29°, e ainda n = 2, o erro é
bastante menor, e temos

1 1 1
0,5) == — E d
won0.5) =5~ HE) T oy e
0> FE > 1 > —0.0000016
G040y (128) ~

Podemos assim concluir que

0,4794254 < sen(0,5) < 0,4794271
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(2) Para calcular g(x) = e* para = > 0, observamos que existe 6 €0, z|
tal que
o Z f(n+1 ( ) n+1
73:
k! (n+1)!

A derivada f("+1) ¢ sempre a prépria funcio exponencial, pelo que o

(n+1) 0 .
erro F = JC(TI)(!G):U"H = ﬁx"“ satisfaz
6 T
e e
0<E=——z""< ——=a"*

“nr ) St

Com x = 1 e para estimar o namero de Euler e, notamos que 2 < e < 3,
e tomamos n = 7:
1 1 1

—9 4 4+ — 4+ FE ond
¢ 5+6+24+120+720+5040+ onae

0<E < 0,000075

3
40320
Podemos assim concluir que

2,71825 < e < 2,71833

O dltimo exemplo acima pode ser facilmente complementado com um
teorema muito interessante sobre a natureza do numero de Euler:

Teorema 3.7.9. O numero de Euler € irracional.

Demonstragao. Conforme acabdmos de verificar,

1
e—l—}—l—i— —|— '—|— '—|— +E+E,ondeo<E<

3t 4l

(n+ 1)l

Em particular,

0< 2+ ! + = + = = + ot ! < 5
e— — —_—.
31 4l n! (n+1)!
Suponhamos entao, por absurdo, que e é racional, ou seja, e = k/m, onde
k,m € N. Escolha-se um natural n > m e maior do que 3. Multiplicando as
desigualdades acima por n!, e como n > 3, obtemos:

nlk
0<—— 2n'+ —|—
m

n'+n'+ +n! 3n! 3 3<1
314l n! (n—l—l)!_n+1_4

Observe-se agora que, como n > m, é claro que n! é multiplo de m, e
portanto % 'k ¢ um nimero natural. Pela mesma razéo,
n' n!  nl n!

— —|— — 4+ — + .-+ + — é um numero natural, e portanto
3 4l n!
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! n! n! nl n!
N:——<2n!+—+—+—+---+

3n! A el
21 3 41 o <me ambém natural.

Vimos no entanto acima que 0 < N < %, e nao existem nimeros naturais
entre 0 e 1. Concluimos que N nao pode ser natural, ou seja, o ntimero de
Euler é irracional. O

O teorema de Taylor pode também ser usado para classificar pontos
criticos de fungoes quando alguma derivada de ordem superior a primeira
nao se anula no ponto critico em causa.

Teorema 3.7.10. Suponha-se que f tem derivadas pelo menos até a ordem
n num intervalo aberto I e a € I. Se f*¥)(a) =0 para k =0,1,--- ,n—1 e
f™(a) # 0 entdo

(a) Sen ¢ par e f(a) <0, entdo f tem wm mdzimo local em x = a;
(b) Sen épar e f™(a) >0, entdo f tem um minimo local em = = a;

(c) Sen € impar entdo f nao tem nem wm mdzximo local nem um minimo
local em x = a.

Demonstracdo. Na verdade, este resultado é um corolario directo de 3.7.6,
aplicado a funcao g dada por g(z) = f(z) — f(a). Temos entao
) )

oy (x—a)" = o (x—a)", onde |—al| < |x—al

Como % — £ (a) # 0, é claro que

_ (n)
M tem o mesmo sinal que / (a).
(x —a)” n!
O resultado da proposicao é uma consequéncia imediata deste facto. O

Exemplos 3.7.11.

(1) Consideramos a funcdo f : R — R dada por f(z) = (x —1)3logz. Em
x = 1 as derivadas desta funcao sao:

V() = @ +3(z —1)%logz fla=o
1B (2= 1)2

) = & xf) + 6l xl) +6(z—1logz  f'(1)=0
_1)3 1)2 -1

O @) o0 . LG > S 187 — +6logz (1) =0

F@(z) = 6Z ;41)3 04 _31)2 - 3690:6—_21 + % FO) =24

Concluimos que f possui um minimo local em = = 1.



116 CAPITULO 3. DERIVADAS

(2) Nao se deve concluir dos resultados anteriores que os polindémios de
Taylor podem sempre ser utilizados para aproximar uma dada funcao,
mesmo supondo que f é de classe C*°. Por exemplo, a funcao:

flz) =

_a
e 2 sex#0
0, se x =0,

possui derivadas de todas as ordens. Em x = 0, todas as derivadas de
f sao nulas, pelo que o polinémio de Taylor de f na origem é nulo,
qualquer que seja a sua ordem, e nao é por isso uma aproximacgao
razoavel da funcao. Note-se igualmente que a funcao tem um minimo
absoluto em z = 0, mas que esse facto nao pode ser detectado com
recurso ao teorema anterior.

-20 -10 10 20

Figura 3.10: Gréfico de f(z) = e~ /7.

O préximo teorema permite calcular polinémios de Taylor sem recorrer
directamente a defini¢ao 3.7.3.

Teorema 3.7.12. Suponha-se que f tem derivadas pelo menos até a ordem
n num intervalo aberto I e a € I. Se existe um polindmio p de grau < n,
uma func¢ao ¢ definida em I tal que ¢(x) — b quando © — a, e temos
f(z) = p(x) + ¢(z)(z — a)"* para x € I, entdo p é o polinémio de Taylor
de f de ordem n em a.

Demonstragio. Temos a provar que f*)(a) = p)(a) para 0 < k < n, ou
seja,

g(z) = f(x) — plz) = ¢p(x)(z — a)"' = ¢¥)(a) = 0 para 0 < k < n.

Usamos mais uma vez o teorema 3.7.6 aplicado a funcao g, e procedemos
por inducao a partir de k = 0 até k = n.

e E 6bvio que ¢ (a) = g(a) = 0.
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e Supomos que k < n e g(a) = gW(a) = --- = g*V(a) = 0. Pelo
teorema 3.7.6 temos entao que

Exemplos 3.7.13.

(1) A férmula cldssica para a soma dos termos de uma progressao geo-
métrica permite-nos obter facilmente um polinémio de Taylor muito

util
1— xn—f—l
Comol+z+4+az2+ - +2" = 1 , temos
-z
1 P

—— =l+a+2”+ - +a"+ :

1—2z 1—-z
Conclufmos do teorema anterior com f(z) = = = ¢(z) que o polinémio

de Taylor de ordem n da funcao f em 0 é

l+az+a®+--+a”

(2) Substituindo = por —x no exemplo (1) obtemos

1 —1)" n+1
:1_x+x2+...+(_1)"*1x"+¢
142 142
o polinémio de Taylor de ordem n da fungao f(z) = Fll' em 0 é
l—z+2% 4 4 (=) 1z,
(3) Substituindo z por 22 no exemplo (1) obtemos
1 (_1)nx2n+2
1+ 22 AT A ()T 1+ 22

1
1422

o polinémio de Taylor de ordem 2n + 1 da funcao f(z) = em 0 é

-2 42t (=) i,



118

(4)

CAPITULO 3. DERIVADAS

Como a fungao g(z) = log(1 + z) satisfaz ¢'(z) = H%, a derivada de
qualquer polinémio de Taylor de g nao constante é um polinémio de
Taylor do exemplo (2). Repare-se que

2 3 n+1
x© oz x
2 (=
L
é um polinémio de Taylor de f.
Como a funcao h(z) = arctanz satisfaz h'(z) = ﬁ, a derivada de

qualquer polinémio de Taylor de h nao constante é um polinémio de
Taylor do exemplo (3). Observe-se por isso que

3 5 2n+1
T x x
T+t (-]

3 5 2n+1

é um polinémio de Taylor de h.



Capitulo 4

Integrais

4.1 Introducao

A nocao de integral de fungoes reais de variavel real estd directamente rela-
cionada com a nocao de drea de figuras planas. No caso mais simples, que
é 0 de uma funcao f > 0 no intervalo I de extremos a < b, o integral de f
no intervalo I é exactamente a drea da regido de ordenadas de f no mesmo
intervalo, i.e., é a drea do conjunto Q = {(z,y) ER?:z € [,0 <y < f(z)}.
No caso mais geral, que é o de uma funcdao que muda de sinal no intervalo

A

N
Y

Figura 4.1: ff f(z)dz = Area(QT) — Area(Q2™)

I em causa, a respectiva regiao de ordenadas é o conjunto Q = QT UQ~,
onde O = {(z,y) eR*:z €T e0<y< f(z)} estd acima do eixo dos zx
eQ ={(z,y) eR?*:xzele0>y> f(z)} estd abaizo do mesmo eixo. O
INTEGRAL de f, designado usualmente por

/a ' fla)de, / s /1 f(@)dz o /1 /,
119
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e é a DIFERENCA DAS AREAS dos conjuntos Q7 e Q7. Dizemos anda que f
é a funcao integranda, e o intervalo I é a regidgo de integragao.

Antes mesmo de definirmos mais rigorosamente a nogao de integral, apre-
sentamos alguns exemplos elementares, antecipando o resultado do céalculo
de diversos integrais, e ilustrando a sua aplicacao também a determinacao
de grandezas fisicas que normalmente nao imaginamos como “areas”.

Exemplos 4.1.1.

(1)

Se f é constante e igual a ¢ no intervalo [a,b], entdo a sua regiao de
ordenadas é um rectangulo de base b— a e altura |c|, e portanto temos

/abcdx =c(b—a).

O sinal algébrico deste integral é o sinal de ¢, de acordo com a con-
vengao ilustrada na figura 4.1.

Se f(z) =2 e I =10,1] entao a regiao de ordenadas de f em I é um
triangulo de base e altura 1, com area 1/2. Concluimos que

1
1
/ xrdr = —.
0 2

Se f(x) = V/r? — 22 para —r < z < r entao a regiao de ordenadas de
f é um semi-circulo de raio r, e devemos ter

T 1
/ V2 = a2de = =7,
. 2

Em geral, se o grafico de f é uma recta, i.e., se f(x) = ma + p, entado a
sua regiao de ordenadas é um trapézio, e a sua area pode ser calculada
multiplicando a sua largura, que é b — a, pela sua altura média, que ¢é

fla)+ f(b)  (ma+p)+ (mb+p) a+b

+ p.

m
2 2 2

Concluimos que

b
[ me+ g = 2 4 50— @) = 50— ) (o - )

E simples verificar que a identidade acima continua valida, mesmo que
a funcao f mude de sinal na regiao de integracao, apesar do resultado
deixar de representar directamente uma area. Em qualquer caso, é
sempre possivel interpretar este resultado de multiplas maneiras:
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e Se f representa a velocidade (em fungao do tempo) de um ponto
material em movimento rectilineo, é natural usar v em lugar de
f, e representar a varidvel independente por t. Neste caso, m =
% = a é a aceleragao, e p = v(0) = vy ¢é a velocidade inicial.
Temos entao v(t) = at + vy, e o movimento é uniformemente
acelerado. A férmula acima, escrita com a = t; e b = tg, dd o

deslocamento! do ponto em causa no intervalo [t1,ts], que é:

to
a
/ (at + vo)dt = 5(:53 —12) + vo(ta — t1).
t1

O caso particular em que a = g, t;1 = vg =0 e to = t, dd para o
deslocamento o valor de % gt?, que é a famosa férmula da “queda
dos graves” descoberta por Galileu.

e Para uma outra possivel interpretacao do mesmo resultado, ima-
gine-se uma mola, com comprimento “natural” x(, colocada se-
gundo o eixo dos xx, com uma extremidade fixa na origem z = 0.
A for¢a f com que a mola resiste a sua deformacao é dada em
primeira aproximagao por f(x) = —k(z — x¢), onde k > 0 é
a constante de Hooke, que depende do material que constitui a
mola, e da sua forma, e x é a posicao da extremidade livre da
mola. Se a mola for deformada lentamente do comprimento zq
para xy entao o trabalho exigido por essa deformacao é

- /m: f(x)da = /m: (s — wo)da =

k k
5@% — x3) — kxo(21 — 20) = 5(331 — 20)?

A funcao U(zx) = g(:c — x9)% é a energia (potencial) eldstica ar-

mazenada na mola, quando o seu comprimento é x.

E certamente possivel basear a teoria da integracao de funcoes reais de
variavel real no prévio desenvolvimento de uma teoria da drea de subcon-
juntos do plano. E no entanto mais apropriado a um curso introdutério
como este, e mais expedito, definir directamente o integral, e usa-lo, por
sua vez, para definir e calcular a drea de uma grande variedade de figuras
planas, como faremos ainda neste Capitulo. Mostraremos alids que as ideias
aqui desenvolvidas nos permitem calcular também wvolumes, e comprimen-
tos, para diversos tipos de conjuntos, mas sem nunca nos preocuparmos
com a formalizacao de teorias mais gerais e mais rigorosas sobre as nogoes
de “area”, “volume”, ou “comprimento”.

1O deslocamento é a distancia que separa a posicdo final da posicdo inicial, afectada
por um sinal algébrico negativo, se a posigdo final estd a esquerda da posicao inicial.
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4.2 O Integral de Riemann

A defini¢do de integral que utilizaremos recorre a uma ideia j& conhecida
na Antiguidade Classica, e normalmente atribuida a Arquimedes?, que a
usou para calcular grandezas geométricas como areas, volumes, e centros de
massa. Esta ideia resume-se a aproximar as regides em causa por outras
mais simples, para as quais o mesmo célculo é imediato. A figura seguinte
exibe uma aproximagao elementar do ntimero 7, obtida por este processo.

Figura 4.2: 2 <7 <4

O préximo exemplo repete um calculo feito pelo préoprio Arquimedes,
o da area da regiao (2 limitada por um arco de pardbola, e por segmentos
de recta paralelos ao seu eixo, e directriz. Mostra em particular como se
pode determinar o valor exacto de uma area, a partir de aproximacoes que,
tomadas individualmente, envolvem sempre erros que nunca sao nulos.

Ms

M~ ms
MG mr
M5 me
My ms
M; my
Mo ms3

Iy XTo X3 T4 T5 Te L7 XY Ty T2 T3 T4 T Te T7 T8

Figura 4.3: Aproximagoes da regiao ) por rectangulos.

2Arquimedes, matemético e engenheiro, foi um dos maiores cientistas da Histéria.
Viveu em Siracusa, no século II1 AC.
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Exemplo 4.2.1. Consideramos a funcio dada por f(z) = 2, no intervalo

[0,1], e a respectiva regido de ordenadas 2 = {(x,y) € R? : z € [0,1],0 <
y < 2%}. E evidente que 0 < 22 <1 quando 0 < x < 1, i.e., a regido () estd
contida num quadrado de lado 1, e por isso devemos ter:

1
0< / 2?dr = Area() < 1.
0

Esta é, bem entendido, uma aproximacio grosseira(®) da 4rea de 2, mas é
facil melhoré-la, dividindo o intervalo [0, 1] em subintervalos, e repetindo a
mesma técnica de aproximacgao, mas separadamente em cada subintervalo.
Neste caso, é particularmente conveniente utilizar n subintervalos com o
mesmo comprimento 1/n. A figura 4.3 ilustra a aproximagao em causa,
quando n = 8. Os pontos de subdivisao sao em geral:

1 2 k n
ro=0<r1=—<xp=—< - <pp=—<---<zxp=—=1
n n n n

Como a funcao f é crescente no intervalo [0, 1], é claro que
f(zr_1) < f(x) < flap), ie., 25| <2? <23, quando 1 <z < xp.

Designando por €, = {(z,y) € R? : 2 € [21_1,2%],0 < y < 22} a regido de
ordenadas de f no subintervalo [xy_1, x|, observamos que €:

e Esta contida num rectangulo com
2 k?2

1 )
base z), — rp_1 = —, altura xi = = M, e area
n

— —. e
n2 n3’

e (Contém um rectangulo com a mesma base, mas

(k—1)
2

(k1)

=my = My_q, e area 3
n

2
altura z7_, =
k=1 n

Por esta razao,
(k—1)%2 k2
T S Area(Qk) S E
A drea de Q é a soma das areas das regioes {2, pelo que obtemos ainda as
desigualdades

n (k‘—l)2 n ) ) n kﬁQ
Z 5 < Area(Qy) = Area(Q2) < Z et

k=1 k=1 k=1
Vimos no Capitulo 1 que

i‘:kQ _n(n+ 1)6(2n+ D donde i(k‘ Ly n(n — 1)6(2n -1
k=1 k=1

E claro que  estd contido num tridngulo de base e altura 1, donde Area(Q) < 1/2.
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Temos entao que
n n
S | 1 k—1)2 1 1 1
) e R PRI D e S
k=1 k=1
A area da regiao (2 satisfaz, por isso, as desigualdades:

1 1

1 . 1 1 1
— 4+ — < Area(Q) < =+ — + —.
3720 o S el s gt ot e

Como n é um natural arbitrario, podemos passar ao limite quando n — oo,
obtendo finalmente:

¢ 1 !
Area(2) = 3= / zidz.
0

O exemplo anterior nao passa de um caso individual, e serve apenas para
definir e calcular uma drea (e um integral) muito especiais. No entanto, ilus-
tra bem as ideias que suportam a definicao do chamado integral de Riemann,
que estudaremos neste Capitulo.

Considere-se agora uma qualquer funcao f, definida pelo menos num
intervalo limitado I, de extremos a < b. Supomos apenas que f é limitada
no intervalo I. Em particular, f pode nao ser continua e/ou monétona em
1. Como vimos no exemplo 4.2.1, é 1til dividir o intervalo de integracao I
em subintervalos disjuntos nao-vazios Iy, Iz, - , I,,. E comum numerarmos
os intervalos I “da esquerda para a direita”, i.e., de tal forma que [} tem
extremos xj_1 < x3, onde

1<k<na=zg<ax; < <2y =0

Dizemos neste caso que o conjunto P = {xg,z1, - ,x,} é uma PARTIGAO
(finita) de I. O COMPRIMENTO do intervalo I é Axy = z — xk_1, € a soma
Y p—1Azp =b—a é o comprimento do intervalo original I. Note-se que os
subintervalos I podem ter comprimentos distintos. Ocasionalmente é ttil
designar o comprimento do intervalo J por ¢(.J). Por exemplo,

c(Iy) = Azg, e c(I) =b—a.

Sendo f limitada em I, é claro que f é igualmente limitada em cada um dos
subintervalos Ij, e definimos:

my =inf {f(x):x € I}, e My =sup{f(x):x € I}

E fundamental entender aqui que qualquer definicao “razoavel” da nocao de
integral deve satisfazer as seguintes desigualdades:

n b n
kaAxk < / flx)dx < ZMkACUk
k=1 a k=1



4.2.

O INTEGRAL DE RIEMANN 125

Por outras palavras, as somas

S(f, ZMkACUk e S(f,P kaAxk

k=1

sao aprorimacoes do integral de f, sendo que

S(f,P) é uma aproximacio por excesso de fabf(x)dm, e
S(f,P) é uma aproximagao por defeito de f; f(x)dx.

S(f,P)eS(f,P) dizem-se, respectivamente, a SOMA SUPERIOR e a SOMA
INFERIOR de Darboux, da funcao f, relativas a particao P.

Exemplos 4.2.2.

(1)

Se f é constante em I, i.e., se f(z) = ¢ para qualquer z € I, entao ¢é
claro que my = M, = c para qualquer k, e temos:

P) = i M Az, = kaAxk = ZcAmk =c(b—a)
k=1

k=1

A igualdade S(f,P) = S(f,P) sugere que, neste caso, a aproximacao
que referimos é exacta, o que alids é geometricamente ébvio.

Seja f(z) = x e I =[0,1], e considere-se a partigao P,, formada pelos
n + 1 pontos igualmente espagados 0 = zg < 27 < -+ <z, = 1,
donde Az, = % e xp = % Como f é crescente e continua, é claro que
mg = f(xp_1) = k-1, ¢ My = f(zx) = x. Temos portanto

n n n—1
— 1 k 1 k-1 1 k
S(fﬂ’):EkE:l;eﬁ(fap)zgkél - :Eg:lg-

Recorrendo a usual férmula da soma dos termos de uma progressao
o 1

aritmética, obtemos > ), k = n(n2+ ), e portanto estas somas de Dar-

boux sao dadas por

L1 2) e S(1 P = 51+ ).

ﬁ(fa,Pn) = 2

Repare-se que neste caso temos
1l _< < 1

Note-se que por isso + é o UNICO nimero real a que satisfaz as de-

2
sigualdades
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o que concorda naturalmente com o usual resultado elementar sobre a
area do triangulo que neste caso é a regiao de ordenadas da funcao f.
Na notacao da teoria da integracao, escrevemos

1
1
/xd:v:—
0 2

Seja g(z) = 2% e I = [0, 1]. Tomamos novamente a particio P, referida
no exemplo anterior, formada pelos pontos xp = % Ja vimos que

233 o e T3 on?

(k-1 1 1 1L _1 3n-1
e B B T T R T

Temos neste caso que

_ k21 1 1 1 3n+1
Sﬁﬂﬂ=§: — €

&ﬁﬂﬂ<1<§mP@eQﬁng_gﬁn0:%HQ

3
Deve ser claro que, tal como Arquimedes observou, % ¢ 0 UNICO nimero
real o que satisfaz as desigualdades

S(f,Pn) < a < S8(f,Pn)

1
1
/ 22dy = =
0 3

Nao se deve concluir dos exemplos acima que as somas superiores e
inferiores de uma dada funcao se aproximam sempre, a medida que
utilizamos particoes “mais finas”, i.e., com mais pontos de subdivisao.
Para ilustrar esta observagao, consideramos a funcao dir, no intervalo
I =[0,1], e supomos que P = {xg,x1," - ,z,} é uma qualquer particao
de I com n + 1 pontos. Como o intervalo I = [zp_1, )] tem mais
do que um ponto, temos my = min{dir(z) : x € I} = 0, porque
Ij; contém irracionais, e My = max{dir(z) : z € I} = 1, porque Ij
também contém racionais. Segue-se que

e devemos ter por isso

ZMkASUk—ZACUk—l e S(f,P kaAxk—O

k=1 k=1
Por palavras, todas as somas superiores de Darboux da funcao de
Dirichlet no intervalo I sao iguais a 1, e todas as somas inferiores sao
nulas, independentemente da particao usada no seu cédlculo. Neste
caso, portanto, as ideias de Arquimedes nao nos ajudam a determinar
um valor para o integral da funcao de Dirichlet, que no contexto da
teoria aqui desenvolvida nao tem integral, ou seja, ndo € integravel.
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A definigao original de Riemann é equivalente a seguinte:

Definicao 4.2.3 (Funcao Integravel). Se f estd definida e é limitada no
intervalo I = [a, ], dizemos que f é INTEGRAVEL no intervalo I se e s se,
para qualquer € > 0, existe alguma particao P do intervalo I tal que

g(fa,P) _ﬁ(f,P) <€
Caso contrario, dizemos que f NAO E INTEGRAVEL em I.

Exemplo 4.2.4. Nos termos da definicao anterior, os resultados referidos
nos exemplos 4.2.2 podem ser resumidos como se segue:

e Qualquer funcao constante é integravel em I = [a, b,

2

e As fungoes f(x) =z e g(x) = x* sao integrdveis em I = [0, 1],

e A funcao de Dirichlet nao € integravel em I = [0,1], e na realidade
nao ¢ integravel em nenhum intervalo com mais do que um ponto.

Os exemplos anteriores também sugerem que se f é uma funcao integra-
vel num dado intervalo I = [a, b] ent@o o integral de f é o Wnico niimero real
«a que satisfaz as desigualdades

S(f,P) <a < S(f,P), para qualquer particdo P do intervalo I.

Para verificar que existe efectivamente algum nimero que satisfaz as de-
sigualdades acima, necessitamos de introduzir algumas ideias e resultados
auxiliares.

Se P e P’ sao partigoes do mesmo intervalo I, dizemos que P’ é MAIS
FINA DO QUE P, ou é um REFINAMENTO de P, se e s6 se P’ O P. Deve ser
6bvio que neste caso P’ conduz a uma subdivisao dos intervalos determinados
por P. O préximo resultado compara somas superiores e inferiores corre-
spondentes a particoes distintas. Note-se que é valida para qualquer funcao
limitada, independentemente de hipdteses sobre a sua integrabilidade.

Proposicao 4.2.5. Seja I C R um intervalo limitado de extremos a < b, e
I — R uma funcao tal que m < f(x) < M para x € I. Sejam ainda P e
P’ particoes de I. Temos entio:

a) m(b—a) < S(f,P) <S(f,P) < M(b-a).
b) Se P' é mais fina do que P, S(f,P) < S(f,P") <S(f.P") <S(f.P).
¢) Em qualquer caso, S(f,P) < S(f,P').

Demonstracao.
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Observamos que, como m < my < My < M, é claro que

S(f,P) :ZMkAxk SZMAH% =M(b—a)e
k=1 k=1

ﬁ(f’ P) = Z mpAzy > Z mAxy, = m(b - a)
k=1 k=1

Demonstramos apenas a desigualdade relativa as somas superiores,
porque a verificagdo para as somas inferiores é analoga. Supomos
que P = {zg,x1, -+ ,x,} e designamos por M} o supremo de f no
subintervalo [zp_1,xk]|. Escrevemos ainda Axy = zp — xp_1.

Supomos ainda que P’ tem precisamente mais um ponto do que P,
porque o caso geral é claramente uma consequéncia deste. Designamos
o ponto adicional por z, e notamos que existe i tal que z; 1 < z < x;.
Designamos por M; 1 o supremo de f no intervalo [z;_1, 2] e por M; 2 0
supremo de f em [z, z;. Deve ser evidente que M; 1 < M; e M; o < M;,
e em particular

M;1(z —zi—1) + M, 2(x; — 2) < Mi(z — xi-1) + M;(z; — 2) = M; Az,
Um momento de reflexdo mostra assim que

§(f, 7)) — g(f, 7)/) = MZ‘AJ'Z‘ — MZ’J(Z — xi—l) — Mi72(1‘2‘ — Z) Z 0

Consideramos a parti¢ao P” = PUP’ e aplicamos a afirmagao anterior,
para obter

S(f,P) < S(f,P") < S(f.P") <S(f.,P)

O

Dada uma fungao f limitada num intervalo I, é conveniente considerar
todas as suas somas de Darboux em [, agrupando-as de acordo com a sua
natureza. Designamos por %(f, 1) o conjunto de todas as somas superiores
da fungao f no intervalo I, e por X(f,I) o conjunto das respectivas somas
inferiores. Claro que estes conjuntos nao sao vazios, e a proposicao 4.2.5
mostra que

seX(f,l)eSeX(f,I)=s<S

Em particular, as somas superiores sao majorantes do conjunto X(f, I) das
somas inferiores. Concluimos do axioma do supremo que o conjunto X(f, )
tem SUPREMO «, e temos

S(f,P) < a, para qualquer partigao P.
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Como o supremo do conjunto X(f,1) é o menor dos seus majorantes, e
qualquer soma superior é majorante de X(f, ), concluimos igualmente que

a < S(f,P), para qualquer parti¢ao P.

Dito doutra forma, existe pelo menos um numero real a que “separa” as
somas inferiores das somas superiores, ou seja, tal que

S(f,P) <a < S(f,P), para qualquer particao P.

Esta desigualdade mostra igualmente que a é minorante do conjunto % (f, I).
Se 3 é o INFIMO de X(f, ), podemos agora concluir que

S(f,P) <a<pB<S(f,P), para qualquer particio P.
Referimo-nos aos ntimeros « e (3 como se segue

Definicao 4.2.6 (Integral Superior e Integral Inferior). Se f é uma funcao
limitada no intervalo limitado I = [a,b] entdo os respectivos INTEGRAL

—b
SUPERIOR [ f(x)dx e INTEGRAL INFERIOR fb f(z)dz sao dados por
La

—b
(a) Integral Superior de f em I: / f(z)dz = B = inf X(f, ).

b
(b) Integral Inferior de f em I: / f(z)dx = a = sup X(f, I).

Exemplo 4.2.7. No caso da func¢do de Dirichlet (exemplo (4) em 4.2.2)

temos

/ din(a)de =1 e / dir(z)dz = 0.

<0

Podemos facilmente refrasear a definicao 4.2.3 em termos destas nogoes:

Teorema 4.2.8. Se f é uma func¢ao limitada no intervalo I = [a,b] entdo

a) f € integrdavel em I se e sé se / f(z)dx = / f(z)dz, e neste caso,
a ;)

b) A :/ f(z)dx :/ f(z)dz é o tnico real tal que

-—a

S(f,P) < A<S(f,P), para qualquer particio P de I
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Demonstragao. Supomos primeiro que f é integravel e € > 0, e observamos
que existe uma particao P tal que S(f,P) — S(f,P) < e. E entao claro que

S(f,P) < /f dm</f r < S(f,P) e portanto

/f dx—/f 5(/,P)~S(f,P) <e

. P . il b .
Como € é arbitrario, temos necessariamente [ f(z)dz = iaf(:c)dx, e fé
integravel em 1.
Por outro lado, dado € > 0, e como o integral superior é o infimo das
somas superiores, existe uma particao P’ tal que

—b —b
)/f(w)dmﬁ?(f,?')</ f(z)dz +¢€/2

Analogamente, e como o integral inferior é o supremo das somas inferiores,
existe uma particao P” tal que

(2) /bf() > S(f,P") /f dz — /2

—aQ

Tomando P = P’ U P”, segue-se da proposigao 4.2.5 que
S(f,P") <S(f,P) < S(f,P) <S(f,P")

Usando agora (1) e (2), e supondo que o integral superior e o integral inferior
sao ambos iguais a «, temos

a—¢€/2<S(f,P")<S(f,P) <S(f,P)<S(f,P)<a+e/2
Concluimos que a particao P satisfaz
a—¢/2<S(f,P)<S(f,P) < a+¢e/2, donde S(f,P) —S(f,P) <e

Para verificar a afirmagao b), basta notar que se temos para qualquer par-
ticao P de I que
S(f,P) < A< S(f,P)

entdao A é majorante do conjunto das somas inferiores e minorante do con-
junto das somas superiores, pelo que

/ b Fa)de < A < 7b flw)ds

E assim ébvio que se a funcao é integravel s6 podemos ter
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Definicao 4.2.9 (Integral de Riemann). Se f é uma fungao integravel no
intervalo limitado I = [a, b] entao o seu INTEGRAL no intervalo I, designado

f; f(z)dz, é dado por

/abf(:n)dm - 7b f(2)dz = [ f(z)dz

Exemplo 4.2.10. Sendo f uma funcao limitada no intervalo limitado I =
[a, b], suponha-se que existem parti¢oes P, tais que S(f, Pn) —S(f,Pn) — 0
quando n — oo, que ¢é o caso dos exemplos (1) a (3) em 4.2.2). Temos entao

b —b
S(f.Pu) < / fla)ds < / f(@)de < S(f,Py)

E imediato concluir que f é integravel em I e que tanto S(f,P,) como
b

S(f,P,) convergem para f(z)dz. Podemos finalmente concluir que,

a
agora de acordo com as definigdes formais ja apresentadas, temos

b 1 1 [t 1
/ cdr = c(b— a),/ xdr = —,/ 2ide = -
a 0 2 0 3

4.3 Funcoes Integraveis

Pode ser dificil aplicar directamente a definicao de integral apresentada na
seccao anterior para decidir se uma dada funcao f é efectivamente integravel.
Veremos nesta seccao alguns “critérios de integrabilidade” de verificagao
mais simples, e que permitem estabelecer com facilidade a integrabilidade
de muitas das func¢oes que encontramos em aplicacoes da teoria.
Comegamos por uma observacao muito atil, que generaliza o argumento
utilizado a propédsito do exemplo de Arquimedes, e que permite apresentar
facilmente multiplos exemplos de fungoes integraveis. (Ver figura 4.4).

Teorema 4.3.1. Se f € limitada e mondtona no intervalo I = |a,b], entdo
f € Riemann-integrdvel em 1.

Demonstragao. Supomos que f é crescente, ou seja, f(a) < f(b) (o caso
decrescente ¢ tratado de forma inteiramente andloga). Consideramos a
partigdo P, = {xo,...,x,} formada por n pontos xj igualmente espagados,
donde:
Amk:xk—xk,l = b_a.
n

Como f é crescente, temos my = f(xx_1) e My = f(xy), e portanto:

n n

S(f, Pa) = S(f, Pa) = > (Mg — my) Ay, = > [f () = fan-a)]

k=1 k=1

b—a
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A soma & direita é evidentemente telescépica, pelo que

PO fan) — )] =

k=1

g(f,Pn)—ﬁ(f,Pn):

E portanto ébvio que S(f, P,) —S(f, P,) — 0, e segue-se, como observamos
no exemplo 4.2.10, que a funcao f é integravel. O

T
~~~~~~~~~~~ :
Jlag) [ a
f(:vk—l”m [UUUR DR D) DR -
g

f@
- Ax = b=a

To=a X1 Th—1 Tk b=z,

Figura 4.4: Integrabilidade de uma fungao mondétona.

Muitas fungoes uteis em aplicagdes do Calculo s@o apenas mondétonas em
subintervalos do seu dominio convenientemente escolhidos. Por exemplo, a
funcao coseno nao é monodtona em R, mas é-0 em qualquer intervalo da
forma [nm,(n + 1)7]. O teorema anterior em combinacdo com o seguinte
permite decidir facilmente pela integrabilidade dessas funcoes em qualquer
intervalo.

Teorema 4.3.2 (Aditividade em relagao a regido de integracao). Sejam
a,b,c € R tais que a < ¢ < b e suponha-se que f : [a,b] — R é uma func¢do
integrdvel em [a,c] e em [c,b]. Entdo f € integrdvel em [a,b] e temos:

/abf=/:f+/cbf-

Demonstragao. Seja o = fac fep= fcb f. Dado € > 0, existem parti¢oes P;
de [a,c] e Py de [e,b] tais que:

§(f.?Pl)_ﬁ(f.?Pl) <€/2€§(f,P2)—§(f,P2) <€/2
Temos portanto que

a—¢/2<S(f,P)<a<S(f,P)<a+e/2e
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B—e/2<S(f,P) <B<S(f,Pp) <B+ef2
E facil de verificar que P = P; U P, é uma particao de [a, b] para a qual
g(fap) :g(fapl) +§(fap2) < a+ﬁ+€a

S(f,P)=S(f,P)+5(f,P)>a+pB—ce
?(f7P)—§(f7P):g(f,Pl)—ﬁ(f,Pl)—i—?(f,Pg)—§(f7P2)<5.

Segue-se que f é integravel no intervalo [a,b], e

b
a—i—ﬂ—ag/ flx)de <a+p—c¢

Como ¢ é arbitrario, concluimos que f é integrével em [a,b] e que:

/abfonrﬁ:/:er/cbf-

[a, ] e, b] [a, D]

Figura 4.5: Aditividade em relacao a regiao de integracao

. . . , . b
Nota 4.3.3. E muito conveniente usar o simbolo do integral fa f mesmo
quando a > b, e para isso introduzimos as seguintes convencoes:

/:f:O, /abf:—/baf,sea>b.

é facil verificar que se f é integrdavel no intervalo I entao temos

/abfz/:f+/cbf

agora para quaisquer a,b,c € I (i.e., mesmo que a < ¢ < b nao se verifique).
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O proximo teorema exprime uma das propriedades mais fundamentais
do integral. Deve observar-se que é um resultado com uma interpretacao
geométrica relativamente simples, em especial em b).

Teorema 4.3.4 (Linearidade do integral). Sejam f,g funcoes integrdveis
no intervalo I = [a,b] e c € R. Entdo:

b b b
(a) f+ g € integrdvel em [a,b] e/(f—i—g):/ f—l—/ qg.

b b
(b) cf € integrdavel em |a,b] e/ cf:c/ f.

a

Demonstragao. Para demonstrar (a), seja entao o = fabf ef= fab g. Dado
e > 0 sabemos que existem parti¢oes P e Py de [a,b] tais que:

(4.1) a—g<§qjmgagmﬁa)<a+g
(4.2) -5 <S(gP2) <B<S(g.Pr) < B+

Consideramos a particato P = P; U P», e um dos seus subintervalos [, =
[#x—1,x]. Designando por My, M| e M;' os supremos de f+ g, f e g no
intervalo I, notamos que
z €I, = f(z)+ g(z) < My, + My = My, < M, + M}

Podemos agora concluir que

S(f+9,P)<S(f,P)+S(g,P) < S(f,P)+S(g, ) <a+pB+e¢
Temos analogamente que

S(f+9,P)=5(f,P)+5(9,P) 2 5(f, P1) + 8(9, P2) > a+ 5 —e
Obtemos finalmente que

a+B—e<S(f+g,P)<S(f+g,P)<a+p+e

Como ¢ é arbitrario, isto mostra que f + g é integrdavel em [a,b] e o seu

integral é dado por:
b b b
[Grag=avs=[1+ [0

A demonstragao de (b) é bastante mais facil e fica como exercicio (é 1til
considerar separadamente os casos ¢ > 0, c=0e ¢ < 0). O
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De um ponto de vista intuitivo, é claro que a area de uma regiao é uma
quantidade positiva, e a drea de uma parte dessa regiao nao pode exceder a
area da totalidade dessa regiao. O préximo resultado exprime e formaliza
esta propriedade em termos do integral.

Teorema 4.3.5 (Monotonia do integral). Sejam f, g fungées integrdveis em
I =[a,b].

b
(a) Se f(x) >0 para todo o = € [a,b] entao / f>0.

b b
(b) Se f(z) < g(x) para todo o x € |a,b] entdo/ f g/ g

(¢) Em particular, se m < f(z) < M para todo o x € [a,b] entdo:
b
mb-a) < [ f<MO-a)

Demonstragao. A demonstragao de (a) fica como exercicio. Para demonstrar
(b) notamos que f(x) < g(x) se e s6 se g(x) — f(x) > 0. Assim, aplicando
(a) & fungao g — f e usando a linearidade do integral, obtemos:

[orfrmfionzom frefs

Finalmente, aplicando (b) as fungoes constantes g(x) = m e h(z) = M,

obtemos:
(b—a):/abmg/abfg/abM:M(b—a).

Dada uma funcao real f é por vezes tutil considerar separadamente as
suas partes POSITIVA fT e NEGATIVA f~, que sdao dadas por:

vy Jf@), se f(z) >0, )0, se f(x) >
f (x)_{O, se f(x) <0 I )_{—f(x), se f(xz) <0
Note-se que f™ e f~ sdo as tinicas solucoes do sistema

f=rr=f , {f+=ﬂﬂ+fV2
_, ou seja, _
{|ﬂ=f++f : = (/1 - £)/2
Veremos imediatamente a seguir que as funcoes fT, f~ e f sdo integraveis
quando f € integravel, e obteremos ainda a chamada desigualdade triangular,
que generaliza a usual desigualdade

n
>
i=1

O

n
< Z |2
i=1
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A A [ A A

Figura 4.6: As fungoes f, f*, f~ e |f|.

Teorema 4.3.6 (Médulo e integral). Seja f : [a,b] — R uma fungao in-
tegrdavel. Entao |f| é uma funcao integravel em |a,b] e temos:

Lffglmﬂ

Demonstragao. Dado € > 0, seja f uma fungao integravel em I = [a,b] e
P = {xo,x1, -+ ,x,} uma particao de [a,b] tal que

§(f,73) _ﬁ(f77)) <€

Sejam My, e my, respectivamente, o supremo e infimo de f no subintervalo
[x—1,x%], € M, e m), o o supremo e infimo de |f| no mesmo subintervalo.
Observe-se que

e Se my, > 0 entdo M} = Mj, e mj, = my, donde M) —mj = My — my,.
e Se M}, < 0entao M; = —my, e mj, = — M}, donde M] —mj = My —my,.

e Se My, > 0 e my <0 entdao M, = max{My, —my} e m) = 0 donde
M —m) < My, — my,.

Temos assim em todos os casos que M —mj < M, —my, e portanto
g(‘f‘7p) - ﬁ(’f”'])) < §(f77)) - §(f7 P) <,
donde | f| ¢ uma fungao integravel em I. Segue-se do Teorema 4.3.4 que f1 =

(Ifl+f)/2e f~ =(f] — f)/2 também sao funcoes integraveis. Recorrendo
também ao Teorema 4.3.5, concluimos que:

/abf /ab(f+—f‘)‘: /abf+—/abf“§
gl”*+l%’zl%ﬁ+f)zlﬂﬂ
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Exemplo 4.3.7. O Teorema 4.3.6 diz-nos que se f é integravel em [a, b
entao |f| também é integravel em [a,b], mas o reciproco, em geral, nao é
verdadeiro. Por exemplo, para a funcao f : [a,b] — R definida por:

-1, sex€a,bNQ;
flx) =
1, sexc¢lad]\Q;
temos que |f| = 1 é uma funcado constante. Portanto |f| é integrdvel em

[a,b], mas f nao é integravel em [a, b].

Estabelecemos em seguida a integrabilidade de fungoes continuas em
intervalos limitados e fechados.

Teorema 4.3.8. Se f é continua no intervalo limitado e fechado I = [a, b],
entdo f € integravel em I.

Demonstragao. Dado € > 0 e um intervalo J = [¢,d] C I, dizemos que J tem
a propriedade-¢ se e s6 existe existe uma particao P = {zg,z1, -+ ,z,} do
intervalo J tal que M} —m;. < € para cada um dos correspondentes subinter-
valos [xg_1,zk]. Vamos provar que o intervalo inicial I tem a propriedade-e,
para qualquer € > 0, argumentando por contradigao.

Dado um qualquer intervalo J = [¢, d] decomposto em dois subintervalos
J1 = [e,s] e Jo = [s,d], é facil verificar que se J; e Jo tém a propriedade-e
entdao J tem a propriedade-e. Portanto, se o intervalo inicial I; = I NAO tem
a propriedade-e, m é o ponto médio de I, J; = [a,m] e Jy = [m,b], entdo
pelo menos um destes subintervalos NAO tem a propriedade-¢, e designamos
esse intervalo que nao tem a propriedade-e¢ por Is.

A observacao acima é também aplicavel a I, pelo que se dividirmos Iy
pelo seu ponto médio, pelo menos um dos subintervalos resultantes nao tem a
propriedade-¢, e designamo-lo por I3. Este processo de subdivisao prossegue
indefinidamente, ou seja, existe uma sucessao de intervalos encaixados I; D
Is D - -+ menhum dos quais tem a propriedade-e.

Pelo principio do encaixe, existe um ponto § € [a, b] comum a todos estes
intervalos, e f é continua em &. Note-se finalmente que

e Existe 0 > 0 tal que z € V5(§) NI = |f(x) — f(§)] < /2.

e Para n suficientemente grande, temos I,, C Vs(c), e portanto o maximo
M e o minimo m de f em [,, satisfazem

M—-—m<|M—f&)|+1f(€) —m|<e/24+¢€/2=c¢.

Temos entao que o intervalo I,, tem certamente a propriedade-e¢, o que é
impossivel, e resta-nos concluir que o intervalo inicial I tem a propriedade-e
para qualquer € > 0, como querfamos provar.
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Dado € > 0, existe portanto uma particao P = {xg,x1, - ,x,} de I tal
que My, —my, < € para cada um dos correspondentes subintervalos [z_1, zk].
Notamos que

n

S(f,P) = S(f,P) =Y (My — mg) Ay, < (b— a)e,

k=1
donde se segue imediatamente que f é integravel em I. U
O walor médio de um conjunto finito de nimeros Vi, Vo, -+, V,, é dado,
como sabemos, por
I
V=- Vi.

Generalizamos esta nogao para definir o valor médio de uma funcgao in-
tegravel num dado intervalo I = [a, b] como se segue:

Definigao 4.3.9 (Valor Médio de uma fungao integréavel). Se f é uma funcao
integravel em I = [a,b] o seu VALOR MEDIO no intervalo I é dado por:

_ 1 b
F=i=s |ty
Exemplos 4.3.10.

(1) Supondo que v(t) representa a velocidade de um ponto material em
movimento rectilineo no intervalo I = [a, b, entao fab v(t)dt é o deslo-
camento total do ponto no intervalo I, e

_ 1 b deslocamento
U= v(t)dt = ——
b—a /, duragao

é o que usualmente designamos por wvelocidade média no intervalo I.

(2) Como fol r?dr = 1/3, segue-se que o valor médio de f(z) = 22 no

intervalo [0, 1] é também 1/3.

Observamos ainda que se m e M sao, respectivamente, o infimo e o
supremo de f no intervalo I entao segue-se directamente de 4.3.5 ¢) que
m < f <M. Se f é continua em I entdo m e M sdo o minimo e o mdzimo
de f e segue-se do Teorema do Valor Intermédio que existe ¢ € I tal que

f(c) = f, resultado que se costuma enunciar na seguinte forma:

Teorema 4.3.11 (Teorema do Valor Médio para Integrais). Se f é continua
em I = [a,b] entdo existe c € I tal que

b
/f@wxzﬂ@w—w
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4.4 Os Teoremas Fundamentais do Calculo

E possivel encarar a operagao de integracao (tal como a de diferenciagao)
como um processo de obter uma nova funcdo a partir de uma func¢ao dada,
e essa alteragao de ponto de vista revela, como veremos, a verdadeira chave
para a resolucao do problema de cdlculo de integrais. Comegamos por in-
troduzir a nogdo de INTEGRAL INDEFINIDO, que é uma funcao da forma

P - | " fbyat,

onde a é uma constante e x é uma varidvel. Comegamos por verificar que,
quando a fungao f é integravel num dado intervalo I = [a, b, a fungao F' fica
definida para qualquer x € [a, b], porque f é também integravel em qualquer
intervalo [a, z] C [a,b], como resulta do teorema seguinte.

Teorema 4.4.1. Se f € integrdvel no intervalo I = [a,b], entao f € também
integrdvel em qualquer subintervalo fechado J C 1.

Demonstragao. Dado € > 0, existe uma particao P do intervalo I tal que
g(fa,P) _ﬁ(f,P) <€

Sendo J = [¢,d], e P' = P U{c,d}, entdao P’ é uma particao de I mais fina
do que P, e portanto
g(fa P/) - ﬁ(f’ Pl) <€

Notamos finalmente que P” = P’ N [¢,d] é uma particao do subintervalo J,
e deve ser claro que

g(fa PI/) - ﬁ(f’ P”) < g(f’ P/) - ﬁ(fa PI) <€
Concluimos assim que f é integravel em J. O

A definicdo que aqui introduzimos para a funcao logaritmo é uma apli-
cacao directa da nocao de integral indefinido.

Definicao 4.4.2 (Logaritmo Natural log). Se z > 0, 0 LOGARITMO NATU-
RAL de x designa-se por log(z), e é dado por

1
log(z) :/ Zdt
1

Aproveitamos para mostrar que as propriedades do logaritmo que referimos
no teorema 2.2.7 sao efectivamente consequéncia desta definigdo. Observa-
mos primeiro que o integral existe quando x > 0 porque a funcao integranda
é mondtona no intervalo de extremos 1 e x. Notamos também que, quando
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F' é um integral indefinido de f, é facil reconhecer do teorema 4.3.2 e da
nota 4.3.3 que

z+h T z+h
F(m—i—h)—F(m):/ " f(t)dt—/ f(t)dt:/ oyt

Aplicamos a identidade anterior a fungao log para concluir que

x+h 1
log(x + h) — log(z) = / Zdt'

xT

Deve ser claro que, se h > 0,

1
< —quandoz <t<z+h,
T

donde se segue do teorema 4.3.5 c) que(*)

<log(x + h) — log(z) = / ;dt < -

xT

T+ h

Podemos agora concluir que, quando h > 0,

1 - log(z + h) —log(z) 1 /x‘”‘ 1 1

x+h "~ h h
e temos assim que

lim log(x + h) — log(x) _ l
h—0+ h X

Deixamos como exercicio adaptar estes calculos ao caso h < 0, para con-
cluir que a derivada da fungao logz é 1/x. A propriedade fundamental do
logaritmo, expressa na identidade

log(wy) = log(x) + log(y),

é na realidade uma consequéncia da regra de diferenciacao do logaritmo.
Para o reconhecer, fixamos y > 0, e consideramos a funcao dada para = > 0
por g(z) = log(zy). A funcao g é diferencidvel, e uma aplicacdo imediata
da regra de diferenciagao da fungao composta conduz a ¢'(x) = 1/x. Por
outras palavras, a funcao log e a funcao g tém a mesma derivada, ou seja,
a sua diferenca tem derivada nula, e é por isso uma funcao constante para
x > 0. Mais exactamente, existe C' € R tal que

g(r) = log(ry) = log(x) + C

“Deve verificar que as desigualdades em b) do teorema 2.2.7 sdo casos particulares
desta.
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Tomando =z = 1 na identidade anterior, obtemos C' = log(y), o que é exac-
tamente a “propriedade fundamental” do logaritmo acima mencionada. As
restantes observagoes feitas sobre a funcao logaritmo no teorema 2.2.7 sao
agora muito faceis de deduzir da definicao 4.4.2, e ficam como exercicio.

Para entender porque razao estas observagoes sobre a funcao logaritmo
sao de interesse geral para o problema do céalculo de integrais, consideramos
novamente o exemplo de Arquimedes, e tomamos

x
F(x) = / t2dt
0
Tal como no caso do logaritmo, notamos que
z+h
F(x+h)— F(x) = / t2dt
x

Supondo que h > 0, é mais uma vez ébvio que 2? < t? < (x + h)? para
qualquer t € [z, x + h|, e portanto temos

z+h
h-ngF(x—l—h)—F(x):/ t2dt < h-(z+h)?, e

F(x+h) - F 1 [eth
22 < ($+2L (x):ﬁ/ 2dt < (z + h)°.

Segue-se imediatamente que

h—0+ h

e é mais uma vez facil generalizar este resultado ao caso h < 0, para concluir
que F'(x) = 22, para qualquer z € R. Esta observacdo permite-nos calcu-
lar o valor F(x), sem recorrer a qualquer tipo de aprorimagdo com somas
superiores e/ou inferiores, porque jd conhecemos func¢oes G com derivada
G'(r) = 2%

Considere-se a funcdo dada por G(z) = x3/3, que satisfaz G'(z) =
F'(x) = 2%, A diferenca H = F — G satisfaz H'(x) = 0, e é por isso
constante. Dito doutra forma,

3

F(m):/ tht:G(w)—i-C:%—i-C.
0

Quando z = 0, e como F(0) = G(0) = 0, obtemos C' = 0. O resultado de
Arquimedes é portanto um caso especial da seguinte identidade

x 3
/ 2dr =2
. 3

Estas observacoes sao na verdade muito gerais, e formalizam-se em dois
resultados que se dizem os Teoremas Fundamentais do Cdlculo. Relativa-
mente a diferenciacdo de um integral indefinido, podemos desde ja provar o
seguinte:
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Teorema 4.4.3 (1° Teorema Fundamental do Calculo). Se f € integrdvel
em I = [a,b], F é dada em I por F(z) = [* f(t)dt + F(a) e f € continua
em ¢ € [a,b], entao F'(c) = f(c).

Demonstragao. Se f é continua em ¢ € [a, b], entao
(4.3) Veso Js>0 Vaer |z —c] <d= flc) —e< f(z) < f(c) +e.

Tomando x > ¢ para simplificar, observamos que temos

F(x) = F(c) _ . ! . / " byt

r —cC

De acordo com (4.3), temos para |z — ¢| < 0 que

1

r —cC

F(z) — F(c) - 1

Tr —cC r —cC

JRCEE [ 1+ .

Concluimos que:

o el <0 f(0)—e < DTy < pe e
Por outras palavras,
tim PO =IO ) ow P(0) = (o)

O

Exemplo 4.4.4. A funcdo de Heaviside H é mondtona, e portanto in-
tegravel, em qualquer intervalo limitado. Tomamos

€T ~ >0 1 o O
F(m):/ htyde =2 7Y donde Fl(w) =4 0T
-1 0, sex <0, 0, sex<O0.

Segue-se que F'(z) = H(x) para x # 0, como é garantido pelo 1° Teorema
Fundamental. Note-se também que F', nao sendo diferencidvel na origem,
é em qualquer caso continua, o que é uma propriedade geral dos integrais
indefinidos.

Teorema 4.4.5. Seja f uma funcao integravel em I = [a,b]. A fungdo
F : [a,b] — R definida por:
x
Fw) = [ 1,
a

€ continua em I.
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Demonstragao. Como a funcao f é integravel, por definigao, é limitada, ou
seja, existe L > 0 tal que

|f(z)| < L, Yz € [a,b)].

/chrh f

E portanto claro que F(c + h) — F(¢), quando h — 0. O

Seja entao ¢ € [a, b]. Temos que:

<

[F(c+h) = F(o)] =

\Msmm

Quando a funcao integranda f é continua, qualquer um dos seus integrais
indefinidos F' é diferencidvel e a respectiva derivada é I/ = f. Dizemos neste
caso que F' é uma PRIMITIVA de f, e observamos, tal como fizémos a respeito
do exemplo de Arquimedes, que o célculo do integral de f se reduz na pratica
a determinacao de uma qualquer primitiva de f.

Teorema 4.4.6 (2° Teorema Fundamental, ou Regra de Barrow). Seja f
uma fungao continua em I = [a,b] e G : [a,b] — R uma primitiva de f em

I. Temos entao: )
/f@ﬁ=0@—0@

Demonstragao. Com F(x) = [ f(t)dt, notamos que F'(z) = G'(x) = f(z).
Segue-se que a dlferen(;a H G — F é constante, ou seja,

Glz) = Flz) + C = / FO)dt+C

Com z = a obtemos G(a) = C, e

/ f(t)dt + G(a), em particular G(b / f(t)

E pratica comum abreviar a expressao “F'(b) — F(a)” como se segue

F(b) - Fla) = F(a)[;Z, = F(@)l;.

Tr=a a

Exemplos 4.4.7.

(1) Se n € N entao f(t) = t" é uma funcdo continua em R, e G(t) =
t"*1/(n + 1) é uma sua primitiva. Temos portanto, e generalizando
novamente o exemplo de Arquimedes,

b tn+1 t=b 1
/ t"dt = 1 = —— (b"+1 - a"“)
n
a

Con+1

t=a
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(2) A funcao f(t) = cost é continua em R, e G(t) = sent é uma sua
primitiva. Temos portanto

m
/ costdt = sentﬁig =senm —sen( =1
0

(3) A fungao f(t) = ﬁ ¢ continua em R, e G(t) = arctant ¢ uma sua

primitiva. Temos portanto

1
1 _
/ ot = arctantZ = w/4 4w/ =

(4) A funcio f(t) = €' é continua em R, e é uma sua primitiva. Temos
portanto
2
/ eldt = et‘i;i =21
0

(5) Se n € N entao f(t) = 1/t" é uma funcao continua em qualquer
intervalo I que nao contenha a origem. Se n > 1 entao a funcao

G(t) = W é uma primitiva de f em I. Temos por exemplo que
G(t) = —# ¢ uma primitiva de f(t) = ti?) em [ =|0, o[, donde
/2 L _ 1|7 _ 113
B 262, 8 -8

A relagao entre a continuidade e a integrabilidade de uma dada funcao f
é uma questao técnica dificil, que nao analisamos neste texto, mas é evidente
de exemplos anteriores que existem fungoes integraveis que nao sao continuas
em todos os pontos do seu dominio. Por esta razao, é interessante observar
que a regra de Barrow pode ser demonstrada sem fazer qualquer referéncia
explicita a continuidade da integranda. O argumento utilizado revela ainda
uma relacao profunda entre o 2° Teorema Fundamental e o Teorema de
Lagrange que discutimos no Capitulo anterior.

Teorema 4.4.8 (2° Teorema Fundamental do Célculo (2% Versao)). Se F' é
continua em I = [a,b] e diferencidvel em ]a,b[, onde F' = f, e f € integrdvel
em I, entdo

b
F(b) — F(a) = / f(z)dx.

Demonstragao. Dada uma qualquer particao P = {a = xg, 21, -+ ,x, = b}
do intervalo I, observamos que
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porque a soma a direita ¢é telescépica. Do Teorema de Lagrange aplicado em
cada subintervalo [zj_1, 2], concluimos que existem pontos x} €|xp_1, x|
tais que

F(xp) — F(xg—1)

= F'(z}) ou F(zp)— F(zp_1) = F'(z})(zx — 1), donde
Tk — Tk-1

F(b) = Fa) = Y f(af)(wy, — w-1).
k=1

Com my = inf{f(z) : © € I3} e My = sup{f(z) : © € I}, é evidente que
my < f(x3) < My, e portanto

S(f,P) < F(b) = F(a) = > f(x})(wx — z5-1) < S(f,P).
k=1

Como F(b) — F(a) satisfaz a condigao
S(f,P) < F(x) — F(a) < S(f,P) para qualquer particio P,

e por hipétese a funcao f ¢é integravel, podemos concluir que

b
F(b) — F(a) = / F(t)dt.
Ol

E muito interessante notar que a hipdtese de integrabilidade de f é in-
dispensdvel neste teorema, porque é possivel que f tenha primitiva sem que
seja integravel. Dito doutra forma, existem fungoes que sao derivadas de
outras funcgoes, mas que nao sao integraveis. O préximo exemplo ilustra
essa possibilidade

Exemplo 4.4.9. Definimos G : R — R por G(z) = 22 sen(x%) para z # 0,
e G(0) = 0. A funcao G é diferencidvel em R, e a sua derivada é dada por

1 2 1
G'(z) = 2xsen(—) — = cos(— ), para x # 0, e G'(0) =0
(x) (-3) — 2 cos( ), paraz #0, e G'(0)
A fungao G é diferencidvel em R, mas a sua derivada f = G’ nao ¢ integrdvel
em nenhum intervalo que contenha a origem, porque f é ilimitada nesse
intervalo.

O 2° Teorema Fundamental na versao que acabamos de apresentar mostra
que a sua aplicacao nao depende efectivamente de restricbes sobre a con-
tinuidade da integranda, mas exige ainda que a condigdo G'(x) = f(z) seja
satisfeita em todos os pontos do intervalo de integracao, com a possivel ex-
cepcao dos extremos desse intervalo. Notamos a seguir que podemos aligeirar
esta restri¢ao, pelo menos em casos simples onde a identidade G'(z) = f(x)
falha num numero finito de pontos.
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Teorema 4.4.10 (2° Teorema Fundamental do Célculo (3* Versao)). Se G
¢ continua em I = [a,b], f € integrdvel em I, e G'(x) = f(x), excepto num

congunto finito D, entdo
b
a) :/ f(z)dzx
a

Demonstragao. Supomos que existe apenas um ponto ¢ €|a, b[ onde a con-
digdo G'(z) = f(x) falha. O 2° Teorema Fundamental na sua versao 4.4.8

permite-nos concluir que
/ f(x)dx e F(b / f(x

Concluimos do teorema 4.3.2 que

/ab flz)de = /:f(x)dx + /cb f(x)de =

Exemplos 4.4.11.
(1) Seja f(z) =sgn(z) a funcao SINAL de z, dada por

sen(x) = +1 para x > 0, e
& | —1paraxz <0.

A funcao f nao é continua na origem, qualquer que seja o valor f(0),
mas f é integravel em qualquer intervalo [a, b]. Sendo F'(x) = |z|, entdo
F é continua em R e diferencidvel para x # 0, onde F’(z) = sgn(z).
Segue-se que em qualquer intervalo I = [a, b] temos

x b
F(b) — F(a) = / f(t)dt, ou seja, / sgntdt = |b| — |al.

(2) Seja g : R — R dada por

(@) = 1+senzx, se x <0
g\*) = 22, se x > 0.

A fungao g é integravel em qualquer intervalo limitado [a, b], indepen-
dentemente do valor g(0). Qualquer funcao G da forma

x—cosx+Cq,sex <0
G(x) = 3
@) %+Cg,sex>0
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satisfaz G'(z) = g(x) para z # 0, quaisquer que sejam as constantes
C4 e Cy. Um célculo imediato mostra que

lim G(z) =Cye lim G(z)=C1 -1
h—07F h—0~

Tomando Cy = 0 e C7 = 1, e definindo G(0) = 0, a fungao G é continua
em R, e temos, por exemplo,

2 11
/ g(x)dr = G(2) — G(—1) = = — (—1) + cos(—1) = 3 + cos 1

4.5 Técnicas de Primitivacao e Integracao

Como vimos na secgao anterior, o céalculo de integrais estd directamente
relacionado com o cédlculo de primitivas. Passamos aqui a designar por

/ f(z) do

uma qualquer primitiva de f num dado dominio I, que quase sempre deix-
amos subentendido. Por outras palavras, convencionamos que

x) = /f(w) dr em [ < F'(x) = f(x), para qualquer x € I.
Recordamos que se I é um intervalo e F' é uma primitiva de f em I entao
x) = /f(w) dx em I <= G(z) = F(z) + C, para qualquer z € I.
Deve ser claro que todas as regras de diferenciacdo que estudamos até aqui

sao também regras de primitivacao. Os exemplos seguintes, de primitivas
imediatas, ilustram isto mesmo.

Exemplos 4.5.1.

(1) F(w):/ex deem R <= F(z)=¢"+C
(2) F(x):/senx dr em R <= F(x) = —cosxz +C

cosz dr em R <= F(z) =senz + C

em R <= F(z) = arctanz + C

o=
/x dz em R <= F(z) = A
9= [
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Quando o dominio em causa nao ¢é a recta real, pode ser restrito a um
intervalo, como no exemplo seguinte, mas pode ser mais complexo.
Repare-se que no exemplo (7) existem duas constantes arbitrarias,
uma para cada um dos intervalos disjuntos em que se decompoe o
dominio.

(6) Quando I =] —7/2,7/2],

F(w):/seCQx dr em I <= F(z) =tanx 4+ C em I .

(7) F(x) :/1/95 dx em R\ {0} <—

[ logl|z|+ C1, parax >0e
F(z) = { log || + C2, para x < 0.

Deve reconhecer-se que, em geral, o problema da primitivacao pode
ser tecnicamente muito dificil. Por exemplo, e apesar de nao demonstrar-
mos aqui esse facto, existem fungoes “elementares”, como f(z) = e ou
g(z) = (senz)/x, cujas primitivas nao podem ser expressas como com-
binagGes algébricas simples de outras funcoes conhecidas, e s@o por isso
simplesmente novas funcgoes, a juntar as que ja referimos. Existem no en-
tanto multiplas técnicas auxiliares de calculo de primitivas, que passamos a
estudar, e que nos permitem alargar substancialmente a classe de fungoes
que podemos primitivar, e portanto integrar, por processos relativamente
simples.

Primitivacao e Integracao por Partes

Vamos agora estudar alguns métodos de primitivagao que serao tuteis no
calculo explicito de integrais. Comecamos por um método que permite, por
exemplo, calcular uma primitiva da fungao f(x) = zlogz.

Teorema 4.5.2 (Primitivagao por partes). Sejam f, g funcgoes diferencidveis
em I = [a,b]. Entao:

/&@w@wmzﬂmmm—/f@m@ym

e portanto, se qualquer um dos integrais referidos existe, o outro existe igual-
mente e temos

b b
[ 1@ @) do = lr@gta)ls - [ F@)gte) da.
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Demonstracao. Para a demonstragao basta observar que a regra de derivagao
do produto se escreve:

(f9)=fg+fd & fd'=(f9)—[g

Portanto, temos que:

[td=[war~[ra=ss- [ 1a

Exemplos 4.5.3.

(1)

Para calcular uma primitiva de z log x, tomamos
f(x)=logx e ¢'(x) = x donde f'(z) =1/z e g(x) = x2/2

A regra de primitivacao por partes conduz a:

2 2 2
/xlogm dmz%logm—/% dx:%logx—%.

E por vezes util tomar ¢'(x) = 1. Por exemplo, para calcular uma
primitiva de log x, tomamos

f(z)=logz e g (x) =1 donde f'(x) =1/ e glx) =2

A regra de primitivacao por partes conduz a:
x
/logx dxr =zlogx — / —dxr =xlogx — x.
x

Pode ser necessario aplicar repetidamente o método de primitivagao
por partes até atingir a primitiva pretendida. Para calcular uma prim-
itiva de z2e*, tomamos

f(z) =2%e g (z) = €e” donde f'(z) =2z e g(z) =€®

A regra de primitivacao por partes conduz a:

(i) /:UQex dr = z%e® — 2/£C€$ dx.

Para calcular uma primitiva de ze®, tomamos
b

f(x)=xeg'(x) =¢" donde f'(z) =1e g(z) =¢"
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A regra de primitivagdo por partes conduz a:

(ii) /xex dx = ze® — /ex dx = ze® — e”.

Por simples substituigdo do resultado em (ii) na identidade (i), obte-
mos entao

/ T dr = r?e” Q/xe:” dr = 2%e® — 2(ze” — ).

A aplicagdo do método de primitivacao por partes pode conduzir a
primitiva inicial, mas mesmo nesse caso é possivel terminar o calculo.
Para calcular uma primitiva de e* cos x, tomamos
/ /
f(x)=¢€"e g (x) = cosz donde f'(x) =e" e g(x) = senx
A regra de primitivacao por partes conduz a:
(i) /egC cosz dxr = e*senx — /exsenx dx.
Para calcular uma primitiva de e” sen z, tomamos
/
f(x) =¢€" e ¢(x) = senx donde f'(z) = e” e g(x) = —cosx

A regra de primitivagdo por partes conduz a:

(i) /e”C senx dx = e cosx — /e”C cosx dz.
A substitui¢ao do resultado em (ii) na identidade (i) conduz agora a

/emcosx dx:exsenx—(emcosx—/emcosx dx), ou

1 1
/em cosz dr = §em senx — §em CoS T

Primitivacao e Integracao por Substituicao

Um outro método muito 1til no célculo de primitivas é a seguinte aplicagao
directa da regra de diferenciacdo da fungdo composta:

Teorema 4.5.4 (Primitivagao por substituicao). Se f e g sdo funcoes difer-
encidveis, entdo:

/f Ydu => F(u /f da.
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Este resultado escreve-se usualmente de forma mais sucinta, mas impre-
cisa, porque deixa subentendida a substituigao de u por u(z), como

[ twdu= [ tig@)q @) ds

Demonstracao. Para a demonstragao basta observar que se F' é uma primi-
tiva de f, entdo, pela regra de derivacao da funcao composta:

(Fog) =(Fog)g =(fog)d
O

Na prética, o método de primitivacao por substituicao para o calculo do
integral

[ Ho@g @) da.
tem trés passos:

(1) Substituir no integral original g(x) por u e ¢'(z)dz por du. Depois
desta manipulacao, sé a variavel u deve aparecer;

(2) Encontrar uma primitiva da funcdo resultante (em que a varidvel é u);
(3) Substituir de volta u por g(z).
Os préximos exemplos ilustram este método.
Exemplos 4.5.5.

(1) Tomamos u = senx e du = cos xdx, para obter

5 5 ub  senbx
sen’ xr cosx dx = udu:F: 6

2) Tomamos u = logz e du = Ldx, para obter
( g :

1 1
/ dr = / — du =logu = log(log ).
u

zrlogx

(3) Nos exemplos acima é relativamente simples identificar a substituicao
necessaria. Em geral, no entanto, essa é a principal dificuldade na
aplicacao da técnica. Para calcular

/\/1—:62 dz,
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recordamos a identidade v/1 — sen? u = cos u, que sugere a substituicao
r = senu, com dr = cosudu. Temos entao

1 2
/\/1—:62 dwz/cos%zduz/mdu:

2

2 4 2 4 2 * 4

Note-se a titulo de curiosidade que a classica férmula sobre a area do
circulo é

v sen(2u)  w  2sen(u)cos(u) arcsenz = xv1— a2

oS

1
/1 Mdﬂv: arcsenx+x\/1—x2
-1

2 4
—1

Primitivacao de Funcoes Racionais

E possivel primitivar qualquer funcéo racional, i.e. qualquer funcao da
forma:
p(z)  apa” + 12" 1+ +ag

fle) = q(x) b @™ A+ by 4+ bo’

em termos de fungoes elementares. Notem que podemos assumir a,, = b,, =
1. Por outro lado, também basta considerar o caso n < m, pois se n > m
podemos recorrer a divisao de polinémios para escrever:

) ()
fa) = B = ote) + 005,

onde g(z) é um polinémio e r(x) é o resto da divisdo, que tem grau inferior
a q(z). Por exemplo:

Assim, vamos assumir que a, = b,, =1 e n < m.
Antes de enunciarmos o caso geral, ilustramos o método quando p é um
polinémio de grau < 2 e ¢ é um polinémio do terceiro grau:

pl@) @+ wztag

A primitiva de f = p/q depende essencialmente da natureza do polinémio
denominador.

Caso 1. O polinémio denominador ¢ tem 3 raizes reais distintas, i.e.

q(x):(x_a)(x_ﬁ)(x_f}/)7 ComaaﬁafyeRa Q#B#V%a
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Neste caso, a fungao racional f = p/q pode ser escrita na forma

flx) = A + B + ¢ , com A, B,C € R,

r—a xT—0 T—7

pelo que
/f(x)dm:Alog]x—a] + Blog |x — B8] + C'log |z — 7]

Caso 2. O polinémio denominador ¢ tem uma raiz real simples e outra raiz
real dupla, i.e.

¢z)=(z—a)(z—pF)?, coma,fER, a#p.
Neste caso, a fungao racional f = p/q pode ser escrita na forma

A B C
v—a z-B @-pr’

flx) = com A, B,C € R,

pelo que

/f(ac)dm:Alog\x—a\—i—Blog\x—ﬁ]—%,

Caso 3. O polinémio denominador ¢ tem uma raiz real tripla, i.e.
q(z) = (x — a)®, com a € R.
Neste caso, a fungao racional f = p/q pode ser escrita na forma

flx) = A + B + ¢ com A, B,C € R,

r—a (z—a)? (z—a)’

pelo que
B C

—a 2@—a)?’

/f(ac) dx = Alog |z — of —
x
Caso 4. O polinémio denominador ¢ tem apenas uma raiz real simples, i.e.
q(z) = (z — a)((z — a)®> + V%), com a,a,b € R, b#0.

Neste caso, a fungao racional f = p/q pode ser escrita na forma

A Bx +C
f(x)_:c—a+(x—a)2+b2’

com A, B,C € R,

pelo que
Bx+C

/f(x)dx:Alog]x—a]—i—/mdx,
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onde a ultima primitiva é quase-imediata, podendo ser expressa usando as
funcoes logaritmo e arco tangente, da seguinte forma:

Bz +C B(x — a) Ba + b?
T = dr= | —= 7 e N
/(ﬂ:—a)2+b2 v /(m—a)Q—l—b2 x+/(:c—a)2—|—b2 *

B 2(z — Ba + b? 1/b
:5/ (z 2a)b2 iz + a;— / $_a/2 d
(z—a)*+ (52) +1

B Ba + b —
= Elog((x —a)?+ %)+ % arctan (m 7 a> .

Caso Geral. O que acabamos de ver é um exemplo particular do seguinte
resultado geral:

Teorema 4.5.6 (Decomposicdo em Fracgoes Parciais). Seja n < m, e
considere-se a funcao racional

fla) = p(z) _ 2" 4 ap_1z" 4+ ag
Q(x) "+ bm—lxm_1 + -+ bO .

Entao o denominador pode ser factorizado na forma:
pla) = (z—an)" - (x — )™ ([z — ar]? + b7)" -+ ([x — a]® + b)),

e a funcao racional pode ser decomposta na forma:

p(x) _
q()
ai,1 a1 ,ry a1 A r),
[(90 — ) (z — 061)”} [(96 —ag) (z — Oék)”“}
A1+ Biax Ais, + Bi s, }
_|_ [t R R _|_ ? ? _|_ _|_
[(ﬂf—al)QﬂLb% ((x —a1)?+ b))%
+ [M oy s T Buse }
(z —ap)? + b} ((z = a)? + bj)=

Notem que a factorizagao de ¢(x) dada pelo teorema tem o seguinte
significado:

® a,...,q SA0 as raizes reais de ¢(z) com multiplicidade, respectiva-
mente, 71, ..., 7g;

e a1+iby,...,a;+ib; sdo as raizes complexas de ¢(x) com multiplicidade,
respectivamente, si,...,s;;

Nao demonstraremos este teorema. Este resultado reduz o cédlculo da prim-
itiva de uma fungao racional a primitivas que ja conhecemos, pois temos
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(a) Para as raizes reais:
/ a alog(x —a), ser=1,
— dr = "
(x—oa)” W’ ser > 1.
(b) Para as raizes complexas:

A+ Bx B 2(x —a) 1
/ (a1 05 dx = Bl / (= a2+ 00 daH—(/H—aB)/ CED L dx.

A primeira primitiva pode ser calculada recorrendo a substituicao u =
(r —a)? + b>. A segunda primitiva pode ser calculada por aplicacio
sucessiva de primitivagao por partes, como no exercicio seguinte:

Exercicio 4.5.7. Usando primitivagao por partes, mostre que para s > 1:

/ 1 do — 1 T +23—3/ 1 d
@2+1)0 T 2s—2 @2+ 2s-2) @+

Primitivacao de Fungoes Trigonométricas

Para calcular primitivas de fungoes trigonométricas do tipo:
/ sen” x cos™ x dx,

usaremos as féormulas trigonométricas conhecidas:

1 — cos2x 1 + cos2x
sen2:ﬂ+0052x:1, sen2x:#, cos’y = ———

H4 varios casos a considerar:

Caso 1. Primitivas do tipo:

/sen”x dx ou /cos”x dx,

onde n = 2k é par. As férmulas trigonométricas acima permitem obter,
sucessivamente, uma expressao em poténcias mais baixas de seno ou coseno,
que eventualmente sabemos como primitivar. Por exemplo:

2
/sen4x dmz/(%) dz

1 1 1
= [ —dx—= 2 - 2(2
/4dx 2/cos(x)dm+4/cos(x)dx

_ /% dz — %/005(2@ dz + é /(1 +2c08(4z)) do
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e nesta ultima expressao sabemos calcular todas as primitivas.

Caso 2. Primitivas do tipo:

/sen"w dx ou /cos"x dx,

onde n = 2k 4+ 1 é impar. Neste caso, utilizamos a férmula trigonométrica
fundamental seguida de uma substituicao. Por exemplo:

/COS2k+1 z dr = /(1 —sen? z)* cos z dx

_ /(1 “2 du (= sena).

Caso 3. Primitivas do tipo:
/ sen” x cos™ x dx,

onde n ou m sao impares, sao tratados de forma andloga ao anterior. Por
exemplo,

/sem‘lxcos5 x dr = /sen4x(1 —sen®z)? cosz dx

- /u4(1 — )y (u=senz).

Caso 4. Primitivas do tipo:
/ sen” x cos™ z dx,

onde n e m sdo ambos pares. Neste caso, utilizamos as formulas trigonométricas

para sen’ z e cos® z, de forma analoga ao Caso 1.

Primitivacao de Funcgoes Racionais de Senos e Cosenos

Suponhamos que queremos calcular uma primitiva de uma funcao racional
de senos e cosenos:

/ R(senx,cosx) dx.

Existe uma substituigao (talvez um pouco inesperadal!) que permite reduzir
esta primitiva a uma primitiva de uma funcao racional usual. Como veremos
depois, é possivel primitivar qualquer funcao racional usual.

Consideremos entao a substituicao:

2

=T

x
u:tan§ & ¢ = 2arctan u, dx
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Observamos que:

9 sen?y sen? g

T 2
y:izarctanu = u” =tan“y =

cos?y 1 —sen?y
Resolvendo em ordem a u?, obtemos:

2
U 2 a1
T cos“y =1 —sen y—1+u2.

sen?y =

Usando as formulas trigonométricas para sen(2y) e cos(2y) obtemos:

U 1 2u
sen(x) = sen(2y) = 2senycosy = 2 . = ,
(x) (2y) YOOSY =2 s s T T2
1 u? 1 —u?

cos(z) = cos(2y) :COSQy_Senzyzzuu? T1tw? 14

Assim, a substituicdo x = 2 arctan u fornece:

2u 1 —u? 2
/R(senx,cosx) dx:/R<1+u2,1+u2> 12 du.

Concluimos, tal como tinhamos afirmado, que esta substitui¢ao transforma
uma primitiva de uma funcao racional de senos e cosenos numa primitiva de
uma funcao racional usual.

Exemplo 4.5.8.

dx 1 2 x
— = T 5 du (u=tan =)
3+ 5senx 3—|—51+sz2 1+u 2

/ 14 u? 2 J / 2 J
= . u = — u.
3u24+10u+3 14+ u? 3u? +10u + 3



158 CAPITULO 4. INTEGRAIS



Capitulo 5

Sucessoes e Séries

5.1 Definicoes Basicas

Ocupamo-nos neste capitulo de um problema que a primeira vista pode
parecer impossivel de resolver: o de definir e calcular somas com um niimero
infinito de parcelas, somas essas a que chamaremos séries. Trata-se no
entanto de uma questao muito antiga, ja discutida hd mais de 2.500 anos
por filésofos e matematicos da Antiguidade Cléssica, e a teoria construida em
torno desta ideia é hoje uma ferramenta com grande impacto na Matematica
e nas suas aplicagoes.

Zenao de Eleia, um fil6foso grego do século V A.C., é recordado em
particular por um conjunto interessante de problemas que envolvem somas
infinitas, e que o seu autor apresentava como paradoxos. Num dos seus
exemplos mais simples, Zenao considerou a soma

(5.1) 1+1+1+1+1+ +1+
’ 2 4 8 16 32 2n ’
onde usamos as reticéncias --- como terminagao a direita para sugerir que

a soma “nao tem fim”, ou seja, inclui como parcelas os inversos de todas as
poténcias naturais de 2. Esta soma é usualmente interpretada na forma do

PARADOXO DO CORREDOR: Um corredor desloca-se do ponto A para o ponto
B, que estdo separados por uma distancia unitdria d = 1. O corredor move-
se a uma velocidade constante e também unitdria v = 1, e portanto o tempo
necessario o deslocagio é T = d/v = 1. Por outro lado, o corredor demora
1/2 do tempo a percorrer a primeira metade do percurso, 1/4 do tempo a
percorrer metade do percurso restante, 1/8 do tempo a percorrer metade do
restante, e assim sucessivamente, pelo que o tempo total da sua deslocagdo
pode ser representado pela soma infinita indicada em 5.1. Zenao concluia
desta observacdao que, se a soma de uwm numero infinito de parcelas positivas
s0 pode ser infinita, entao o corredor nunca chegaria ao seu destino, o que
€ manifestamente absurdo!

159
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Em alternativa, e é essa a interpretacao actual, concluimos deste exemplo
que a soma de um ntmero infinito de parcelas positivas pode em certos casos
ser finita. No exemplo de Zenao, é natural esperar que

59 11 1 1 1 _1
(5.2) §+Z—|—§+E+§+"‘—

A Teoria das Séries, cujo estudo vamos agora iniciar, permite efectiva-
mente atribuir um total finito a algumas somas com um nimero infinito de
parcelas, e em particular sustentar a identidade que acabamos de apresen-
tar. Observamos primeiro que a notagdo que ja usamos para representar
somatoérios se adapta facilmente a representacao de séries. Por exemplo,
para representar a soma infinita (a série) em 5.2 escrevemos:

i1 IS SR S S S

2k 2 4 8 16 32
k=1

Note-se de passagem que a variavel k pode ser designada por qualquer outro

simbolo. A titulo de ilustracao, temos

1 1 &1
Ty
k=1 n=1 =1

Dizemos por isso que k é uma varidavel muda. Note-se também que podemos
alterar o dominio de variacao da variavel k sem alterar a série em causa.
Por exemplo, tomando n =k — 1 ou ¢ = k + 1, obtemos

1 1 1
Zg_k :Zgn+1 :Zzi—l
k=1 n=0 =2

Qualquer série é a soma dos termos de uma dada sucessao de termo geral
ag, ou seja, ¢ da forma

[e.e]
a1+a2++ak+:2ak
k=1

Dizemos igualmente que ay € o termo geral da série. Podemos por isso dizer
que o exemplo de Zenao é a série de termo geral ay = 2%, com 1 <k < oo.

Para decidir se uma dada série tem soma ou nao, comecamos por adicionar
apenas um numero finito de termos da referida série, para calcular o que
chamamos de uma soma parcial da série. Dada uma série qualquer » -, ax,
existe uma soma parcial para cada valor de n, ou seja, as somas parciais da
série formam uma SUCESSAO, desta vez com termo geral:

n
Sn:al—l—ag—i—---—l—an:Zak
k=1
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No exemplo de Zenao, temos

n
1 1 1 1 1 1 1 .
(5-3) Sn:kZ_IQ—k:§+Z+§+E+§+“'+2—n,ousqa,
1 3 7 15 31
51_57 52_17 S3_§7 S4_E7 S5_§7”'

Neste caso especifico, é facil apresentar uma representacao mais simples
para as somas S,,. Comegamos por observar que

1 1w 1 "1 1 1 1 1
R D Ir D el R TR TR
k=1 k=1

Subtraindo esta ltima identidade da identidade 5.3, obtemos uma soma
telescépica que pode ser imediatamente simplificada

1 "1 "1 " /1 1 1 1
5n‘§5n222—k—22m=z<2—k—ﬁ>=§—Qn+1
k=1 k=1

k=1

Concluimos assim que

1 1 1 1 1 1 1

O sentido a dar a identidade em 5.2 ¢é facil de compreender em termos
da nocao de limite, que Zenao naturalmente desconhecia. A soma em 5.2 é
DEFINIDA como o LIMITE da soma finita S,,, quando n — oo, ou seja,

= 1 1 1
55 Yoge=fim > ge= tm s = i (1-5) =1
Esta conclusao nada tem de surpreendente, porque sabemos que 2" — oo
quando n — oo, e portanto 2% — 0. Temos mais geralmente

Definigao 5.1.1 (Soma de uma série, série convergente). A série Y ;2 ay
é CONVERGENTE se e 86 a SUCESSAO DAS SOMAS PARCIAIS, de termo geral
Sp = Y p_y ak, tem LIMITE S € R quando n — 4o00. Dizemos neste caso
que a série tem SOMA S, e escrevemos

i ap = S.
k=1

Caso contrario, a série diz-se DIVERGENTE.

Exemplos 5.1.2.
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(1) A série de Zenao Y oo, 2% ¢é convergente e tem soma 1, porque
1
Sy = 1—2—n — 1, quando n — 400

(2) A série de termo geral constante ay = 1 é divergente, porque
n

Sn221:n—>oo.

k=1

(3) A série >3 (—1)* é divergente, porque

—1, se k é impar, e
Sn = ’
0, se k é par

Usamos muitas vezes a expressao “NATUREZA” (de uma série) para nos
referirmos a sua propriedade de ser convergente ou divergente. Por exem-
plo, a natureza da série de Zenao é “convergente”. Veremos adiante que,
quando estudamos uma dada série, é frequentemente possivel determinar a
sua natureza sem calcular explicitamente a sua soma. O préximo resultado é
fundamental na teoria das séries, e permite identificar com facilidade muitos
exemplos de séries divergentes.

Teorema 5.1.3. Se a série Y . | a, converge entio a, — 0 quando n — oo.

Demonstracao. Consideramos as somas parciais S, = 2?21 Qp, € SUPomos
que a série tem soma S € R, ou seja, S, — S quando m — oo. Definimos
ainda T}, = S,,_1, tomando para este efeito Sy = 0. A sucessao de termo
geral T), resulta de “atrasar” a sucessao .S, de um termo, e é claro que
temos igualmente T, — S quando m — +o0.(})

Como a, =S, — Sp,_1 =5, — T, € claro que a,, — S — S = 0. O

Exemplos 5.1.4.

(1) A série Y 7, \/%H é divergente, porque \/:_H — 400 # 0.
(2) A série Y 73 € divergente, porque a, = 505 — % # 0.

(3) A série Y32 (—=1)*k? é divergente, porque ar = (—1)kk? ndo tem
limite.

E absolutamente ESSENCIAL entender que uma dada série 7 | a, pode
satisfazer a condicao a,, — 0, e mesmo assim ser divergente, o que bem en-
tendido nao contradiz a afirmagao em 5.1.3. Por outras palavras, a condi¢ao
a, — 0 é necessdria, mas ndao suficiente, para garantir a convergéncia da
série em causa. O proximo exemplo é uma classica ilustracao deste facto, e
sera repetidamente referido no que se segue.

LA titulo de ilustracéo, no exemplo de Zen&o temos Si,S2, S3, 54, - = %, %7 %7 6

_ 1 3 7
eT17T27T37T47"'—07§7Z7§7"'
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Exemplo 5.1.5. A SERIE HARMONICA é a série 3.°°  1/n. E ébvio que o
seu termo geral satisfaz a,, = 1/n — 0, mas a série é na realidade divergente,
um facto que nao é certamente evidente. Para o reconhecer, basta-nos notar
que, por razoes geometricamente evidentes (ilustradas na figura 5.1 para o
caso m = 4), a soma parcial S, satisfaz a desigualdade:

1 mtl
(5.6) S = Z - > / Edm = log(m +1).
n=1 1

Esta desigualdade é na realidade verdadeira porque .S, é a soma superior da
fungao f(x) = 1/x determinada pela particao P = {1,2,--- ,n+ 1}. Como
o integral em causa é log(m + 1), e log(m + 1) — +o0, podemos concluir
que S,, — 4o00. Dito doutra forma, a série harmdnica € divergente.

N -

NS

1 2 3 4 5 6

4
1
Figura 5.1: Relagao entre logh e Z —
n=1 n

O exemplo de Zenao com que inicidmos esta seccao é apenas um caso
particular do que chamamos uma série geométrica, e veremos que estas
séries, apesar da sua simplicidade, tém um papel fundamental na teoria.
Em geral, uma série diz-se geométrica quando os seus termos formam uma
progressao geométrica, tal como definida em 5.2.2.5. Mais precisamente,

Definigao 5.1.6 (Série Geométrica). Uma série é GEOMETRICA se e s6 se
¢ da forma
o0 [ee]
Za-r”’l :Za-r”:a+a-r+a-r2+--- =a-(L+r+r2+---)
n=1 n=0

O exemplo de Zenao é a série geométrica obtida pela escolha a = r = 1/2,
e é muito interessante reconhecer que o processo que usamos para calcular
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a sua soma ¢é aplicavel a qualquer série geométrica. Basta notar que, sendo
S, a soma parcial da série geométrica em 5.1.6, temos novamente que:

Sn—r-Sn:Z(a-rk_l—a-rk) =a—a-r"=a-(1-7r"), donde
k=1

a—r"
1—7r"

(I1—=7r)-S,=a-(1—r")eser#1entao S, =

A determinacao da soma da série geométrica é agora imediata.

Teorema 5.1.7. A série geométrica y -y a-r""

ou |r| < 1. Caso |r| < 1, temos

> a

g a-r"_lzl .
—r

n=1

Demonstragdo. Supomos que a # 0, porque o caso a = 0 é trivial. Se a série
converge entdo a - r"~! — 0, pelo teorema 5.1.3, e portanto " — 0. E fcil
calcular o limite de r", e temos

L converge se e s6 sea =0

nao existe, se r < —1
lim 7 — 0,ser| <1
n—00 1,ser=1

400, se r > 1

Concluimos que se a série converge entao " — 0 e |r| < 1. Por outro lado,
se |r| < 1 entao r — 0, donde
a—r" a

Sy = —

1—r 1—r

O

E um exercicio muito simples mostrar, a partir da defini¢ao, as seguintes
operacoes algébricas sobre séries convergentes:

Proposicao 5.1.8. Sejam Y o ar € Y poq by séries convergentes e ¢ € R.
Entao, as séries Y po(ar + bg) e > p(cax) também sao convergentes e

> (a+b) =Y ar+ Y b,
- k=1 k=1

k=1

Z(c-ak) =c- Zak.
k=1

k=1
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Exemplo 5.1.9. Consideramos a série > > | (3,12—,1 + Qn%) Como vimos,
as séries geométricas de razao 1/2 e 1/3 sdo convergentes, e temos

o (o]

1 1 3 1 1
Z3n—1 T 1-1/3 2 ZQn—l BT
n=1 n=1

Concluimos assim que a série inicial é convergente, e

> (% + %) = (2); +(5)(2) = 13.

n=1

Exemplo 5.1.10. A representacdo de nimeros reais por dizimas infinitas
é uma aplicacao da nocao de série. Quando escrevemos, por exemplo, r =
0, ai1asazaqas - - -, onde os a, sao algarismos da representacao de x na base
decimal usual (e portanto a,, € um inteiro entre 0 e 9), estamos simplesmente

a dizer que
> a
n
x = —
Z 10n
n=1

Veremos adiante que a série acima é sempre convergente, e portanto efec-
tivamente representa um numero real, mas podemos desde ja mostrar que,
no caso de uma dizima infinita periddica, a série converge para um nimero
racional, que é alids facil de determinar. Ilustramos esta afirmacao com um
exemplo, mas deve ser claro que o argumento é aplicavel a qualquer dizima
periddica.

Considere-se entao x = 0,123123--- (subentendendo aqui que os alga-
rismos 123 se repetem indefinidamente). Note-se que

123 123 > 123

=0,123+0,000123 + --- = cee = —

v ’ +9 + 1.000 + 1.000.000 + ; 103

A série acima é claramente a série geométrica com

123 1 >, 123 125 A2 193

0= -2 apr—_"" donde _ _1.000  _ 1.000 _ 149

) E 3 1 999
1.000 1.000 vt 10" 1— 155 Tooo 999

Note-se de passagem que um dado niimero real pode ter duas representagoes
decimais distintas, o que ocorre sempre que tem uma representacao com
um numero finito de algarismos. Temos por exemplo que 1 = 1,000--- =
0,9999-- -, porque

© 9 9 9
_ _ _ 10 _ 10 __
0,999---=0,94+0,09+4+0,009 4 --- = W_l—l_z_l
n=1 10 10
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E especialmente surpreendente reconhecer que muitas das fungoes que ja
referimos podem ser representadas, e em particular calculadas, usando séries
de um tipo muito especifico, ditas séries de poténcias. Um exemplo particu-
larmente simples desta realidade resulta mais uma vez da série geométrica,
porque a identidade

1 (o.0]
(5.7) 1_xZZx":1+x+x2+---,para|x|<1
n=0
é certamente uma representa¢ao da funcao f dada por f(z) = ﬁ por

uma série de poténcias de x. Repare-se que o dominio da funcao f, que é
Dy ={eR:z #1}, ¢ distinto do conjunto no qual a soma da série coincide
com a fungao dada, porque este conjunto é como vimos o intervalo | — 1, +1].

E facil obter mais exemplos de funcgoes representadas por séries deste
tipo por substitui¢oes simples de x em 5.7. Substituindo x por —z, ou por
—x2, temos imediatamente

o0 [e.9]

1 1
) _ _ o\ 1) 1
59) — -1 i(—ﬁ)" _ i(—n%% para |z] < 1
’ 1+22 1—(—2?) — vt ’

Intuitivamente, as séries de poténcias generalizam a noc¢ao de polinomio, e
podem ser imaginadas como polindmios com um nimero de termos que pode
ser infinito, ou com grau que pode ser infinito. Como veremos, estas séries
de poténcias podem ser diferenciadas e primitivadas como se fossem somas
finitas. Por exemplo, a primitivagao das séries acima conduz a

0 pntl 0 1xn
_ n _ n—1%
(5.10) log(1+z) =) (~1) e > (1) —, para |z| <1
n=0 n=1
o x2n+1
5.11 t = —-1)" 1
(5.11) arctan(x) nzz;]( ) on £ 1 Pare lz| <

Estas tultimas identidades sao alids também validas quando x = 1, o
que nao é 6bvio das identidades iniciais em 5.10 e 5.11. Por exemplo, a
identidade 5.11 reduz-se para x = 1 a série dita de Gregory, e foi descoberta
ainda no século XVII.

T o~ 1 1 1 1
(5.12) arctan(1l) = — :Z(—l)” =14+ ...
4 n=0

2n+1 3 5 7



5.2. SUCESSOES 167

Analogamente, a série 5.10 quando x = 1 conduz a outra identidade interes-

sante:

(5.13)

5.2

> 1 1 1 1
10g(2)=2(—1)"n+1 =l-gtg—g+
n=0

Sucessoes

A seccao anterior deve deixar claro que o estudo das séries é, em larga
medida, uma parte da teoria mais geral das sucessoes. E por isso conveniente
relembrarmos e precisarmos alguns dos seus conceitos mais fundamentais.

Defini¢ao 5.2.1. Uma SUCESSAO REAL é uma func¢ao u : N — R. Dize-
mos que u(n) é o TERMO GERAL, ou TERMO DE ORDEM 7, da sucessao u,
representando-o normalmente por u,,.

Usaremos qualquer um dos simbolos u, (uy)nen Ou (uy,) para representar
uma mesma sucessao real.

Exemplos 5.2.2.

(1)
(2)
(3)
(4)

U, = 3 é o termo geral da sucessao u = (3,3,3,...).
Se up, =2+ 3n entdo u = (5,8,11,...).
Se up, = 3-2" entao u = (6,12,24,...).

Uma PROGRESSAO ARITMETICA ¢é uma qualquer sucessao que satisfaz
a condi¢ao uy4+1 = u, + r (onde r é constante), para todo on € N. O
seu termo geral é u, = a+ (n—1)r, onde a = uy é o primeiro termo, e
r é a RAZAO. A sucessdo u, = 2+ 3n do Exemplo (2) é uma progressao
aritmética, com primeiro termo a = 5 e razao r = 3.

Uma PROGRESSAO GEOMETRICA é uma qualquer sucessao que satisfaz
a condicao uy41 = uy, -7 (7 constante), para todo on € N. O seu termo
geral é u, = a-r""!, onde a = u; é o primeiro termo, e r é a RAZAO. A
sucessao u, = 3-2" do Exemplo (3) é uma progressao geométrica, com
primeiro termo a = 6 e razao r = 2. A sucessao referida no exemplo
de Zenao é a progressao geométrica com a = r = 1/2.

E comum definir sucessdes por recorréncia. Um exemplo classico é a
SUCESSAO DE FIBONACCI, dada por uy = us =1 € Upio = Upi1 + Up,
para qualquer n € N. Note-se que v = (1,1,2,3,5,8,13,21,34,...).

Por vezes nao se conhecem expressoes “praticas” para o termo geral
de uma sucessao, nem qualquer relagao de recorréncia para os seus
termos. Um exemplo classico é aqui o da sucessao de todos os nimeros
naturais primos, i.e., a sucessao u = (2,3,5,7,11,13,17,19,23,29, ...).
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E claro que qualquer sucessao nao passa de uma funcao real de varidavel
real com dominio D = N, e portanto as ideias e resultados sobre limites
que estuddmos no Capitulo 2 aplicam-se a sucessoes como se aplicam a
quaisquer outras fungoes. Exactamente por isso, no caso de uma sucessao
s6 faz sentido considerar o seu limite quando n — oo, porque s6 definimos
ilir(ll f(x) quando a é ponto de acumulagao do dominio de f.

Sendo u uma sucessao, designamos o seu limite por um qualquer dos
seguintes simbolos:

lim w, =limu, = lim u(n)
n—oo n—oo

E f4cil concluir da definicao 2.4.1 que
Proposigao 5.2.3.

(a) lim u, =a€R seesdseVe>03INeNn>N=|u, —a| <e.
n—oo

(b) lim u, =+oo se e sd seVe>03INeENn>N = u, > 1.
n—oo

(c) limun:—ooseeso’seV€>03N€Nn>N:>un<—%.
n—oo

E também facil mostrar que

Proposigao 5.2.4. Se a funcao f : R — R tem limite quando x — a,
Up # a € Uy — a quando n — 400 entdo

lim f(u,) = lim f(x)

n—-—+o0o r—a

Em particular, se u, = f(n) e existe o limite de f quando x — 400 entao

oo = o e F2)
Exemplos 5.2.5.
(1) Para mostrar que w, = % — 0 usando apenas a proposicao 5.2.4,

supomos dado um & > 0 arbitrario. Existe por razoes obvias um
natural N € N tal que N > %, ou seja, tal que 0 < % < e. E imediato
verificar que

1 1
n>N = |——0]|<e, ouseja, lim —=0
n

n—oo N

(2) Para calcular o limite de u,, = (1 + %)n, consideramos a fungao dada
por f(z) = (1+ )" para z > 0, donde u, = f(n). Observamos que

1\" 1\*
lim <1 + —) = 11141_1 <1 + —> = lim e*los(+1/2) — o1 — ¢
n

n—-+o00 x T—400
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porque temos, da regra de Cauchy, que

log(1 1/(1
lim zlog(l+ 1/z) = lim log+y) _, YVA+Y)
T——+00 y—0 Yy y—0
(3) Se u, =nsen(l/n) entao
: L L _.ooseny
ngrfw Up, = ngrfwnsen(l/n) = xgrfmxsen(l/x) = Z}Lr% - 1

(4) Seja 0 < a < 1, donde loga < 0. Temos entao

lim ¢” = lim o= lim e*°6% = lim ¢Y =0
n— o0 r—+00 r—+00 Yy——00

Sendo certo que os limites de sucessoes sao casos especiais de limites de

funcoes, é igualmente verdade que os limites de funcgoes se podem reduzir a

limites de sucessoes, através do seguinte resultado:

Teorema 5.2.6. Seja f: D C R — R uma fun¢ao. Entao, lim,_., f(x) =b
sse im f(u,) = b para qualquer sucessao real (u,) C D tal que u, — a e

Up, 7 G.

Demonstragao. A implicacao (=) foi referida na proposigao 5.2.4. Para
mostrarmos (<), suponhamos por absurdo que lim,, o f(u,) = b, para
toda a sucessao (x,) C D com u, — a, mas que b nao ¢é o limite de f(z)
quando x — a. Entao, existe um ¢ > 0 tal que para todo o § > 0 existe um
x € D tal que:

O0<|z—a|l<d e |f(x)—b>c.

Tomando § = %, obtemos para cada n € N um ntimero x,, tal que
1
0<|zp—al<— e |f(zn)—0b]>ce.
n

A primeira condigao garante que x, — a e a segunda condi¢ao garante que
b nao é limite de f(x,), o que contradiz a nossa hipdtese. O

Esta proposicao é por vezes uma forma pratica de mostrar que a funcao
f nao tem limite em a dado, determinando para isso sucessoes Uy, v, — a,
mas tais que f(u,) e f(v,) tém limites distintos.
Exemplo 5.2.7. Seja f(z) = sen(L) e a = 0. Considerem-se as sucessoes
1 1
—eUy = ———
2rn 1 27n 4 7/2

Up
E claro que u, — 0 e v, — 0, e temos f(u,) = sen(27n) = 0 e f(v,) =
sen(2mn + §) = 1. Pelo Teorema 5.2.6, concluimos que lim, g f(z) nao
existe, porque f(u,) — 0e f(v,) — 1.
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As seguintes defini¢des sdo ja conhecidas:
Definicao 5.2.8. Seja (u,) uma sucessao real. Entao:

(a) (uy) diz-se crescente (resp. estritamente crescente) se u, < ;1
(resp. U, < Up41) para todo o n € N.

(b) (uy) diz-se decrescente (resp. estritamente decrescente) se u,, >
Up41 (resp. uy > up41) para todo o n € N.

(¢) (up) diz-se majorada se existir M € R tal que u, < M para todo o
n € N.

(d) (uy) diz-se minorada se existir m € R tal que u,, > m para todo o
n € N.

Uma sucessao diz-se mondétona (resp. estritamente mondétona) se for
crescente ou decrescente (resp. estritamente crescente ou decrescente). Uma
sucessao diz-se limitada se for majorada e minorada.

Proposicao 5.2.9. Qualquer sucessdo (uy,) convergente é limitada.

Demonstragao. Se u, — a entao existe um natural N tal que
n>N=a—1<u,<a+1

E claro que o conjunto {u, : n > N} é limitado, porque estd contido no

intervalo de a — 1 a a + 1, e o conjunto {u, : n < N} é limitado, porque é

finito. Concluimos assim que o conjunto de todos os termos da sucessao é
igualmente limitado. ]

Notem que uma sucessao limitada pode nao ser convergente: a sucessao
u, = (—1)" é claramente limitada, mas nao é convergente. No entanto,
temos o seguinte resultado:

Teorema 5.2.10. Seja (u,) uma sucessao real.
(a) Se (u,) € crescente e majorada entao € convergente e

lim u,, = sup {uy, : n € N}.

(b) Se (uy,) € decrescente e minorada entao € convergente e

lim u,, = inf {u, : n €N},

Em particular, toda a sucessdo mondtona e limitada é convergente.
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Demonstragao. Faremos o caso em que (u,,) é crescente e majorada (o caso
em que (uy) é decrescente e minorada é completamente andlogo).
Como a sucessao (u,) é majorada, temos que existe

a=sup{u, : ne€N} eR.
Queremos portanto provar que
up —a < Ve>03INeN: (n>N=|u, —al<e).

Seja entao dado um € > 0 arbitrario. Pela propriedade do supremo, existe
algum uy tal que a —e < uny < a. Como (u,,) é crescente, vemos que para
todo o n > N:

uy <up<a =2a—c<u, <a.

Temos entao que

|up, — a| < e para todoon > N,

como se pretendia mostrar. ]

5.3 Séries de Termos Nao-Negativos

Séries de termos nao-negativos (STNN) sao séries da forma

o0
Zak, com ap>0,VkeN.
k=1

Proposicao 5.3.1. Uma STNN ), ai € convergente se e s6 se a sua
sucessao de somas parciais (sy) for majorada.

Demonstragao. Por definicao, a série é convergente se e s6 se a sucessao das
somas parciais s, = »_,_; ai for convergente. Como

Sp4l — Sp = Apg1 = 0,

vemos que a sucessao (s,) ¢ mondtona crescente. Logo, segue dos Teore-
mas 5.2.9 e 5.2.10 que (s,,) é convergente se e s6 se for majorada. O

Na pratica, pode ser dificil descobrir se a sucessao das somas parciais
de uma dada STNN é ou nao majorada. Os diversos CRITERIOS DE CON-
VERGENCIA que passamos agora a estudar sao técnicas especificas criadas
para determinar a natureza de STNN’s com base na proposi¢ao anterior.
Comegamos por considerar um critério a que aludimos quando estabelece-
mos a natureza divergente da série harmoénica.
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Critério de Comparagao

Quando 0 < a,, < b, para qualquer n dizemos que a série Y 7 | b, DOMINA
a série ) 7| a,. Neste caso, ¢ intuitivamente evidente que

& 9]
Zan:a1+a2+...+an+...Sbl+b2+...+bn+...:me
n=1

n=1

sendo que se a soma da série a direita é finita, é-o também a soma da série
a esquerda, e se a soma da série a esquerda é infinita, é-o também a soma
da série a direita. E esse o contetido do préximo teorema:

Teorema 5.3.2 (Critério de Comparacao para STNN). Sejam (a,) e (b,)
duas sucessoes reais tais que 0 < a, < b, , Vn € N. Entao:

[e.e] oo
E b, converge = E an, converge;

n=1 n=1
[e.e] [e.e]
Z an diverge = Z b, diverge.
n=1 n=1

Demonstragao. Sejam (sy,) e (t,) as sucessoes de somas parciais das séries

n
sn:Zak e tn:Zbk.
k=1

E evidente que s, < t, para qualquer n € N. Usando a Proposicao 5.3.1,
podemos entao concluir que:

dadas, i.e.

e >, by converge = (t,) majorada = (s,) majorada = ), aj, converge.

e >, aj diverge = s, — 400 = t, — +00 = >, b diverge.

Exemplos 5.3.3.

(1) A série de Zenao é convergente, ¢ > 7, 2% = 1. Segue-se que qual-

quer série com termo geral 0 < a,, < 2% é igualmente convergente, e
tem soma < 1. A titulo de exemplo, as seguintes séries (que nao sao
geométricas) sao todas convergentes, e todas tém soma inferior a 1,
porque os respectivos termos gerais nao excedem 1/2":

N - | > n
Zn+2n’23n+2n’22n(n2+1)

n=1 n=1 n=1
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(2) A série harmoénica é divergente, ou seja, ZZOZI% = —+o00. Portanto,
qualquer série com termo geral b, > % ¢é igualmente divergente. A
titulo de exemplo, as seguintes séries sao todas divergentes, porque os
respectivos termos gerais excedem 1/n:

[e.9]

n—+2 1
27 Z (n+1) ;n—1/2

(3) Se a < 1 entao n® < n e portanto 1/n* > 1/n. Concluimos assim que
— 1
A série Z vy diverge quando a < 1.
n=1
As séries da forma Y 0, na dizem-se SERIES DE DIRICHLET, e veremos
a seguir que sao convergentes quando a > 1.

E interessante observar que podemos aplicar o critério de comparacao
desde que a desigualdade a,, < b, seja valida apenas para todos os valores

de n “suficientemente grandes”, ou seja,

Teorema 5.3.4 (Critério de Comparacao para STNN). Sejam (a,) e (by)
duas sucessoes reais, e suponha-se que existe m € N tal que 0 < a,, < b,
para qualquer n > m. Entao:

[ee] [ee)
E b, converge = E an converge;

n=1 n=1
[ee] o0
Z an diverge = Z b, diverge.
n=1 n=1

Demonstracao. Definimos

- {0,sen<m

0,sen <m
Qa =
" ap, SE N> M

e analogamente by = { b sen>m
mny -

Podemos aplicar o teorema 5.3.2 as séries Y o7 | dy € y_ .- by, donde

[ee] oo
E converge —» E an converge;

n=1
[eS)

Z an diverge — b, diverge.
1

n

Resta-nos verlﬁcar que

E an converge <= E an converge;

n=1 n=1

Z Bn converge < Z b, converge.
n=1

n=1
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Considerando a série de termo a,,, definimos ¢,, = a,, — a@,, € notamos que a
série de termo geral ¢, é obviamente convergente, porque a sua soma é uma
soma finita. Observamos da proposi¢ao 5.1.8 que

oo oo oo oo oo
g a, converge —> E a, converge, porque g ay = g an + E Cn
n=1 n=1 n=1

n=1

n=1

[o.¢] o (o] o0 o0

E an converge —> g a, converge, porque E ap = E Ay — g Cn
n=1 n=1 n=1

n=1 n=1

O

Critério Integral

A técnica que usamos para estabelecer a divergéncia da série harmonica
(exemplo 5.1.5) é aplicdvel a qualquer série de termo geral a,, = f(n), onde
f:RT — R é uma fungio decrescente. Basta-nos observar que

o Z f(k) é uma soma INFERIOR de /1 f(z)dz, e
k=2

n n+1
o Z f(k) é uma soma SUPERIOR de / f(z)dx.
k=1 !

Escrevendo como é usual

00 y
/1 f(x)dx = lim f(x)dz,

y—oo Jq
obtemos um resultado particularmente simples e facil de aplicar.

Teorema 5.3.5 (Critério Integral para STNN). Seja f : [1,00[— R uma
fungdo positiva decrescente. Entdo a série Y -, f(n) converge se e sd se
existe e € finito o limite:

0 b
/1 f(x) de = bEI-Poo/l f(x) dx.

Demonstragao. Primeiro supomos que o limite [ f(z) dz = limp 4o flb f(x)dz
existe e é finito. Temos entao

kzzzf(k) S/l f(:n)d:gg/l () du,

e segue-se da proposicao 5.3.1 que a série Y -, f(k) é convergente, donde é
6bvio que > 72, f(k) é igualmente convergente.
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Supondo agora que a série é convergente, temos

Exemplo 5.3.6 (Séries de Dirichlet). Vimos que a série de Dirichlet

=1
Z — ¢ divergente, quando o < 1.
n

n=1

O Critério Integral esclarece facilmente a natureza da série para a > 1.
Neste caso, temos

* 1 b1 1 1 1
/ — dx = lim / — dxr= lim |— + =
. xY b—too J; ¥ b—otoo | (a—1b"1  a—1 a—1
Segue-se do teorema 5.3.5 que a série de Dirichlet é CONVERGENTE quando
a>1.

Note-se igualmente que a ideia subjacente ao teste integral permite por
vezes obter estimativas para o erro cometido quando substituimos a soma
de uma dada série por uma sua soma parcial.

Exemplo 5.3.7. Considere-se a série de Dirichlet com o = 2. Pretendemos
estimar a diferenca S — S,,, onde

1 1 =1
Zkz_ :Zﬁeportan‘coS—S = Z 72
k=1 k=1 k=n+1
E f4cil reconhecer que
o0 1 1
Z / :—dondeS < S <8, +—

k= n+1

Tal como observamos para o critério de comparacao em 5.3.4, o critério
integral pode ser formulado mais geralmente como se segue:

Teorema 5.3.8 (Critério Integral para STNN). Seja f : [1,00[— R uma
funcdo positiva decrescente para x > «. Entdo a série Zzozl f(n) converge
se e so se existe e € finito o limite:

0 b
/1 f(x) de = bEIJPoo/l f(x) dx
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Exemplo 5.3.9. Considere-se a série Y o ke=%/2. A funcdo dada por
f(z) = ze=*/2 é decrescente para = > 2 e temos

b b
/ ze 2 dy = —2(z + 2)671/2 — 6e /2,
1 1
Concluimos que a série em questao é convergente.

Critério do Limite

A verificacao das desigualdades referidas em 5.3.4 pode ser substituida pelo
célculo do limite da razao a, /by, se esse limite existir.

Teorema 5.3.10 (Critério do Limite para STNN). Sejam (ay,) e (by) duas
sucessoes reais de termos positivos, tais que

limZ—n:L com 0 < L < +o00.

n

Entao, as séries Y o2 | an €y 01 by sdo da mesma natureza, i.e., ou ambas
convergem ou ambas divergem.

Demonstracdo. A hipétese

limZ—":Lcom0<L<+oo,

n

garante que existe m € N tal que

L L
<a <2L = §-bn<an<2L-bn.

n
n>m = — —
2 " b,

Basta agora aplicar o Critério Geral de Comparagao do Teorema 5.3.4 a
estas desigualdades. O

O argumento anterior pode ser adaptado para mostrar que:
_ - oo = oo

e Se L =0 ¢ asérie ) ° b, converge entdo )~ a, converge, e
_ - o0 = )

e Se L = +o00 e a série )~ | a, converge entao y >~ b, converge.

Exemplos 5.3.11.

O critério do limite requer a utilizacdo de séries com natureza conhecida,
por exemplo, séries geométricas ou séries de Dirichlet.

(1) Para determinar a natureza da série

1
P
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é natural comparéd-la com a série geométrica »_ 1/3™, que é convergente,

porque a sua razao é r = 1/3. De facto, com a,, = ﬁ e b, =1/3" temos
1 n n n
a3 2
hma—n:hm 31 = lim =1—-lm(=-] =1-0=1
by T 3 3

Como a série geométrica Y sk de razdo r = 1/3 < 1 converge, conclufmos
do Teorema 5.3.10 que as séries sao da mesma natureza, ou seja, a série
> i5r também converge.

(2) Para determinar a natureza da série > —22tL " ohservamos primeiro
ny/n(n+1)

que, quando n é “grande”, temos

2n+1 2n 2
ny/nn+1) nvn2 0’

2n+1

— 1
ny/n(n+1) ¢ bn = n’

o que sugere a utilizacao do critério do limite com a,, =

Neste caso, obtemos

2n+1

ny/n(n 2 1 2+1
Vn(n+1) — lim n+ lim +1/n

. Gp .
lim — = lim =

im—— 9
bn 1 n(n+1) V1+1/n?

2n+1

ny/n(n+1)

Como a série harmonica Y 1/n diverge, segue-se que a série

diverge igualmente.

Critério da Razao

O critério da razao, também dito critério de d’Alembert, permite por vezes
esclarecer a natureza de uma série de termo geral a,, > 0 quando a razao
an+1/a, tem limite.

Teorema 5.3.12 (Critério da Razao para STNN (d’Alembert)). Seja )", a,
uma série numérica, com a, > 0 e tal que

. Qp41 =
lim = — r ¢ R.
Ap

FEntao:
(a) ser <1 a série ), a converge.
(b) ser>1 a série ), a, diverge.
Demonstragao. Suponhamos que r < 1. Se escolhermos r < s < 1, existe

um N € N tal que:
An+41

Qn

<s, Vn>N.
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E simples estabelecer por inducao que:

an+k < sfan, para qualquer k € N.

Como s < 1 a série geométrica Y > ays™Vs" converge. E também claro
que

AN+ skan

=1
ans—NsN+k = gy sk

Pelo Critério Geral de Comparagao para STNN, concluimos que a série
Yo% ap também converge.

Suponhamos agora que r > 1. Neste caso, se escolhermos 1 < s < r,
existe um N € N tal que:

a
n—+1>8, Vn > N.
Gn,

Isto mostra que:
2 k
AN+k 2 SAN+k—1 = S"AN+k—2 = *+* 2 S AN 2 AN,
donde limay, # 0 e a série Y ;° ay, diverge. O

Exemplos 5.3.13.

(1) Seja r > 0 e suponha-se que queremos determinar a natureza da série

Fazendo a,, = r"/n!, temos entao que

rn+1

lim &2t gy DN T g o)
an r n+1

n!
Concluimos pelo Critério da Razao (Teorema 5.3.12) que, qualquer que seja
r > 0, a série dada é convergente.

(2) O critério da razao nada diz quando r = 1. Por exemplo,

e para a série harménica Y oo | 1 temos any1/an =n/(n+1) - lea
série é divergente.

e para a série Y 7, # temos any1/a, = n?/(n+1)2 — 1 e a série é
convergente.
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