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1. Em P2 considere os pontos

P=[1:1:1, Q=[t*-3:1:0] e R,=[0:5-5:1], s,tcR.

(2 val.) a) Para cada par (t, s) determine a dimens3o do subespa¢o projectivo E; s C IP? gerado por
P, Q; e R;.
Solucao:
Et,s — P(Wt,s)
com

Wis = L{(1,1,1),(#* — 3,1,0),(0,s — 5,1) } .

Como
1 1 1 1 1 1
2—-3 1 0| —=]0 4—-t> 3-¢>],
0 s—5 1 0 s—5 1
temos
dim Wt,s =1+ car Bt75,
onde ) )
44—t 33—t
Bt’s_[s—’c') 1 }

Como B; s # 0 paratodoo t,s € R? e

det By s = 19 — 6t + s(t> — 3),

temos
dim B, s = dim W, — 1 = car By, = { L, sedet By, =0
’ ’ ’ 2, c.c
[ 1, se19-6t2+5(t2-3)=0
] 2, cc.
(1 val.) b) Determine a equagdo que define Ey 5.
Solucao:
Eys=,{(1,1,1),(1,1,0),(0,0,1)} .

Como

1 1 0 =z 1 1 0 =z

110 2| =0 00 z1—20 |,

1 01 = 0 -1 1 x2—xo
temos

E275 = {[.T[) I "EQ} S H’D2 X = xo}_



(1 val.)

(1 val.)

(1 val.)

(1 val.)

(1 val)

c)

Qual a equacdo da recta projectiva m que passa em Qo e Rg?

Solucao:

Qo =[-3:1:0 e Rg=[0:1:1].
Como

-3 0 0 1 1 =

1 1 29 | =0 1 x ,

0 1 xo 0 0 zg+ 321 — 322
temos

m = {[xg : x1 : x9] € P*: xo + 31 — 329 = 0}.

Determine m N Eo 5.

Solucao:
_ - = 4
{ To+ 3w — 32 =0 { vy =3ry [0 : @1t 2] = [m RS 901] :
Assim,

mﬂE2,5:[3:3:4}.

Indique, se existir, um referencial projectivo que inclua os pontos P, Q2 e Rg.
Solucao:

P=1:1:1], Q2=[1:1:0 e Rg=[0:1:1].
Como os vectores (1,1,1), (1,1,0) e (0,1,1) sdo linearmente independentes podemos,
por exemplo, considerar o referencial formado pelos pontos P, Q2, Rg e [2:3: 2].
Calcule a distancia projectiva dp2(P, Ry).
Solucgao:

dos (P, Ro) = dpo([1:1:11,]0: —5 : 1]) = arcos | (——(1,1,1)

1
% ) \/72>6(0’ _5a 1)

]

Determine a transformac3o projectiva 7 : P? — P? que verifica
T([1:0:0)=Q3 7(Qu) =R, 7(R;)=P e 7(P)=[1:0:0]

Solugao: 7([zp : x1 : z2]) = [T (w0, z1,x2)] onde

0 0 ¢ To
T(xg,z1,22) = | a 0 ¢ 1
0 b ¢ 9
Como 7([1:1:1]) =[1:0:0], temos, por exemplo, a =b= —1e ¢ =1, pelo que
0 01 o
T(wo,l’l,l’g) = -1 0 1 Tl 5
0 -1 1 T2

ou seja T([xo : w1 : k2] = [T2: T2 — T : T2 — T1].



(1 val.) h) Indique, se existirem, os pontos fixos de 7.
Solugao: Os valores préprios de

0 01
-1 01
0 -1 1

s30 as raizes do polinémio p(A) = (1 — A)(A\2 +1). O espaco préprio correspondente ao
valor préprio A = 1 (o tnico valor préprio real) é £{(1,0,1)}, pelo que 7 tem um dnico
ponto fixo: o ponto [1:0: 1].

2. Sejam f : H — H uma meia volta e g : H — H uma isometria inversa com pontos fixos em
H tais que
fi) = g(i) = 2i.
(2 val.) a) Determine as expressdes de f e g e indique os seus conjuntos de pontos fixos.
Solucao: Como f é uma isometria directa de H ent3o f é da forma

az+b
f(z)_cz—i-d
com a,b,c,d € R e ad — bc > 0.
Entdo f(i) = 2i implica
i+ b
f( :a?—k =21 b=—-2¢c e a=2d.
+d
ci

Como f é uma meia volta, temos f? = id, pelo que

a blfa b]_[a+be blatd) ] [4d®—2¢> —6ed | [k 0
c d c d | |clat+d) be+d® | 3cd d>—22 |7 |0 k

para algum k € R, e entdo
cd=0 e 4d* -2 =d* -2

Se ¢ = 0 entdo também d = 0 o que é impossivel. Concluimos assim que d =0 e

O dnico ponto de H fixo por esta isometria é o ponto zy = v/2i.
Como g é uma isometria inversa de H entdo g é da forma
azZ+b

cZ+d

f(z) =

com a,b,c,d € R e ad — bc < 0.
Entdo g(i) = 2i implica

—ai+b

- =21<b=2c e a=-2d.
—ci+d

fli) =



(2 val.)

(1 val.)

Como g é uma isometria inversa com pontos fixos em H temos que é uma reflexdo e
entdo g2 = id. Assim

9 (4d? + 2¢%)z — 2cd
= = H
9°(2) —cd z + 2¢2 + d? 7 VzE€

pelo que
cd=0 e 4d*+2c% =d* + 2

Se ¢ =0 entdo também d = 0 o que é impossivel. Concluimos assim que d =0 e

O conjunto de pontos fixos desta isometria é a recta hiperbdlica de equacio |z| = v/2.

b) Calcule a distancia hiperbdlica entre i e 2i e indique o ponto médio do segmento de
recta hiperbdlico que une estes dois pontos.
Solucao:
dg(i,2i) = 2arctgh 6 (i, 2i) = 2 arctgh =2 g retgh (X
1,21) = 2ar 1,21) = 2ar - — | =2ar - .
H &h ot S\ Ji T 24 \3
O segmento de recta que une 7 a 27 estd contido na recta de equag¢do Rez = 0, pelo que
o ponto médio entre estes dois pontos é da forma M = ai com 1 < a < 2.
Se X é um ponto fixo de g entdo, como g(i) = 2i, temos
pelo que todos os pontos da recta hiperbdlica m de equacdo |z| = v/2 so equidistantes
de i e 2¢. Assim o ponto médio M é o ponto de interseccdo de m com a recta hiperbdlica
Rez = 0, pelo que M = /2i.
Alternativamente, M = ai com 1 < a < 2 verifica
dss (ai i) = ds(ai, 20) < 0y (ai, ) 5(.2.)<:>\ai—i| lai — 2]
ai, i) = at, 24 ai, 1) = og(ai, 2t — = ,
" " " " lai +i|  |ai + 2
-1 -2 —1 2 —
o=l _Ja=2 ja-1_2-a¢ _ »_ o, 3
a+1 a—+2 a+1 a+2
c) Sendo h : H — H a isometria que fixa todos os pontos da recta hiperbdlica de equagido
|z — 1| = 2, determine h(1 + ).
Solucao:

O ponto 1 + i pertence a recta hiperbdlica n de equagcdo Rez = 1 que é perpendicular a
recta ¢ de equagdo |z — 1| = 2 (fixa por h). Assim h(n) = n pelo que h(1+ 1) € n, ou seja

h1+i)=1+ai

com a > 0.

Entdo, como ¢{Nn = {1 + 2i} temos

dg(1+ 1,1+ 2i) = dg(h(1 + i), h(1 + 2i)) = dg(1 + ai, 1 + 2i),



(1,5val.)

pelo que

o o N4i—(1+2) PN4a-(1+2) 1 a—2
Sp(1+4,14+2i) = du(1+ai, 1+2i) < = e-=2"2
(144, 1420) = on(l+ad, 1420) & o o = Th w1 =2 ¥ 3 at2

e entdo a =4. Assim h(1+1i) =1+ 4i.

Alternativamente, como h é a reflexdo na recta ¢ de equagdo

+3
-1’

I\

4
|z—1|:2<:>|z—1|2:4<:>(z—1)(§—1):4<:z:l+771<:>z:
7

ISy

e esta recta hiperbdlica é fixa por h, temos

z+3
hz) =z lz-1=2 2=
(=zel-1=26z=212
pelo que
z+3
h =
() ==

e entdo h(1l +1i) =1+ 4i.

. Diga, justificando, se as seguintes afirmacdes sdo verdadeiras ou falsas:

a) Existem pontos A, B,C, D € P! (com os trés primeiros distintos) e uma transformagio
projectiva 7 : P! — P! tal que

[A, B; C, D] # [t(A),7(B); 7(C), 7(D)].
Solucdo: Falso. Se 7 : P! — P! é uma transformacdo projectiva e
A':=71(A), B :=71(B), C':=71(C) D :=1(D)

entdo, como existe uma transformacdo projectiva que leva os pontos A, B,C, D nos
pontos A’, B',C’, D', temos necessariamente

[A,B;C,D] =[A",B";C", D'].

Alternativamente, podemos provar facilmente este resultado. Se ¢ : P! — P! é uma
transformac3o projectiva tal que

GA) =[1:0, ¢B)=[0:1] e ¢(C)=[1:1]
entdo [4, B; C, D] := ¢(D). Se 7 : P — P é uma transformacio projectiva e
A =1(A), B :=1(B), ' :=1(C) e D =(D)
entado
(por™)A)=[1:0, (Bor )(B)=[0:1] e (Sor )C)=[1:1]

pelo que
[A',B;C', D] := (o7 1) (D') = ¢(D) = [A, B; C, D].



(1,5val.)

(3 val.)

b) Para cada « €]0, [ existe um tridngulo esférico cuja soma dos angulos internos é 7 + .

Solucdo: Verdadeiro. Sejam ¢ e m os ciculos maximos de S? de equacdes z = 0 e
x = 0 respectivamente. Seja ainda n o circulo maximo de equagdo

axr +by =0

coma?+b2=1eb>0, ou seja, a = cosa, b =sina com « €]0,7[. Os trés circulos
maximos formam um tridngulo esférico A com &ngulos internos

£(¢,m) = £((0,0,1),(—1,0,0))
£(,m) = £((0,0,1),(—1,0,0)) =
L(m,n) = £((1,0,0), (cos o, sin e, 0)) = arccos((1,0,0), (cos a, sin e, 0)) = «v.

T
2
T
2

Assim, a soma dos angulos internos de A é m + a.

4. Seja ¢ C H uma recta hiperbdlica. Dados dois pontos zp,wy € H \ ¢ determine o minimo

do conjunto
A = {du(z0,2) + duy(wo,2) : z€ L} CR

e indique em que pontos de ¢ é obtido.
Solucao:

Se zp e wy estdo em lados opostos de ¢, o segmento de recta hiperbdlico que une zy a wy
intersecta £ num Unico ponto P e

dm (20, P) + dm(wo, P) = d(20, wo).
Como, pela desigualdade triangular temos
dH(ZO> Z) + dH(w()a Z) > d(207w0)> Vz € ‘ga

o minimo do conjunto A é d(zy,wp) e este valor é obtido no ponto P € /.

Se zp e wp estdo no mesmo lado de ¢, o segmento de recta hiperbdlico que une 2y a wy
nao intersecta . No entanto, usando a reflexdo R, na recta /, temos, pela desigualdade
triangular,

VzeH dH(Zo, Z) + dH(’wo, z) = dH<ZQ, z) + dH(Rg(wo), R@(Z))
= dm(20, 2) + dm(Re(wo), 2) > du(z0, Re(wo)).

Como zp e Ry(wp) estdo em lados opostos de ¢, o segmento de recta hiperbdlico que une
20 a Ry(wp) intersecta £ num Unico ponto @ e entdo

du (20, Q) + du(wo, Q) = d(z0, Re(wo)).

Assim, neste caso, o minimo do conjunto A é d(zp, R¢(wo)) e este valor é obtido no ponto

Qe



