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Ficha de Problemas n2 9
Equacoées Vectoriais de 12 Ordem

1 Exercicios Resolvidos

At

1. Determine e, onde A é a matriz:

100 [2 0 0
(a) A=|0 20 (b) A=1|3 4 0
00 1 4 4 4
1 -3 [ -3 2
(C)A_{:s 7} @ A= 5 3}
[1 3 —2 [ 3 -1 -1
(e) A=]0 1 -3 () A=| -2 3 2
|00 1 4 -1 -2
-2 1 0 0 -2 1 0 0
0 -2 1 0 0 -2 1 0
©® A=| o o 2 () A=14 ¢ 5 ¢
0 0 0 2 0O 0 0 =2

Resolucao:

(a) A matriz A é uma matriz diagonal, pelo que

et 0 0
et=1| 0 e* 0 |.
0 0 €



(b) A matriz A é uma matriz triangular superior. A equagdo vectorial y’ = Ay, com
y(t) = (z(t),y(t), 2(t)), é equivalente ao sistema de equagdes diferenciais lineares:

7 =
y =3r+ 4y
Z=4dx + 4y + 4z

Resolvendo este sistema de equa¢des lineares por substituicdo sucessiva (comecando pela
primeira equagdo) obtém-se:

ae?t

y(t) = —2ae? + be*t com a,b,c € R.
ae® + 4btett + cett

Escrevendo a solugdo na forma X(t) = S(¢)C, em que C' é um vector coluna de constantes
(i.e., um vector arbitrdrio de R?)

& 0 0 a
y(t) = —%e% ¢
Q2 gttt

obtém-se uma matriz solugdo fundamental (MSF) de y’ = Ay:

Calculando a MSF em ¢t =0

1 0 0
S0)=|-210
1 01
Tem-se entdo que
N 1 007"
e = S()STH0) = Se?t et 0 -2 10
e?t  Atett e 1 01




(c) Comegamos por calcular os valores préprios de A:

1-A =3

det(A—)\[):‘ 5 7

‘:)\2—8>\+16:(A—4)2:0 & A=4

Temos assim um dnico valor préprio A = 2, cujos vectores préprios associados v = (a, b)
sao dados por:

—3 =3 a 0
(A-4l)v=0 < {3 31[[)1{01 & 3a+3b=0 & b=-a
Estes vectores préprios sdo, pois, da forma v = a(1,—1), com a € R, de onde se extrai
apenas um vector préprio linearmente independente: por exemplo, v, = (3, —3).

Podemos desde ja dizer que a matriz A n3o é diagonalizavel, mas sim semelhante a uma
matriz de Jordan com um unico bloco:

T 41
A=S5JS com J—{O 4}

Para determinar S, determinamos um vector préprio generalizado, v, = (a,b), a partir
de vy:

3 3 b -3

(A—dlw, =v, < {_3 _SHG]Z{ 3} & 3a+3b=-3 & b=-a-1

Podemos entdo tomar v, = (0, —1) (por exemplo). Resulta pois que

[ 3 o Lo a1 0
S‘[—?, —1} e 9 _3{—3 —3}

Assim sendo, a exponencial da matriz tA é dada por:

A _ Jt a-1 _ 3 0 w1 ¢t 1] 1 0
¢r = ST _[—3—1 “lo1]3]-3 -3

T3 3t 1 0
- 3| -8 -3t-1]| -3 -3

e*3-9t —9¢ }

3| 9 340

B 3t 1+ 3t



(d) Comegamos por calcular os valores préprios de A:

—3-A 2

det(A—/\I):‘ el

':)\2—9+10:)\2+1:O = \ = +i

Temos assim um par de valores préprios complexos conjugados, A = +1¢, cujos vectores
préprios associados v = (a, b) sdo também (vectores complexos) conjugados. Calculando
um deles:

3+1
2

& (-3—-Da+26=0 & b=""-g¢

Os vectores préprios associados a A; = ¢ sdo, pois, da forma v = (a, %a) = 2(2,3+14),
com a € R, de onde se extrai um vector préprio linearmente independente, por exemplo,
vy = (2,3+41). Dado que A é diagonalizavel, poderiamos aqui seguir o método da alinea
(c) para calcular e: note que um vector préprio associado a Ay = A\ é vy = ¥ =

(2.3 — ).

No entanto, para evitar calculos algo fastidiosos com matrizes complexas, seguimos aqui
o método alternativo que consiste em determinar uma matriz solucdo fundamental asso-
ciada a equacdo y' = Ay a partir dos valores e vectores proprios de A.

Uma solugdo de y’ = Ay é:

: 2 2
_ it _ 0
y(t) = e [S—H] = (cost+zsent)[3+i]
B 2cost + 2isent B 2cost ; 2sent
- 3cost + 3isent + icost — sent - 3cost —sent 3sent + cost

Sendo Rey(t) e Imy(t) duas solugdes linearmente independentes, entdo uma matriz
solucdo fundamental de y' = Ay é

2cost 2sent
3cost —sent 3sent + cost

S(t) = [

Como a inversa de S(t) emt =0 ¢

N HIE I

|



Tem-se entao que

et = S()SL(0)

_ 1 2cost 2sent 1 0
2| 3cost —sent 3sent 4+ cost -3 2

1 [ 2cost — 6sent 4dsent }

5 3cost —sent — 9sent — 3cost Gsent + 2cost

| cost —3sent 2sent
N —bsent  3sent + cost

(e) Tendo em conta que

1 3 -2
A=|01 -3 | =I+N
00 1
onde
0 3 —2 00 —9
N=|00 -3, N*=|00 0 e N3=0
00 0 00 0

entdo N é uma matriz nilpotente (pois N* é a matriz nula para algum k > p; no nosso
caso, p = 3). Como, obviamente, IN = NI entdo:

QA _ JIHNYE _ It Nt
Ora
et 0 0
ef=10 e 0 | =¢l.
0 0 €

t

Por outro lado, como N € nilpotente, a série de V! reduz-se a soma finita:

t2
eVt = I+tN+§N2

100 03 2] ,[00 -9
~ o1 o|+tlo0o =3|+Z|00 0
(001 00 0] *loo o
[1 3t —2t— 3¢t
= o1 -3
00 1




Em conclusao,
3t —2t — 31
-3t

1
et=¢et| 0 1
0 0 1

(f) Apresentamos apenas os resultados dos passos da resolugdo, convidando o aluno a
preencher os detalhes deste célculo. A matriz A é diagonalizavel, tendo os valores préprios
AM=—-1, =2 A=3
Os vectores préprios associados (isto é, verificando Av; = A\v;, para ¢ = 1,2 ou 3) sdo
vy =(1,-3,7), wvy=(1,0,1), w3=(1,-1,1)

Desta forma A = SAS™!, com

-1 0 0 1 1 1 -1 0 1
A= 0 2 0|, S=1|-3 0 -1 e 5*1:6 4 6 2
0 0 3 7 1 1 3 —6 -3
Assim
6At _ S@AtS_l

—e P+ 4e? + 3 6e —6e3 et 4 2e2 — 3e3
= = et — 33t Ge3t —3et + 3e¥
—Te b 4 4e% 4 3e3t 6e% — 63t Te ! 4 2% — 3et

(g) A matriz A é uma matriz de Jordan 4 x 4 com um Utnico bloco de Jordan; como tal,

1t t3/2 t3/3
a_ |01t )2
7 loo 1 ¢t
00 0 1

(h) Neste caso a matriz A é diagonal por blocos, isto é tem a forma

[ A0
=15 A
em que
-2 1 0
A= 0 —2 1 e Ay=[-2]
0 0 -2



Sendo assim
At €A1t 0
€ = 0 ef2t

A matriz A; é um bloco de Jordan 3 x 3 e, como tal

1t /2
eM=e| 01 ¢t

00 1
Como é Sbvio,

€A2t — |: 67215 ] .

Tendo em conta que cada termo da série de e,

k! El| 0 A,

é uma matriz diagonal por blocos, entdo e é a matriz diagonal por blocos
1t /2 0
eAt _ €A1t 0 _ e_gt 0 1 t 0
0 ezt 00 1 O
00 0 1

. Sabendo que

Resolucao:



(a) Comegamos por calcular

- 1T 2t o3t 1 1 1] e2t 4 o3t o2 _ ot
eAt:S(t)S H0) = 9 [ e2t Bt ] [ 1 -1 ] ~ 5 [ o2t _ g3t o2 4 3t ]

(b) Usando a definigdo de derivada de uma fung¢do matricial,

d At d { (th —1—63t)' (ezt o €3t)/ } 1 { 2e2t +363t 2621: . 3€3t }
_e _— —

dt — dt (€2t _ 63t>/ (62t + 6315)/ — 92 262t _ 363t 26215 + 363t
pelo que
ieAt I
dt =0 2| —1 5

(c) Por definicdo a matriz X (t) = e satisfaz o PVI

X'(t) = AX(t) parat e R
X(0)=1

d At

Escrevendo a equacao diferencial para ¢ = 0 obtém-se =

Desta forma, usando o resultado da alinea (b):

1[5 -
=0 2| -1 5

Mais genericamente, se S(t) é uma matriz fundamental de um equagdo y' = Ay (ndo
necessariamente igual a exponencial de At) ainda assim S'(t) = AS(t) e S(t) é invertivel,
para qualquer t € R. Assim sendo, A = S’(t)S~1(t) para qualquer ¢t € R; em particular:

A= ie““

dt

A= 5'(0)S(0).

Esta formula permite recuperar A a partir de qualquer MSF de y' = Ay; pode, por
exemplo, ser usada como verificagdo de um célculo de S(t).



(d) Pela férmula da variagdo das constantes

y,(t) = e / e At { 1 } dt

sendo

Resolucao:

Visto A ser uma matriz triangular (neste caso, superior), os seus valores préprios sdo os
elementos da sua diagonal principal, ou seja

det(A—A)=0 & A=2 V A=0 V A=1

Para calcular o vector préprio associado ao valor préprio Ay = 2, hd que determinar um
vector ndo nulo v = (a, b, ¢) tal que

0 -2 2 a 0
(A-2l)v=0 & |0 -2 1 b|l=]|0]| & b=c=0
0 0 -1 ¢ 0



Tem-se entao que
v = (a,b,c) = (a,0,0) = a(1,0,0)

donde podemos escolher
V1 = (1, O, O)

Para calcular o vector préprio associado ao valor préprio Ay = 0, hd que determinar um
vector ndo nulo v = (a, b, ¢) tal que

— = DN
s}

|
O O O

2
(A=0-I)v=Av=0 <« 0 a=bec=0
0

Tem-se entao que
v = (a,b,c) = (a,a,0) = a(1,1,0)

donde podemos escolher
Vo = (1, 1, 0)

Para calcular o vector préprio associado ao valor préprio A3 = 1, hd que determinar um
vector ndo nulo v = (a, b, ¢) tal que

I =% 2 a 0
(A-I)v=0 <& 0 -1 1 b =10 & b=cea=0
0 0 0 & 0

Tem-se entao que
v = (a,b,¢) = (0,b,0) =b(0,1,1)

donde podemos escolher

vy =(0,1,1)
Concluimos que a matriz A é diagonalizavel, ou seja
A=8SAS™
em que,
A 000 2 00
A= 0 X 0 |=]1000
0 0 s 0 01
e
1 10
S:[Vl Vo V3]: 0 1 1
0 01
Finalmente
1 10 e 0 0 1 -1 1
et = SesTt = [0 11 0 €% 0 0o 1 -1
0 01 0 0 ¢ 0 0 1

10



ou seja
et —e? 41 e —1
=10 1 el —1
0 0 e

Finalmente, a solugdo do PVI, x' = Ax, x(0) = (1,0,0) é dada por

e2t _6215 + 1 €2t -1 1 e2t
x(t) = A 0%(0) = | 0 1 et —1 0f=1]o0
0 0 et 0 0
. Seja
2 10
A= 0 2 0
-1 0 3

Resolva o problema de valor inicial

x = Ax
x(0) = (1,1, 1)

Os valores préprios de A sao as solugdes da equagao

det(A-X)=0 < (2-X2)*B-N)=0 & A=2o0u =3

Resolucao:

Para calcular o vector préprio associado ao valor préprio A = 2, hd que determinar
v = (a,b,c) € R3\ {(0,0,0)} tal que

0 10] [a 0 b_ 0
(A-2)v=0 < 0 00 b|l=]0]| < {C:a
10 1 0 -

Tem-se entao que
v = (a,b,c) = (a,0,a) = a(1,0,1)

donde podemos escolher
Vi1 = (1, 0, 1)

Para calcular o vector préprio associado ao valor préprio A = 3, ha que determinar
v = (a,b,c) € R3\ {(0,0,0)} tal que

-1 1 0 a 0
(A-3v=0 < 0 -1 0 b =10 S a=b=0
-1 0 0 c 0

11



Tem-se entao que
v = (a,b,¢) =(0,0,¢) = ¢(0,0,1)

donde podemos escolher
Vo = (0, 0, 1)

Concluimos que a matriz A n3o é diagonalizdvel mas é semelhante a uma matriz de
Jordan com 2 blocos (o niimero de vectores préprios linearmente independentes), ou seja

A=8J8!

Como J é 3 x 3, entdo os dois blocos sé6 podem ter dimensoes 2 x 2 e 1 X 1. Tendo em
conta que \; = 2 tem multiplicidade algébrica 2 (ou seja, é um zero de ordem dois do
polinémio caracteristico de A, p(\) = det(A— AI)) entdo podemos tomar (por exemplo)

[ o] @
00 [3]

a que corresponde
_ g
S = [ Vi V] Vg }

onde vy e vy sdo os vectores préprios anteriormente calculados e v§ é um vector préprio
generalizado gerado a partir de v; (associado a A\; = 2 com multiplicidade algébrica 2).
Para o calcular hd que determinar v = (a,b,c) € R*\ {(0,0,0)} tal que

0

10 a 1 b1
(A-2)v=v; & 0 00 b|=10 @{c:a%—l
-1 0 1 c 1 N

Tem-se entao que
v = (a,b,¢) =(a,1,a+1) =a(1,0,1) + (0,1, 1)

donde podemos escolher

v% = (0,1, 1)
Tem-se entdo que
1 00 1 0 O
S=101 0/, St'=10 1 0
1 1 1 -1 -1 1
Finalmente
6275 t62t O
eAt _ SeJtSfl _ 0 62t 0

o2t _ o3t (t+ 1)e2t R T

12



Assim sendo, a solugdo do PVI x’ = Ax, x(0) = (1,1,1) é dada por

et te? 0 1 e*(t+1)
x(t) = eAt=9%(0) = 0 et 0 1| = et
e2t _ e3t (t o 1)6215 _ 63t e3t 1 (t o 2)€2t _ €3t
. Seja
5 —1 0
A=11 3 0
0 0 4

A

Determine e e resolva o problema de valor inicial x' = Ax, x(1) = (1,0,0).

Resolucao:

Os valores préprios de A s3o as solucdes da equacao
det(A— M) =0 o <(5—)\)(3—/\)+1)(4—)\):0 o A=4

Para calcular os vectores préprios associados, hd que determinar um conjunto de vectores
linearmente independentes v = (a, b, c¢) € R? tais que

1 -1 0 a 0
(A-4l)v=0< |1 -1 O b|=0| ©a-b=
0 0 O 0

Tem-se entdo que
v = (a,b,¢) = (a,a,c) = (a,a,0) + (0,0,¢) = a(1,1,0) + ¢(0,0,1)
donde podemos tomar dois vectores linearmente independentes, como sendo

vi=(1,1,0) e vg=(0,0,1).

Podemos desde ja concluir que a matriz A n3o é diagonalizavel, mas é semelhante a uma matriz
de Jordan com dois blocos, isto é

A=8Js51
em que (por exemplo)
4 1
0 4 0
0 [4]

Quando a S, persiste a diivida de saber se o bloco 2 x 2 de J estd associado ao vector préprio
V1, ou ao vector préprio vo? Para responder a esta questdo, vejamos se conseguimos gerar um

J =

13



valor préprio generalizado a partir de vo. Se sim, entdo o bloco de Jordan correspondente sera
2 x 2.

Tentando ent3o resolver a equagdo de um (hipotético) vector préprio generalizado de vy:

1 -1 0] [a 0 .,
(A-4l)iv=vy < 1 -1 0 b |=10 & {8_1
0 0 0 c 1 N

Como se Vé, este sistema de equagdes é impossivel. Concluimos assim que vy terd que estar
associado a um bloco de Jordan 1 x 1 e, necessariamente, v vai estar associado a um bloco
de Jordan 2 x 2.

Resulta pois que a matriz .S, corresponde a J acima escrita, é da forma:
Sk= [ Vi Vg V2 ]

em que v, é um vector préprio generalizado de vy. Isto significa que v, é solugdo da equagdo

1 -1 0 a 1
(A-4l)iv=v1 < 1 -1 0 b | =11 & a—-b=1
0 0 O c 0

Temos entdo que

donde podemos escolher

Vg:(lvoao)
Tem-se entdo que
110 0 1 0
S=110 0 e ST'=11 -1 0
0 0 1 0 1
Finalmente
1 1 07 []e¥ tet 0 1 0
et =8elts =11 0 0 0 et 0 1 -1 0
001] ] o0 o0 [ e ] 0 0 1
ou seja
[ t+1 —t 0
et — et t 1—-¢t O
0 0 1

Assim sendo, a solugdo do PVI x’ = Ax, x(1) = (1,0,0) é dada por

t —(t—1) 0 1 t
x(t) = et Dx(1) =D | t—1 1-(t—1) 0 0| =ett-1 | ¢ _1
0 0 1 0 0

14



6. Considere a seguinte matriz:

s

I
o O =
S = =
— O O

(a) Calcule et

(b) Determine a solu¢do do problema de valor inicial

y = Ay +h(t)

Y(l) = (17 L, 1)
onde h(t) = (0, 2¢!, ¢").

Resolucao:

(a) Tendo em conta que A é uma matriz na forma canénica de Jordan (com dois blocos de
Jordan):
el tet 0
=10 ¢ 0
0 0 ¢
(b) Utilizando a férmula da variagdo das constantes:

t
y(t) = eA(t_l)y(l)—i-/ eA(t_s)h(s)ds
1

t t—s 0 0
= A y(1) + / 1 0| [2e| ds
! 0 1) |[e€°

1
0
0
t 1t*80 O
= ¢4 —l—et/e 0 1 0f e |2]| ds
1 0 0 1 1

t 2t
= & 1)+ ¢
1

'flt(2t —2s)ds (2ts — 32)‘221
= A y1) + € [} 2ds = Aly(1) + ¢ 2s[oy
i flt ds 8‘2:1
(242 — 2 — 2t + 1
= eAty(1) + ¢t 2t — 2
t—1

15



Para concluir o célculo, resta calcular a primeira parcela:

1 0] [1 2 —2t+1
o] [1] +ef| 2t—2
1| |1 t—1

I (= 1)
= el 1:| +é [2(t 1)]

(1 ¢
y(t) = €710
10

o~ |

1 t—1
[t +e(t—1)2
= e 2e(t—1)
e(t—1)

7. Considere o seguinte problema de valor inicial

y' = Ay +b(t)
y(0) = (0,0,0,0)

onde
9 0 00 0
3 -2 00 9
A=19 o 12| ¢ PO=|,
0 0 -2 1 0

(a) Determine a solug3o geral da equa¢do homogénea.

(b) Sendo y(t) = (v1(t), y2(t), ys(t), ya(t) ) a solucdo do problema ndo homogéneo,
determine y(3).

Resolucao:

(a) Visto a matriz A ser da forma

(4 o -2 o0 12
A—[O A2:| onde Al—{g —2}6142_{—21]

temos que

eAt _ 6A1t 0

0 et
o que facilita bastante os célculos. Comecemos por calcular e41?, utilizando o método exposto
no problema 1.(e). Tendo em conta que A; = —2I + N, onde

e N2 =0,

b

3 0

16



entdo e 2t = ¢ 2T ¢

1 0
Nt _ —
e —I—l—tN—[?’t J.

Como (—2I)N = N(—2I) entdo:

_ |1 0
pAlt — 20t Nt _ =2 [ '

3t 1

Vamos agora calcular e#2t, Os valores préprios de Ay sdo 1+ 2i e 1 — 2i associados (respecti-

vamente) aos vectores préprios vi = (1,7) e vo = (1,—17). Sendo assim
_ 1 1 1+2 0 1 i 1
— 1 _ —
Az = SAST = [z —z} [ 0 1—24 2 [z —1]

€, consequentemente,

t 2it -
eA2t = getg-l — & [1 1} [e 602“] [z _11] _ et[cos(%) sen (275)]

2i |t —i| | O i —sen (2t) cos (2t)
Finalmente
e 2 0 0 0
AL _ et 0 ] [3te7? % 0 0
- 0 eA2t 0 0  elcos(2t) e'sen(2t)
0 0 —elsen(2t) elcos(2t)
e a solucao geral da equagao vectorial homogénea é dada por
Cc1 Cc1 a2
—2t —2t
() = At ca| _ t3clte +02te
3 cg e'cos (2t) + c4 e'sen (2t)
c4 —cg e'sen (2t) + ¢4 elcos (2t)

com (c1,ca,c3,¢4) € R,

(b) Pela férmula da variagdo das constantes, a solu¢do do problema de valor inicial dado serd

0
0 t
y(t) = At 0 +€At/ e Ab(s)ds
0
0

[ e 2 0 0 0 0
3te=2 e 0 0 bl o2e
= t t ds
0 0 e‘cos (2t)  e'sen (2t) 0 0
0 0 —elsen(2t) elcos(2t) 0
[ 0
1— 672t
B 0
| 0

17



Resulta pois que y2(t) = 1 — e~ 2, pelo que:

y2(3) =1—¢9

2 Exercicios Propostos

1. Para cada uma das seguintes matrizes determine e

-1 0 0
(a) A=0 (b) A=1 (c) A=| 0 2 0 (d A
0 0 —7
(2 1 0 -3
(€ A= |0 2 1 (f) A:{:;‘ 182} (g A= 0
(0 0 2 0
7 0 0 O
V5T 0 0 : [0 —4 _
L0 00 1
2. Determine a solucdo geral dos sistemas:
¥ = —4x — 3y ¥ =3 — 4y ¥=x—y
{2 e [T o {y_Hy
=y ¥=x+2y x=—z
(d) v == (e) y=-v-y () (V= =y 4
2 =-20x+y+2z Z=—x—2z 2= —4z
3. Resolva o problema de valor inicial X’ = AX, X(tq) = X, onde:

(2 1 1] 2 -3 4
@a=|y L] xo=[Jlera={] P xo-] 4
01 1 5 —1 0
(c) A= , X(0) = (d A=|0 5 0], X(1)=
| 0 2 I 0 0 4

At.

18




[2 —2 2

(e) A=|0 0 1
0 0 1

2 0

HA=] 0 -1
0 0

=
, X(0)=10
0 .

1 [ 1

,X(0)=1]1

2 1

4. Determine a solugdo geral do sistema de equagdes diferenciais:

r=x—y+1
y=x+y—2

{

Sugestao: determine uma solugdo particular constante.

5. Resolva o seguinte problema de valor inicial:

{

6. Considere a matriz:

(a) Calcule et

I,/

=2r — 3y +e*
y'=—8y+38

- X0 |

NI
0 V2
0 0

0
0
-1

A:

(b) Determine a solu¢do do problema de Cauchy:

y' = Ay + b(1)

Y(O) = (07 L, 1)

onde b(t) = (0,e'V2, 1)

7. Considere o problema de valor inicial:

onde

(a) Determine a solucdo geral da equa¢do homogénea associada.

y' = Ay +h(?)

y(0) = (0,0,0,0)

0 0 0
-1 0 0
0 -9 e b(t)=
0 —m =2

19
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(b) Resolva o problema.

8. Resolva o sistema de equacgdes diferenciais

T=x+y+2
y=3r—y—+2
=1y —tz

sujeito as condigdes iniciais z(0) = y(0) = —z(0) = —1.

Sugestao: note que as primeiras duas equacdes ndo mencionam z.

9. Sejam A uma matriz n X n (de componentes reais ou complexas), e

A1 0 -+ 00
OAx1 -+ 00
J: . I
00 0 - Al
000 0 A |
com A € C.
Mostre que existe
S:[Vl vy - vn] com Vi,Vo, - ,v, € C"
tal que A = SJS! sse
(A—)\I) U1 =0

(A=X)viyy = v; para i=1,2,...,n—1

10. Sejam A e B duas matrizes n x n de componentes reais ou complexas. Mostre que se
AB = BA, entdo e8P = e4eB. Aproveite o resultado para calcular:

O =N
— N W

1
exp |t]| O
0

Sugestdo: mostre que X (t) = e~ Ate(A+B) satisfaz X = BX, X(0) = I.
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Solucoes

et 0
L@ et=1 (b)etl=el (c)ett=| 0 €*
0 O
1t t?/)2
et — et —3ett 4+ 3
(d) e = { el o2 _pdt 4 32 } (e=e*]0 1 ¢
00 1
0
(f) At — g2t [ 1__3? 11_3t6t } (g) At — 627& t€2t ]
e 0 0 0
(h) et — Vhte™ e™ 0 0 (i) et — cos (4t) —sen (4t)
B 0 0 V2tet sen (4t) cos (4t)
0 0 0 el
cos (2t) + sen (2t) —2sen (2t)

cos (2t) — sen (2t)

Q) e = | ]

. Nota: as solucdes sdo apresentadas a menos de uma transformacao linear da base do
espaco de solucbes. Para obter uma dessas bases pode-se utilizar varios métodos, produ-
zindo outras tantas respostas equivalentes.

sen (2t)

2t

_36—31&

@ [ | <[ o S [R] @ [ )= [F 1)
z(t) el et e 1
SR B N A R P K
[ (t) [ sent — cost —cost —sent 0
(e) | y(t) | = cost + e sent +ec3| O
| 2(1) | cost sent et
[ (t) (1 0 —1/4
()| y@t) | =ci | 0| +eet | 1| +cze®| 4/5
| 2(1) |0 0 1
s @xo=|9 ] exo=a] P oxo-[ 3
e3(t=1) [ (1) e2t z@) ] [ eX(E+1)
(d) X(@t)=1] 0 (€ | y(@) | = 0 | ()] |= e
0 | 2(1) 0 2(t) | e?t
a |00 el ot ] o]+ |5 | onecncaem
NEIRRS

21



22




