TECNICO
LISBOA

Analise Complexa e Equacoes Diferenciais

1° Semestre 2020/2021
Curso: MEQ, MEAmbi

Ficha de Problemas n?2 3

Derivada complexa e equacoes de Cauchy-Riemann. Funcoes
holomorfas. Funcoes harmonicas.

Exercicios Resolvidos

. Determine o conjunto dos pontos do plano complexo onde as seguintes fun¢des admi-
tem derivada. Calcule a derivada nos pontos onde esta existe. Indique o dominio de
analiticidade das funcoes.

a) flx+iy) =2 —1y> b)) f(z)=2>-32 ¢)f(z)=z2—2%
d) f(z) =Im(z") ) f(z) =¢7

Resolucao:

Em todas as alineas denominaremos por Dy o dominio de diferenciabilidade e porD 4 o dominio
de analiticidade.

(a) Denominando u(z,y) = 22 e v(z,y) = —y?, vamos comegar por determinar os pontos onde

a derivada da fungdo existe (isto é onde as derivadas parciais de u e v existem e sdo continuas,
e em que pontos se verificam as condicdes de Cauchy-Riemann. Tem-se entdo que

ou ou ov ov

— =2z , —=0 , —=0 , —=-2

ox oy ox oy
e é dbvio que estas funcdes estdo definidas e s3o continuas em todo (z,y) € R? (A). Por outro

lado
ou _ ov

dxr Ay
e consequentemente a primeira condi¢do de Cauchy-Riemann verifica-se no conjunto {z :
Rez = —Imz}. Por outro lado

T = -y

ou ov
87/__% & 0=0



e consequentemente a segunda condi¢cdo de Cauchy-Riemann verifica-se em C. Conclui-se que
u e v verificam as condi¢oes de Cauchy-Riemann no conjunto

Df={z:Rez=—-Imz} (B)
Tem-se entdo que

e Se z & Dy, f'(z) ndo existe por (B).
e Se z € Dy, (A)+(B) implicam que existe f'(z).

O dominio de diferenciabilidade é Dy. Para z = a —ia € D

ou

ov
o (a,—a) + o (a,—a) =2z a

(avfa)

f(a— ai) =

Finalmente o dominio de analiticidade é o conjunto vazio. Note-se que os lnicos pontos
admissiveis sao os de Dy, e para qualquer um destes complexos qualquer sua vizinhanga contém
complexos que ndo pertencem a Dy.

(b) Sendo f(z) = 22— 3z = (x +iy)? — 3(x +iy) = 2% — y? — 3w +i(22y — 3y), verifica-se que
Ref = u(z,y) =2°> —y?> =3z , Imf=v(z,y) =22y —3y

e como tal

Ou_ g, 3 : @272@/ : @IZy R VR
ox Y 0y

E claro que as condicdes de Cauchy-Riemann s3o verificadas para todo (z,y) € R2. Atendendo

a que todas as derivadas parciais sdo continuas, f é diferencidvel em C e

0 0
fl(z)= a—z(sc,y)—i-i@—;i(x,y) =2r—3+i2y=22-3

para todo z € C. O dominio de analiticidade é C, ou seja f é uma func3o inteira.

(c) Sendo f(z) =2z — z =z +iy — (x — iy) = 21y, verifica-se que
Ref=u(s,y) =0 , Imf=uv(zy) =2y

como tal, para todo (z,y) € R?

ou ou ov ov

— =0 — =0 — =0 — =2
Ox Oy T Ox Ty
. o~ 81} au ~ . ) L.
Dado que a condicdo 9% = 92 ndo se verfica para qualquer (z,y) € R*, o dominio de
Yy x

diferenciabilidade de f é o conjunto vazio.

(d) Sendo f(z) = Imz? = Im(2? — y? + i2xy) = 2zy, verifica-se que

Ref =u(z,y) =22y , Imf=v(z,y)=0



como tal, para todo (z,y) € R?

ou ou ov ov

— =2y , —=2r , —=0, —=0

Ox oy ox oy
E imediato verificar que as derivadas parciais de u e v s3o continuas em R2, e que as equacdes
de Cauchy Riemann se verificam apenas no ponto (0,0), pelo que a fungdo admite derivada
apenasem z =0, e

f(0) = gz(o,o) 4 ig:?(o,o) =0

(e) Sendo f(z) = €% = e®cosy + ieTseny = e” cosy — ie” seny, verifica-se que

Ref =u(z,y) =e*cosy , Imf=wv(z,y)=—€e"seny

como tal
ou . ou vy ov vy ov % cos
— =¢€"co — = —e”sen — = —¢"sen , — =—e%co
Ox V' oy Vo o Y dy Y

Para que se verifiquem as equagdes de Cauchy-Riemann

%:g—; e’ cosy = —e®cosy cosy =0
ou v = az x N
= —e®seny = e*seny seny =0

oy — Oz
Atendendo a que as funcbes seno e coseno nunca se anulam simultaneamente, tem-se que o
dominio de diferenciabilidade de f é o conjunto vazio.

(f) Denominando u(z,y) = 2 e v(z,y) = (y — 1)*, vamos comecar por determinar os pontos
onde a derivada da fungdo existe (isto é onde as derivadas parciais deu e v existem e s3o
continuas e em que pontos se verificam as condicoes de Cauchy-Riemann. Tem-se entdo que
ou ou ov ov
~=3% , =—=0, ==0, 5 =3@y-1)
ox oy Ox oy
e é 6bvio que estas fingcoes estdo definidas e s3o continuas em todo (x,%y) € R? (A). Por outro
lado 9 5
U v 9 9
—== & 2=(Q1- & r=4(1-
9z~ 9y (1-y) (1-y)
e, consequentemente, a primeira equacdo de Cauchy-Riemann verifica-se no conjumto {z :
Rez=1—-Imz}U{z : Rez =Imz — 1}. Por outro lado

8u_ ov

@——% 0:0;

consequentemente, a segunda equagao de Cauchy-Riemann verifica-se no conjunto C. Conclui-
se que u e v verificam as equacdes de Cauchy-Riemann no conjunto

D={z:Rez=1-Imz}U{z: Rez=Imz—-1} (B)

Tem-se entao que



e Se z ¢ D, f'(z) ndo existe por (B).
e Se z € D, (A)+(B) implicam que existe f'(z).

Assim o dominio de diferenciabilidade é D e

! ou ov
3 _j(1—qy)3 = (1— i—(1— = 322 + 0i =3(1—a)?
(=) ], = G- +igl(l-aa) =340 =31-a)
etambém
3 r o3y _Ou, Ov, o ) B 2
(m i(1—y) )) =@ LA Fig =L =2 -342i|  =3(-1)

Finalmente, o dominio de analiticidade de f é o conjunto vazio.

. Determine os valores reais de a e b de modo a que a funcdo f seja inteira
e determine a sua derivada

flx +1iy) =3z —y+ 5+ (ax + by — 3)i

Resolucao:

ou ou ov ov

T Cox 0 oy

é ébvio que todas s3o continuas em R? e

ou __ 0

u v —

5 = —on —1=—a
Conclui-se que f serd inteira sse a = 1 e b= 3 (e Dy = () para quaisquer outros valores de a e
b). Paraa=1eb=3

0 0
F(2) = 5o (@) +iz=(a,y) =3 +i
Note-se que, para qualquer z € C:
f(2)=flz+yi)=3xz—y+5+(x+3y—3)i=3+i)z+ (5—3i)

e coimo tal
f’(z):3+i++++

. Prove que as func¢des f(z) = |z|* e g(z) = Z ndo sdo analiticas em qualquer
ponto do seu dominio.

Resolucao:



Sendo f(2) = f(x + iy)x? + y?, verifica-se que

Ref = u(z,y) =2*+y* , Imf=ov(z,y) =0

e como tal 5 9 9 9
U U v v
— =2 — =0 — =2 — =0
Ox R oy T Ox & oy
e
%Z%@ - {2$:0
3—2‘:—3—2 2y =0

ou seja, as condi¢oes de Cauchy-Riemann verificam-se apenas em z = 0. Assim, o dominio de
diferenciabilidade é {0} e, como tal, o dominio de analiticidade é o conjunto vazio.

Sendo ¢(z) = g(x + iy) = x — yi, verifica-se que

Ref = U(fL’,y) =T , Imf = ’U(I,y) =Y

e como tal 5 5 5 5
7u:1 9 l:() 9 l:() 9 l:l
oz y Ox oy

€ o) 0

9% = oy o 1=-1
Gu — v 0=0
oy ox

ou seja, as condi¢coes de Cauchy-Riemann ndo se verificam em todos os pontos de C. Assim
sendo, o dominio de analiticidade de g é o conjunto vazio.

. Mostre que se f admite derivada num ponto z, entdo f é continua em z.
Dé um exemplo de uma funcao continua em C que ndo admite derivada
em ponto algum.

Resolucao:

Se f admite derivada num ponto zg, por definicdo existe

Fz0) = lim £H) =50
Z—20 % = Zg
o que implica (pela defini¢do de limite) que
Ve>036>0 |2—2| <5 = J"'(Zi:i"(%) .

ou seja
Ve>0 30>0 |z—20| <& = |f(2)— f(20)] < €|z — 20| <€

o que demonstra a continuidade de f em z5. Como exemplo de uma fun¢do continua em C e
sem derivada em ponto algum, usa-se a fungdo g(z) = Z que é continua em C (dado que as



suas partes real e imagindria s3o funcdes continuas em R?, e como vimos no exercicio 4 n3o
tem derivada em ponto algum.

5. Considere a fungao f : C — C definida por
LRV R SR

0,0
::r;2—|—y2+1x2—|—y2 S€ (xuy)%(7 )

fz)=flz+iy) =
0 se (z,y) = (0,0)
(a) Mostre que as equagdes de Cauchy-Riemann s3o verificadas em (z,y) =
(0,0).
(b) Verifique, utilizando a definicdo, que f'(0) ndo existe.

(c) Justifique que as alineas (a) e (b) ndo contradizem o teorema de
Cauchy-Riemann.

Resolucao:

(a) Atendendo a defini¢do de f, podemos escrever

CE37 3 1.3+ 3
u(ﬁ[f, y) — ﬁ se ($7 y) # (07 0) ’ U(ZE, y) _ $2+Zy/2 S€ (x7 y) # (07 0)
0 s€ (l’, y) = (07 0) 0 se (ZL‘, y) = (0,0
Tem-se entdo
ou . u(h,0) —u(0,0) ou . u(0,h) —u(0,0)
Oz (0,0) B0 h T Oy (0,0) ho0 h
e
v . v(h,0) —v(0,0) ov . v(0,h) —v(0,0)
Oz (0,0) hs0 h T Oy (0,0) B0 h ’

Como se vé as condi¢des de Cauchy-Riemann sdo vélidas em (z,y) = (0,0).
(b) Se existir f/(0), é dada pelo limite

1.3in '903+y3
fl(o) = lim M — Tam 22442 = Zz2+y2
=0 % (z,)—(0,0) x + iy

Fazendo z convergir para 0 ao longo do eixo real (o que significa z — 0 e y = 0), obtém-se

T+ iz

f'(0) = lim

z—0 as

=1+



enquanto que, fazendo z convergir para 0 na recta {z € C : Rez = Imz} (o que significa
x — 0 ey =ux), obtem-se

. T ) _ 1+2

a0z 4ix 1449 2

Como 1+i # % conclui-se que o limite n3o existe e, consequentemente, f ndo admite derivada
em z = 0.

(c) As fungdes u(z,y) e v(z,y), embora tenham derivadas parciais em (0,0), ndo s3o dife-
rencidveis em (0,0). Assim, a fungdo f, vista como uma fungdo de R? — R2, n3o é diferencidvel
em (0,0).

6. Determine a derivada da funcdo f(z) = log(e* + 1), onde se considera o
valor principal do logaritmo. Indique a regiao em que é analitica.

Resolucao:

A fungio e® + 1 é analitica em C. Logo, log(e* + 1) é analitica em todos os pontos tais que
€”+1 pertence ao dominio de analiticidade da funcdo logaritmo, ou seja, é analitica no conjunto
dos z € C tais que e + 1 n3o pertence ao corte do valor principal da fungdo logaritmo. Ou
seja

C\{zeC : Im(e*+1)=0, Re(e*+1) <0}

Escrevendo z = = + yi,
Im(e*4+1)=0 < e seny=0 <<seny=0 <y=nt nez
Por outro lado,
Re(e* +1) <0 <« e cosy+1<0 & ePcosy < —1

Como y = nm, n € Z, temos cosy = 1, se n é par, e cosy = —1, se n é impar. No primeiro
caso isso implica que e* < —1 o que é impossivel. No segundo caso teremos e” > 1, ou seja,
x > 0. Concluimos que f é analitica no conjunto

Di=C\{z=a+yi: c>0ey=2(k+1)m, ke Z}

Utilizando o teorema da derivada da funcao composta,

62

e+ 1

i) = para z € Dy,

para z ¢ Dy a fungdo é descontinual logo f’(z) ndo existe.

7. Calcule as derivadas das seguintes funcoes inducando o conjunto onde sao



validas:

a) f(z) = %24 —223 +10iz b) g(z) = (22 —|1— i)*
) h(z) = L EED? D)=z

Resolucao:

(a) A fungdo f é inteira (€ um polinémio) pelo que, usando as regras de derivagdo,

fl(z) =822 -3224+100 , VzeC

(b) A fung3o g € inteira (é um polinémio) pelo que, usando as regras de derivagdo,

d(z) =82z +i)® , VzeC

() A fungdo h é analitica em C\ {—2} (¢ uma func3o racional) pelo que, usando as regras de
derivacao
2-1)(2z4+9)— (1+(2—1)2)2 16— 18i

, 9
Pilz) = (22 + 9)2 T (22492 vz e C\{=3}

(d) A fungdo j ¢ analitica em C\ {0} (é uma fungdo racional) pelo que, usando as regras de
derivacao

j'(z)zl—% . VzeC\{0}

. Mostre que se f e f sao ambas inteiras, entdao f é constante.

Resolucao:

Recordemos que se f é analitica num conjunto aberto e conexo A C C e f'(2) =0, entdo f é
constante. No nosso caso A = C, logo basta verificar que f/(z) = 0.

Escrevendo f(z) = u(z,y) + iv(z,y), como f é analitica em C, concluimos que as fun¢des u
e v satisfazem as equagdes de Cauchy-Riemann:

ou Ov ou ov

or oy 9y Oz

Por outro lado, escrevendo f(x,y) = u(z,y) — iv(x,y), como f é analitica em C, concluimos
que as fungdes u e —v satisfazem as equagdes de Cauchy-Riemann:

ou ov ou Ov

or  dy Oy oz



Deste conjunto de equag¢des concluimos que:
Ou v _ Ou Ov
dor dy 0Oy Oxr

Mas ent3o: 9 9
1 - 9% oV
f (Z) - 8.’[: + Zax 07

como pretendiamos.

9. Sendo m um ndmero inteiro determine, usando a defini¢do, f'(z) para
f(z) = 2"

Resolucao:

Comecemos por estudar o caso n = 0. Neste caso f(z) = C' = constante e assim

iy e fHh)—flz) . C-C 0
fz) = lim h A R
Conclui-se que para n = 0 existe a derivada de f e é dada po f/(z) = 0.
Para n > 0,
Zn: gl hkznfk _
Fz) = lim k=0 El(n—k)!

h—0 h
(Zn+nhzn—1+@h2zn—2+”,_i_whn—QZQ_{_nhn—lz_}_hn) _n

= 1
hlg%) h
= pz"t
Finalmente, para n < 0, para z # 0, considere-se p > 0 tal que p = —n. Entdo
D S
/ BT (z+h)P zP
f(z) e —
B)P — 2P
= —lim(z+ ) i lim
h—0 h h—0 2P(z + h)P

TUsando o limite calculado anteriormente

F(2) = =P = —perl = o

10. Seja f(z) uma fungdo inteira verificando:



11.

e Re f(2) = xy + " cosy;
o f(0)=1+1i.
Determine a funcao f e expresse-a em termos de z.

Resolucao:

Sdndo f(z) = f(z +1iy) = u(x,y) +iv(z,y) = 2y + €” cosy + iv(x, y) uma fungdo inteira, as
funcdes u e v terdo que satisfazer as condi¢cdes de Cauchy-Riemann para todo o par ordenado
(x,7) em R2. Este facto permite calcular a fungio v = Im f a menos de uma constante da
forma que se segue:

ou Ov & U4 6 cos ov
- _ 77 . -
or Oy d Y oy
< v(z,y) = / (y + e” cos y> dy + c(x)
y?
& u(z,y) = 5 +e“seny + c(x)
Por outro lado
0 0 o [y?
a—Z:—a—Z & x—erseny:—%<%+ewseny+c(x))
& z—e"seny = —e"seny — c(z)
& dx)=-x
2
& c(z) = L ie
2
para ¢ € R. Assim
W 22
v(z,y) = ——?+exseny+c, ceR

2
E dado que f(0) = 1+ pelo que u(0,0) = 1 (o que se verifica), e v(0,0) = 1 o que implica
c = 1. Assim sendo
W 22
fiz)=flx+iy) = :cy+excosy+i<§ — 5 +e®seny + 1)
= e"cosy +ie’seny — %(mz — % + 2xyi> +i

i

z 2 :

= e —-z"+1
2

Considere f analitica para z # 0 e que verifica Re f(z) = = — %ﬂﬁ e
f(1) = 0. Determine a fungdo f expressa em termos de z.

Resolucao:

10



12.

Sendo f(z) = f(x +1iy) = u(x,y) +iv(x,y) = x — ﬁ + iv(z,y) uma fungdo analitica em
C\ {0}, as fungdes u e v terdo que satisfazer as condicdes de Cauchy-Riemann para todo o
(z,y) € R?2\ {(0,0)}. Assim

ou v - 2zy _0v
oy  Ox x(x2 +y2)2 Oz
2xy
o Y . —
vaw) = [ 5rrade +c)
Y
& v(z,y) = P + c(y)
Por outro lado
ou 81}@1 1 n 212 0( y +())
_—= — —_ = —] —— C
or Oy 22+ y?2 (22 +y?)? Oy \a?+4y? Y
1 212 1 29/
& 1- = - /
12t 42 T @2 +y2)?2  22+y? (22t 2?2 +c(y)
2 2 2
& dy) =1 Ty

para ¢ € R. Assim

v(z,y) = +y+c , ceR

x2 + 92

E dado que f(1) =0, pelo que u(1,0) = 0 (o que se verifica), e v(1,0) = 0 o que se verifica
se ¢ = 0. Entao

T — iy
(z — iy)(z + iy(

f(z):f($+1y):$—$2+y2 +1(x2+y2+y> =z +iy—

concluindo-se que
1
z)=z——
f@)=2-~

analitica em C\ {0}.

Determine a funcdo analitica f(z) que verifica
o Im f(2) = z(2? — 3y* — 6y — 4);
o £(0)=0.

Resolucio:

11



13.

Sendo f(z) = f(x +iy) = u(z, y) +iv(z,y) = u(z, y) +i(333 — 3zy? — 6y — 433) uma funcio
inteira, as fungdes u e v terdo que satisfazer as condil¢des de Cauchy-Riemann para todo (z,y)
em R?. Com isto podemos calcular a funcio Re f a menos de uma constante. Assim

Ju _ 0v < %——6.% — 6z
or Oy or g

u(wy) = [ (~6ay ~ 62)do + c(y)
& u(z,y) = —32%y — 322 + c(y)

i3

Por outro lado

ou ov 0 9 9 9 9

—_— = —=— e — = — 4
9y 5 & 9y ( 3z°y — 3z +c(y)) 3x° + 3y” + 6y +
c

i3

()—3y + 6y +4
c(y)zy + 3y + 4y +c

i3

para ¢ € R. Assim
u(z,y) = —32%y — 32>+ ¥ + 3y +4y +c, ceR

E dado que f(0) = 0 pelo que v(0,0) = 0 (o que se verifica) e u(0,0) = 0, o que se verifica se
c = 0. Entao

f(2) = f(z +iy) = =322y — 322 + 3> + 32 +4—|—i<x(x2 —3y? - 6y—4)>

Considere uma fun¢do complexa de dominio C e tal que Re f(z) = 2%y?
para todo z = x + iy. Sera que esta funcao pode ser analitica? Se sim,
dé um exemplo de tal fun¢do, se nao justifique porqué.

Resolucao:

Uma condi¢c3o necessaria para que uma fung3o escalar de dominio em R? seja a parte real (ou
imagindria) de uma fungdo analitica é que seja harménica. Por isso, vamos testar se a fungdo

u(z,y) = x2y? é, ou ndo, harménica.

ou 9 0*u 9
=Y =Y
© 0 H?
U U
gu _ 9,2 U _ 52
Entao o o
_ O0%u (TR 9

12



14.

15.

Obviamente que o laplaciano de u apenas se anula no ponto (0,0), pelo que u ndo é harmédnica
em qualquer subconjunto aberto de R%2. Como tal ndo pode ser a parte real (nem imaginaria)
de qualquer funcdo analitica.

Seja f(z) uma fun¢do analitica no conjunto aberto V' C C. Mostre que

2

> 9 N2 a2
(52 + ) @ + )l =417 (o + i)
Resolucao:

Sendo f = u + iv, teremos que |f(x +iy)|? = v?(z,y) + v*(z,y). Entdo

3} ou
(|f(:c+1y)| > =2u—+2v— e a—y(|f(:6—i—1y)|2> —2ua—y—|—2v6—y

Calculando as segundas derivadas, temos que

2

2 (i) + 2 (s + wP)

= 2(a—u) + 2u 82u+2(6v) +2v52”+2(6“) +2u 82“+2(8”) P

Ox Ox? Ox Ox? Oy Oy? Oy oy?
= 2[(22)2 + (gi) + (gZ) + (gZ) + 2uAu + QUAU]

Atendendo a que f é analitica em V/, as funcoes u e v verificam as condi¢des de Cauchy-Riemann
e sdo harménicas em V (Au =0 e Av = 0). Entdo

2 2

o (17 + w)) 55 (176 + )P)
- 2[<§Z> +(§i) +(~5) * ()
- 1{(5) +(£H

= A2 i = e+ )P

Considere f uma funcao complexa continua, definida num conjunto aberto
() C C. Assuma-se que f n3o se anula em € e que f? € analitica em €2,
mostre que f é analitica em (2.

Resolucao:

13



Escolha-se zy € ). Entdo

f2(2) = f*(20) — (f(2) + f(zo))f(z) — f(20)

Z — 20 Z — 20

Por hipdtese existe

i £ = )
Z—20 Z — 20

e pela continuidade de f,

lim (f(2) + f(20)) = 2f(20)

Z—r20
Atendendo a que f(zy) # 0, podemos escrever que para todo z € (2
/
B 20, _ 2 (f2(20))
LG (O B 4 1C) Lo DS S
=20 2 — 2 2=z Z— 2 =z f(2) + f(20) 2f(20)
0 que mostra o resultado.

. Seja u numa funcio harménica em R? tal que u? é tambem harmdnica em
R?. Mostre que u é constante.

Resolucao:

Calculando o laplaciano de u?

0 (uQ) = 2u% , 2(uz) = QU@

ox O Ay dy
(S
() =2(5) +mis () —2(5) v
Entao

A(u?) _22u((%)2 + (Z—Z)Q) + 2ulu

Dado que tanto u como u“ sao harménicas, tem-se que

(52) + (5) =0
ou Ou
or Oy

Conclui-se que u é constante em R2.

ou seja

0

14



17. Considere a funcio g : C — C definida por g(2) = 2(2%2 + 2% — |2|?),
e sejam u e v funcdes de R? em R tais que u(x,y) = Relg(z +iy)] e
v(z,y) = Im[g(z +iy)].

(a) Determine o conjunto dos pontos onde u e v satisfazem as equagdes
de Cauchy—Riemann. O que pode concluir sobre a analiticidade da
funcao g?

(b) Mostre que u é uma fun¢do harménica.

(c) Determine uma fun¢do f : C — C, analitica em C, tal que Re(f) =
u.

Resolucao:

(a) Fazendo z = x + iy

9(z) = 22+ - [2P) = (@+iy(@+iy)’+ @ —iy)’ - (@ +9°)
= 2% — 3xy® +i(a*y — 3y°)

pelo que
Re f =u(z,y) =2° =32y e Imf=v(zy) =2y —3y°

Calculando as derivadas parciais

ou ou
— = 32" — 3y — = —6
© B B
v (Y
—— =9 = 2% g

E Sbvio que todas estas funcdes s3o continuas em R?, visto serem funcdes
polinomiais. Por outro lado

ou Ov
— = 22% + 64> =0
or Oy vy
Qu_ _Ov < a2y=0
dy Oz v =

15



Conclui-se que as condi¢oes de Cauchy-Riemann se verificam sse (z,y) =
(0,0), pelo que a fungdo admite derivada apenas em z = 0 e consequen-
temente o seu dominio de analiticidade é o conjunto vazio.
(b) Como j4 se referiu, u(x,y) = 2 —3xy? é uma funcio de classe C?(IR?)
visto ser polinomial. Por outro lado
0u 6 0u
_— €T _—
Ox? T Oy?
pelo que Au = 0 para todo o (z,y) € R

—6x

(c) Denotaremos a harménica conjugada de u por 0. Por definicdo, u e ©
tém que verificar as condicoes de Cauchy-Riemann. Entao

0v _ Ou _ 302-3y = O(x,y) = /(3x2—3y2)dy = 32°y—y°+Ci ()

oy Oz
Por outro lado
8@ . 6u (9 2 3 _
T N
pelo que

Cil(x)=0 = Cila)=C = o(z,y)=3%—y*+C

Note que, como seria de esperar atendendo ao resultado da alinea (a), a
conjugada harmdnica de u, v, € distinta de v.

Exercicios Propostos

. Determine o dominio de diferenciabilidade de cada uma das seguintes func¢des e calcule a
derivada nesse dominio.

@) fle)=22  (b) fletiy)=ay—iz () [f(z)=cos(3z)—i
d) [ =1z (¢) fletiy) =2 —y+i(z —y?)
(f)  f(z2)=Rez+Imz (g) f(2) =ZzImz (h) f(z) =¢€*

. Indique o dominio de analiticidade das fun¢des do exercicio anterior.

. Considere a fungdo f : C — C definida por f(2) = f(z +iy) = 2% — y* + 2i|xy|.
(a) Estude a analiticidade de f(z).

(b) Calcule f’(z) nos pontos onde f é analitica.

16



4,

10.

11.

Considere a fungdo f : C — C definida por

5

2—4 se z#0
=4 1
0 se z2=0

Mostre que f verifica as condicoes de Cauchy-Riemann no ponto z = 0, mas ndo admite
derivada nesse ponto.

Mostre que as seguintes funcdes admitem derivada em 0 mas nao sao analiticas nesse ponto.

(@) f(z)=22  (b) f(2)=cosl|s]

O Jacobiano, J(x,y) de uma funcdo de R? em R?, F(z,y) = <u(x,y),v(x,y)> é definido
como o determinante da matriz jacobiana de f, ou seja:

o ou
| oz oy
ox Oy

(a) Se f =wu+iv ¢ analitica num ponto (z, o), mostre que J(zo, o) = | f'(zo +iy0)‘2.
(b) Sendo f(z) = az + 3, com a, € C, determine de duas formas J(0,0).

Calcule as derivadas das seguintes fungoes:

az+b
cz+d

(a)  sen(z) + 322 — ze*’ (b) cos(z) + (22 + 1)* (o) f(z)=
(d)  log(z?+iz) (valor principal)
Determine as regides onde as seguintes funcbes s3o analiticas e calcule a sua deivada:
1 1
fz)=€" —1 g(z) = cos — + e=21
z
h(z) = sen(log 2*) j(z) = V22 —2
Podera existir uma fungdo analitica em C cuja parte real seja u(x;y) = e¥x + ey?

Determine uma harmodnica conjugada de cada uma das fungdes:

(@)  u(x,y)=xzy®—23y+22+1 (b)  w(x,y) = €** cos(2y)
@ wley)= (d) ul,y) =log (v + ) +2y

Decida se existem, ou n3o, funcdes analiticas f : C — C satisfazendo as seguintes condicdes;
em caso afirmativo, determine-as:
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(a) Ref(z +iy)+ Imf(z +1iy) = 2* — y?
(b) Imf(x +iy) = 323y + = + axy® para algum a € R, e satisfazendo f(i) = 2.
(c) Re f =u(z,y) = 2® — 3292, f(0) = 2i
12. Seja a um nidmero real, e f(z) uma fungdo inteira verificando
e Re f(z) = e* cos(2my);
e Ref(l)<lelmf(l)=2n
(a) Determibe o valor de a.

(b) Para o valor encontrado na alinea anterior, determine a fungdo f expressa em z.

13. Seja f: C — C uma fungdo holomorfa tal que se verifica uma das condi¢cdes
(a) Re f(z) = (constante),

(b) f'(z) =0,
(c) |f(2)| = (constante).

Mostre que f(z) = (constante).

3 Solucoes de 3.2

Nas questbes seguintes denota-se o dominio de diferenciabilidade por Dy e o dominio de
analiticidade por D,,.

1e2. (a) D = {0} f/(0) = 0; Do =0 (b) D = {1}; f'(1) = —i; Dy = 0
c) Dais = C; f'(2) = —3sen(3z); Dan = C  (d) Dair = {0}; f(0) =0; Dap
e) Do ={x —ix € C:z € R}; f'(x —ix) =2z +1, paraxz €R; D,, =0
)
)

0

(g) Dair = {0}; f'(0) =0; Doy =10

3. Doy ={x+iy € C:zy > 0}; para z € D,,, f'(z) = 2=.
4. Calculando as derivadas parciais pela definicao, obtém-se

ou ou ov ov
- — 1 _ = _ frd — —
g (0,0) " 3y (0,0) =0 , g (0,0) =0 , o (0,0) =1

Por outro lado, utilizando a representacio em coordenadas polares h = |h|e®

S = FO) e
e

=
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10.

11.

12.

. (a) cos(z) + 6z — (1 + 323)e’

(b) —sen(z) + (log(2z +1) + 325) 22+ 1) em C\ {z 4+ 0i : v < —3

2z+1
() (Zj;;);? (d) f(z)= 322% em C\ {iy : y>0ouy < -1}

. D;=C, D, =C\{~1,0,i}, D, = C\ {z =iy}, D; = C\ {~v2 < Rez < v2},

Nao
4 4 2,2
(a) v(z,y) = v Z‘y — 31‘2?; +2y+c,ce€R (b)) v(r,y) =e*sen(2y) +¢, cER
Y 2
-7 R R
(© vles) =~ +eem B\ (0,00}, c €

(d) v(x,y):arctgg—2x+cparax>0, ceR
T

(@) flo+iy) =25 —ay+c+i(E5L + 2y —c)
b) Existe para a = —3; nesse caso:
(
flz+iy) =3(a* + y*) — 32%y° —y + § +i(32%y + © — 3uy?).

(c) flz+iy) =23 —3oy? +i(382%y — y* + 2)
(@) a=—-2r(b) f(2)=e?+2ri
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