TECNICO
W LISBOA

Analise Complexa e Equacoes Diferenciais
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Ficha de Problemas n® 11

Séries de Fourier

1 Exercicios Resolvidos

1. Calcule a série de Fourier da fungdo f: [—1,1] — R da fungdo constante

fle)=1.

Resolucao:

A série de Fourier associada a f sera

SFf(x) = % + (ancos (nmz) + bysen (nm;))

n=1

Dado que f é uma fungao par,
b, =0 Vn € N.

aoz/_llf(x)dm:/_lldaz:2

1 1

1

ap = / cos (nmx) f(x) dr = 2/ cos (nmx) de = —sen (nmx)| =0, Vn € N.
-1 0 nm 0

Além disso,

Assim, a série de Fourier de f reduz-se ao seu termo constante

ao

SFf(:U):Ezl

Note que SF f(x) = 1 para qualquer = € R. O teorema da convergéncia pontual mostra isto
mesmo, pois a extens3o periédica de f a R é a fungdo (de classe Ct) f(z) = 1.

2. Determine a série de Fourier da funcdo g(z) = |z|, no intervalo [—m, 7.
Utilize o resultado para calcular a soma da série

f ! S L
~ (2n—1)2 32 52 72



Resolucao:

A fungdo f(z) pode ser escrita na forma

{x se x € [—m, 0]

—x se z €0,

flz) =
Como L = 7, a série de Fourier associada a f é da forma
a o0
SFf(x)= ?0 4 zjl (ancosna + bysenna)
n—=

Dado que f é uma fungdo par, entao

I 2 [T 2 x?
ap = — f(x)da::/ zdr=-2| =x
7 - T Jo T 2
0
e, paran > 1,
1 [7 2 [T
a, = — f(x)cosnxdx = / x cosnx dx
™ J_n ™ Jo
s s
2( sen nx /7r sen nx ) 2 cosnz
= —|=z — dr | = ——
m n 0 n T n
0 0
2
= m(cosmr—l) e
1 ™
bp = — f(x)sennzdx = 0.
m —T
Assim sendo, a série de Fourier de f é
SFf(x) 7r+2icosn7r—lcos
x)=—+— —————— cosnx
2 7 n?2

n=1
Mas, tendo em conta que

0 para n par

cosmr—lz(—l)”—lz{ ;
—2 para n impar

a série de Fourier reduz-se aos seus termos com indice par, ou seja:

SFf(z) = g — i; (2ki1)2cos ((2k — 1)z)

Com a extens3o periédica de f a R é continua e seccionalmente C!, ent3o pelo teorema da

convergéncia pontual

SFf(x)= f(z) Va € [—m, .

(1)



Para calcular a soma da série numérica pretendida, usamos simplesmente a equagdo (1) no
ponto z = 0:

0= (0) = SFf(0) =5 - jz%il)
=1

Resulta pois que:

4 & 1 7 > 1 2
w;(%—n 2 7 ;1(214;—1)2_8

. Determine a série de Fourier da funcdo h(z) = 2° — w2, no intervalo

x € [—m,m|. Utilizando a série obtida num ponto adequado, aproveite
para calcular a soma da série

f (=" 1+1 L,
~(2n+1)PF 305 7

Resolucao:
A série de Fourier associada a h sera
oo
0
SFh(z) = ? g ancos nx + bysen nx)

Como h é uma funcdo impar, ag € a,, para n € N sdo nulos. Tem-se também, para n € N:

bp = — [ f(x)sennzdz = = [ (2°—7"z)sennzdx

™ J_r ™ Jo

& s

_ 2 ( (9:3 7 7r2x) —cosne / (3952 7 7r2) cosnx $>

77 n 0 n

0

6

™ Jo n

Integrando por partes, de novo:

2 sennx
by = 7T<(3:Jc?—7r2)2

T
—Ssen nx
0 n




Por fim, fazendo mais uma integragdo por partes:

v
CcoS Nx T cosnt
6x 3 — 6 dzx
n 0 n

0
iy

_ 2(67rcosn7r 6 sen nx )
0

b, =

2o

T n3 n3
~—_———
6
o 12(=1)n
= —
Assim
— (—-1)"
SFh(l‘):12Z 3 senn
n=1

Note que h(z) = z(22 —7?) = x(x —7)(x +7) é de classe C! e verifica h(—7) = h(m). Assim,

pelo teorema da convergéncia pontual:

SFh(z) = h(x) Vo € [—m, . (2)

™

Para calcular a soma da série numérica dada, usamos a equagdo (2) no ponto = = 3

2

— (=1} nwo T _ w(m 2\ _ 3m?
2y iy =h(3) =3(T-7) = % ®)

Tendo em conta que, para k € Ny,

ni 0 se n = 2k
5=

sen — =
(-1)* sen=2k+1

entdo, eliminando os termos nulos (n par) da série (3) obtém-se

— (—1)%* _ — (—1)* 3
2) GV = gy T

o que é equivalente a:
3

— (=DF o«
Z(2k+1)3 T 32

n=1

. Calcule a série de Fourier da onda sinusoidal rectificada, isto é, de

fx) =

senxz se senx >0
0 se senx <0



Resolucao:

A fungdo f pode ser escrita na forma

0 se z € |-3m, —27]
senx se x € [—2m, —] 1
flz) = 0 se z€|-m,0[ = §senx+ |sen x|
senx se x € [0,7]
0 se z € |m, 27|

pelo que a funcdo f é periddica de periodo 27r. Assim, a série de Fourier de f é
> nmx >
SFf(x —|— Z ( ncos —_— —|— B,,sen —) = —|— Z ( nCoOsSnx + Bpsen nw)

Note que %senx ja estd na forma de uma série de Fourier com L = w. Assim, podemos

simplesmente determinar a série de Fourier da funcdo par g(z) = 3|senz|, pois
1
SFf(z)= gsena + SFg(z).

A série de Fourier da funcao g é

o
SFg(x) = 50 <+ Z (ancos nx + bysen nx)

n=1

em que (tendo em conta que g é par e g(z) = i|sen x| = isenz para z € ]0, 7[)

1 [7 2 (M1 2
aoz/ g(x)dx:/ —senxdr = —.
T ) T Jo 2 s

e
b, =0, para n € N.
Paran > 1,
1 (7 2 (M1
ap, = — g(z)cosnzdr = — — sen x cosnx dx
T ) T Jo 2
1 ™
= (sen (z + nz) + sen (z — nz)) da
T
B (_1)n+1_1
 w(n2-1)
Paran =1,
1 (7 1 (7 1 (7
a1:/ g(x)cosmda;:/ senxcosxda::/ sen 2z dx = 0.
™) T Jo 2m Jo



Assim
n+1

~——————cos( )—i—lse
nr) + —senx
n2—1 2

SFf(x)=SFg(x)+ 1sen:r—f+z

Visto que

(_1)”+1 i 0 para n impar
—2 para n par

e que a funcdo é continua em R e seccionalmente C'! em [, 7], podemos concluir que
o0

1 2 1 1
SFf(iU) = ; — ; Z; mcos (2kﬂ7) + §Sen$ = f(ﬂ?), Vx € R

. Desenvolva a fun¢do definida no intervalo [0, 1] por f(z) = 1 numa série de
senos e indique para que valores converge (pontualmente) a série obtida.
Resolucao:

A série de senos associada a f é

Z bpsen (nmx)
n=1

em que

n =2 01 f(z)sen (nmz) dx = 2/01 sen (nmz) dx = 2 (1 — (—1)”>

nm

A série de senos de f em [0, 1] é, de facto, a série de Fourier da extensdo impar de f ao intervalo
[—1,1]; trata-se, pois, da série de Fourier da fungdo

] -1 se ze[-1,0]
9(@) = { 1 se z€]|0,1]

pelo que, usando o teorema da convergéncia pontual,

SFf(z) = Z W sen (nmx)
n=1

> 1 €1]0,1
= Zki (2kmx) = { se ¢ €01

0 se z=0ouz=1

Quanto a convergéncia em R, a série converge para a extensdo peridédica de g em todos os
pontos onde g é continua, ou seja, para x € R\ Z. Dado que os limites laterais de g nos seus
pontos de descontinuidade sdo +1, entdo SF f(x) =0 para x € Z.



6. Considere a fungdo f : [0, 1] — R definida por f(x) = x. Determine:

(a) a série de Fourier associada a f;
(b) a série de senos associada a f;
(c) a série de cosenos associada a f.

Resolucao:

(a) Considere-se a fungdo f(z) extendida periodicamente a R. Ent3o o seu periodo é 1 e
L= % pois um intervalo simétrico em torno da origem correspondente a um periodo da fungdo

é, precisamente, [—3, 3].

Desta forma, a esta fungdo (como vimos, periédica com L = %) estd associada a série de
Fourier

SFf(z) = % + Z (ancos (2nmz) + bysen (2mr:c))
n=1

Devido a periodicidade de f, os integrais abaixo tém o mesmo valor ao longo de qualquer
intervalo de comprimento 1:

: 1 1
ao—l/lz/_éf(x)dx—2/0 f(x)dm—?/o xdr=1

Identicamente, para n € N,

1

an=1—/2

2 1
/_1 f(x) cos (2nmx) de = 2/0 f(x) cos (2nmx) dx

1
1 = 1
b = — /2 f(z)sen 2nmz) dx = 2/ f(z)sen (2nmz) dx
1/2 1 0
Calculando estes coeficientes, tem-se

1
an, = 2/ xcos (2nmx) dx
0

1 1 -
’ — —— [ sen(2mwnz) dx) =0

= 2(isen(27rnx)
0 2nm Jg

2nm

1
b, = 2/ xsen (2nmx) dx
0

1

1 1
= 2< = ﬁcos (27rnac)‘0 4F By ; cos (2mnz) df’f)
1

1
= ——cos(2mn) = ——
nm nm



Temos entdo que, para x € [0, 1]

1 1
SFf(z =5 Zﬁsen (2nmx).

n=1

Dado que f(z) é continua em [0, 1], podemos concluir que

r se x€]0,1]

SFf(x) :{

% se x=0ouz=1

(b) A série de senos de f é a série de Fourier da extensdo impar de f ao intervalo [—1,1].
Diferentemente da alinea (a), trata-se da série de Fourier de uma fun¢do com periodo 2 (ou
seja, com L =1).

A série de senos associada a f é, pois

Semifla E bpsen (nmwx)

em que
(_1)n+1
nm

1 1
bp =2 [ f(x)sen(nmzx)dr = 2/ xsen (nmx) de = 2
0 0

(c) A série de cosenos de f é a série de Fourier da extensdo par de f ao intervalo [—1,1]. Tal
como na alinea (b) (e, também, diferentemente da alinea (a)) trata-se da série de Fourier de
uma fungdo com periodo 2 (ou seja, com L = 1).

A série de cosenos associada a f é

o0
% + Z apCos (Nmx)

n=1

1 1
a0:2/ f(:c)da:zQ/ rxdr =1
0 0

an = 2 /01 s ) s = 2/01 zcos (nz) dz = — ((—1)" — 1)

onde

e paran € N

. Determinar a série de Fourier da funcdo f no intervalo especificado
0 se —1<x<0
)=

e’ se 0<x<1
indicando a sua soma.



Resolucao:

A série de Fourier da funcio é

SF(z) = % I Z ancos (nmx) + bysen (nx)

n=1

1 1
ao—/ f(x)dx—/ efde=e—1
—1 0

an = /11 f(x)cos (nmzx)dx = /01 e“cos (nmx)dz

Usando a definicdo de coseno complexo

" 1/1 (6(1+nﬁi)m+e(1—nwi)x)d$
0

em que

Parane N

2
1 e(1+n7ri)m e(lfnﬁi)x 1
- 5(1+mi i 1—n7ri) .
1 . |
= ST ((1 — )T (1 4 nri)el ™ (1 — i) — (1 + mri))
nem
1 n
= Trmet ol

onde se usou o facto de que
e’l’Lﬂ'l — e—’l’l/ﬂ'l — (_1)n

Paran e N . )
by, = / f(x)sen (nmx)dx = / e’sen (nmx)dx
= 0

Usando a definicdo de seno complexo

1
b, — 1 (e(l—I—'mri)z _ 6(1—mri)m)dx
" 2i Jo

_ 1 <€(1+mri)x e(l—mri)ac> ‘1

2i\1+nmi 11— nmi
1 . .
= ST ((1 — nmi)e! ™™ — (14 nri)e! ™™ — (1 — nxi) + (1 + mri))
1 . . nm



Entao

o0

1 + n?n?

nm(l —e(—1)")

SF(z) e ; 1 n Z (e(—l)”—lcos (nmzx) + Tz (mr:n))

n=

Atendendo aos pontos de continuidade (e descontinuidade) de f(z), tem-se que

se

aQ O

8

SFy(z) = -

se

DO D=

se

8. Considere a fungao real de variavel real f(z) =

-1<2<0
O<ax<l1
x=0
==+l

1
~ 5+4dcosx

(a) Calcule, utilizando o teorema dos residuos, o valor dos integrais

I, = /_: f(z)e™ dx

) n2071727“'

(b) Deduza, da alinea anterior, o valor dos integrais

a, = %/:r f(x) cos (nx) dx,

para n € Nj.

b, = %/:Tf(x) sen (nz) dx

(c) Diga, justificando, qual o valor da soma da série

S¢ = % + i (ancos (nx) 4 by,sen (nx))

n=1

para x € [—m, 7.

Nota: Este problema ilustra a aplicacao do teorema dos residuos ao calculo
da série de Fourier de uma fraccao racional de senos e cosenos. Sem recurso
a analise complexa, esse cdlculo torna-se bastante mais complicado.

Resolucao:

10



(a) Para n € Ny e tomando a parametrizacio de |z| = 1 dada por 2(z) = €%, para z € [—7, 7],
tem-se que

™ (elw)
I = . —d
/_W5+2<61$+6_H) ’

_ 1% dz
i ‘15—1—224-22_112

1 ?{ 2™ d
= - —_—az
2i |2|=1 (z + %)(24-2)

1
= 7R (F —7)
7 Res 5
sendo para cada n € Ny
ZTL
(2) =

2+ i)(+2)

E facil de verificar que ambas as singularidades de F' s3o pdlos simples, e como tal

Res (F, —%) = ZEIEI% <Z + é)F(Z) = %( - %)” = 3(.—212"1

Tem-se entdo que

(b) Atendendo a férmula de Euler
in

e"* = cos (nx) + isen (nx)

pelo que

1
b,b=—ImI, =0
T

(c) Trata-se da série de Fourier de f em [—m,7]. Por ser uma fungo continua e par, tem-se

que
SF¢(x) = f(x) , Vze[-mm]

. Determinar a série de senos de cada uma das seguintes funcdes no intervalo
especificado. Indique a sua soma no conjunto indicado.

11



<z<
{O se bsrsa para = € [0, 2al.

a se a<zx<2a

x se 0<z<1/2
(b)g(x)—{l_x e 1/2<z<1 para r € R.
Resolucao:

(a) A série de senos de f em [0, 2a] é dada por
> nwT
Ssenf( ) = ;bnsen (%)

em que, paran € N

b, = = 2af(:v) sen (ﬂj) de = 2/2asen (%) dx

a 0 2 2
4 2 4
a nwT a nw
= ——cos = cos — — —1”)
nm ( 2a ) mr( 2 ( )
a

Tem-se entdo que
Sl (65) = i da <cos o (—1)”) sen (@>
sen = nm 2 2a
A série de senos de f no intervalo [0,2a] é a restricdo, a esse intervalo, da série de Fourier da

extensdo impar de f ao intervalo [—2a, 2a], ou seja, da fungdo:

—a se —2a<zxr<-—a
fe(x)=¢ 0 se —a<z<a
a se a<x<2a

Atendendo aos pontos de continuidade (e descontinuidade) de f.

,

—a se —2a<z<-—a
0 se —a<zx<a
a se a<z<2a
5Ky, (z) = 0 se x==12a
—% se Tz=-a
5 se T=a
Finalmente, para z € [0, 2a],
0 se 0<zx<a
Ssenf(z) = SHe(z) = a se a<xz<2a
5 se r=a

12



(b) A série de senos de g em [0, 1] é dada por
Seng Z bnsen 77,7'('1‘

em que, paran € N

1 1
b, = 2/ g(x)sen (nmx)dr = 2/2 xsen (nmx)dx + 2 | (1 — x)sen (nmx)dx
0 0

m\»-‘\
R

Primitivando por partes, tem-se que

=
D=

2 2
/ xsen (nmz)dr = — % cos (nmx)| + — cos (nmx)dx
0 nm nm Jo
= ! cos nr = ! sen T
- onmw 2 272 2
e
! l1-x I
/ (1 —z)sen (nrz)dx = — cos (nmx) - — cos (nmx)dx
1 nm nm 1/2
2 1/2
= ! cos or + ! sen nr
~ 2nm 2 e 2
Entdo
b o— 2 nmw
" n2n2 " g

e a série pedida é
=2 nmw
Sseng () = Z 3.3 sen - sen (nmx)
n=
A série de senos de g no intervalo [0, 1] é a série de Fourier da extensdo impar de g ao intervalo
[—1,1], isto é, a série de Fourier de

1+x se 1§x<—%
ge(@)=4 =  se —3<z<g
1—x se %<$§1

Atendendo a que esta fungdo é continua e que o seu valor nos extremos do intervalo [—1, 1]
coincide, tem-se em particular que

Sseng(x) - g($)7 Vo € [07 1]

Condiderando a extensdo periddica, g, de g. a R, esta funcdo é continua em R pois, como
vimos, g. € continua e ge(—1) = ge(1). Isto implica que:

Sseng(x) = g(x), Vz € R.



10. Determinar a série de cossenos de cada uma das seguintes fun¢des no in-
tervalo especificado. Indique as respectivas somas nos intervalos indicados.

0 se 0<z<1
1 se 1 <x<2

@ 1) ={

{

X

(b) g(z)

Resolucao:

se 0<x<1/2
l—z se 1/2<2x<1

para 0<z <2

em (0 <z <1

(a) A série de cossenos de f em [0, 2] é dada por

nwT
Seosf () = = + Z 1, COS (—)
em que
2 2
ap = / fl@)de= | de=1
0 1
e, para todo on € N,
2 2
an, = f(x)cos@daz = / cos Tz
0 2 1 2
2
2 <en nmT - 2 <en nm
nm 2 ) N nm 2
Tem-se entdo que
nmwx
cosf = — Z — sen —_— COS 72

A série de cossenos de f no intervalo [0, 2] é a série de Fourier da extensdo par de f ao intervalo

[—2,2], isto é, a série de Fourier de

Atendendo aos pontos de continuidade (e

fo(=2)

SFy (x)

se 2<z<-1
se —1<x<1
se 1l<ax<?2

descontinuidade) de f,, e tendo em conta que

= fp(2) (isto acontece sempre com qualquer extensdo par) entdo:

—2<r< -1
-l<z<l1
1<z <2

T = =*1

se
se
se
se

= = O =

14



Finalmente, para z € [0, 2],

0 se 0LZz<1
Ssenf(x) = SFp () = 1 se 1<ax<2
% se x=1

(b) A série de cosenos de g em [0, 1] é dada por

Seosg(x) = % + ) ancos (n7x)

n=0

1 1 1 1
ao:2/ g(:n)d:an/ mdx+2/ (1—x)dm:§
0 0 3

1
x cos (nmz)dr + 2/ (1 — x) cos (nmz)dx

1

em que

e, paran € N,
! !
an, = 2/ g(z) cos (nmx)dr = 2/
0 0

2

Primitivando por partes, tem-se que

% T % 1 2
xcos(nmx)de = —sen(nwx)|” — — sen (nmx)dx
0 nm 0 nmw Jo
1 nmw 1 m
= ﬁsen > + =55 (cos — Cos mr)
e
! l-z 1 I
/ (1 —2x)cos (nrz)de = sen (nmx) — sen (nmx)dx
i 3 nm Ji/2
2
! sen ! (cos cos n7r>
= =— _— = = nmw — —
2nm 2 n?m? " 2

Tem-se entdo que

e a série de cossenos de g é

1 =2 nmw n
Seee@lm) = 1 + E W(cos — —(-1) ) cos (nmx)
0

n=

A série de cosenos de g no intervalo [0, 2] é a série de Fourier da extensdo par de g ao intervalo
[—2,2], isto é, a série de Fourier de

|z| se |z <3
gp(x) = { °

1—|z| se 3<|z|<1
Atendendo a que esta fungdo é continua e que g,(—2) = g,(2), tem-se que

Seosf(z) = f(x) , Vael0,1]

15



2 Exercicios Propostos

1.

Calcule a série de Fourier da fung¢do f : [—1, 1] — R definida por

) = —1 se —1<2<0,
] 41 se O<z<l1.

Determine a série de Fourier da fungdo g(z) = L — |z|, no intervalo [—L, L]. Utilizando a
série obtida num ponto adequado, aproveite para mostrar que

) PR W R
(2n—1)2 32 52 8

Determine a série de Fourier da func¢do h(z) = 22, no intervalo x € [—L, L]. Utilizando a
série obtida em pontos adequados, aproveite para mostrar que

oo 2 +oo 1 2
1 11 T (—1)m 11 T
el — = A S T

;nQ Tt 6 ° ; n? 2 TR e TR

Determine a série de Fourier da fun¢do definida no intervalo [—m, 7] por

i(2) = 0 se —7<z<0
i(@) = r se 0<z<m

Indique a soma da série para x € [—m, 7).

Determine a série de Fourier da fungdo definida no intervalo [—2, 2] por

0 se —2<z<0
l(z)=< 1 se 0<z<1
0 se 1<x<2

Indique a soma da série para x € [—2,2].

Desenvolva a fungdo definida no intervalo [0, 1] por f(z) = 1 numa série de senos e indique
para que valores converge (pontualmente) a série obtida.

Determine a série de cosenos da fun¢do r(z) = = no intervalo [0, 7], indicando a soma da
série em R.
Considere a fungdo f : [0,2] — R definida por

1—z se O0<x<1
f(x>_{1 se 1<ax<2

(a) Esbocge o gréfico da extensdo par de f ao intervalo [—2, 2] e obtenha o desenvolvimento
em série de cosenos de f nesse intervalo, indicando a respectiva soma da série.

(b) Esboge o gréfico da extensdo impar de f ao intervalo [—2,2] e obtenha o desenvolvi-
mento em série de senos de f nesse intervalo, indicando a respectiva soma da série.

16



3 Solucoes

1.

2.

4 sen ((2n+1)mx)
Zn 0 2n+1

n

fazendo r =0, obtém-se > |

T [

_+Zn 1 nrw

4SS 1
'%;271—1

SFeosr(z) =

D i

1

L 4L 0 1 2n—1)7z
5 T 22 2un=1 @a_1)2 €OS <

L

n2

) Fazendo = = 0 obtém-se » ; =z,

((=1)™ — 1) cos (nz

12

)n+1

)+(_—

nmwT
2

TLTK'x ’fl .
[sen 5 COS + (1 — cos )sen ] =

ERp I (G
[ x—2km se 2kn <z < (2k+1)w
| 2km—xz se (2k—1)m <x < 2km

(2) SFuosf(z) =

1—x se 0§:(:<1

= 1
1
2
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