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1. Considere o problema de valor inicial

dy 2 2 1
— = 6y°x , 1) =—=
oy Ty =0y y(1) = —3
Determine a sua solugcdo e o seu intervalo maximo de existéncia.
Resolucao:
Escrevendo a equacdo na forma
dy 2 2 dy 2 1 dy
— =06y“r — & — =y (6xr—1 & —S— =06 —1
dz o Y dz 7 ( ) y2 dx

- . . , . 1, 1
verifica-se facilmente que a equacdo € separdvel. Uma primitiva em ordem a y de — € ——,
Y Yy

donde o lado esquerdo da equacio pode, pela derivada da funcdo composta, ser escrito como

%[_ﬁ] — 6z 1.

Integrando agora ambos os lados da equacdo desde xyp = 1 até x, obtém-se

Tod 1 * 1 1
/ —[——]ds:/ 6s—1lds & ——— + ——~ =32° —2— 2,
zo=1ds | y(s) z0=1 y(x) — y(1)

donde, usando a condigdo inicial, y(1) = —1, tem-se entdo que a solugio do (PVI) é

1
x — 312’

y(z) =

O dominio de diferenciabilidade desta funcdo é

D:]—oo,O[U]O,%[U]%,oo[.

O intervalo maximo de existéncia de solucio serd o maior intervalo contido em D ao qual zg = 1
pertence. Conclui-se que
1
IMax = :| 2 X -

3



[1,5 val]
[1,0 val.]

2. Considere a matriz

(a) Determine et

(b) Para t € R, resolva o problema de valor inicial

2 0 0
X'=|32 0 |X+Blt , X(0)=/(0,0,0)
0 0

—sent

em que B(t) = (0,e*,sent)
Resolucao:

(a) Método 1:

Observamos que a matriz A é triangular superior e que por isso o sistema pode ser resolvido linha
por linha, em sequéncia de equacdes escalares. Comegemos, por isso, por calcular uma matriz
solugdo fundamental associada 3 equacdo X’ = AX. Fazendo X = (z,y), tem-se que

I _ _ 2
X' — AX e {:E—Z:E {aj—cle

y' =3z +2y y' = 3c1e? + 2y

A equacdo y' — 2y = 3cie? é uma equagido linear de 12 ordem com factor integrante u(z) =
el —2dt — =2t Ent3o

/
y =2y = 3ce? o e_zty'—2e_2ty =3¢ & (e_zty) =31 & y= ezt(3c1t+c2)
Conclui-se que
ozt | cre?t N c1
248 = [ y(t) ] - [ e (3cit +co) | | 3te?t e o

Dado que em ¢t = 0 a matriz fundamental obtida é a matriz identidade, ela é necessariamente a
matrix principal em ¢t = 0, ou seja a exponencial. Conclui-se imediatamente assim que

At e2t 0
e = 3te2t 2t |

Método 2:

A matriz A pode ser escrita na forma

2 0 2 0 007 _
[3 2]_[0 2}+[3 0}:2ld+3N

As matrizes 2Id e 3N comutam, e para qualquer p € N\ {1} tem-se que N? = 0. Entdo

QAt _ (2Id+3N)E _ 21dt 3Nt _ eZIdti BN)" _ arar (Id+3N) _e2| 10
‘ n! 3t 1
-

Método 3:



A matriz A tem valor préprio A = 2 de multiplicidade algébrica 2, associado ao vector préprio
(0,1). Conclui-se que a matriz ndo é diagonalizdvel. Assim A é semelhante a um bloco de
Jordan, A = SJS~! em que
2 1
=[5 )

1t
Jt _ 2t
e ot

Para determinar a matriz S é necessdrio determinar um vector préprio generalizado. Isto é uma
solucdo da equacdo

o que implicard que

acam-an « [2][2]-[1]

V2

Conclui-se que (por exemplo v, = (%,O). Ent3o

A=8J8"1 o eM=geltgTl = [ 10 ]
3t 1
(b) Esta nova matriz do sistema n3o tem coeficientes constantes pelo que
nao faz qualquer sentido calcular-se uma matriz exponencial associada a ela, a qual sé estd
definida para matrizes constantes. Quando muito, poder-se-ia tentar obter uma matriz solucio
fundamental. Mas, fazendo X = (z,y, z), verifica-se (pela forma em blocos da matriz em
questdo) que podemos resolver dois problemas de valor inicial totalmente desacoplados:

=A + 2 = (—sent)z +sent
z2(0) =0

onde A é a matriz 2 x 2 da alinea anterior. Para determinar (x(¢),y(t)), e usando a matriz
encontrada na alinea (a), basta aplicar a férmula da variagdo das constantes. Assim

HERI O SR
[ [2aeet

Para determinar z(¢) (solugdo de uma equagdo de primeira ordem escalar) vamos resolver a
equagdo. Trata-se de uma equacdo linear ( tambem é separdvel) de factor integrante pu(t) =
el sentdt _ —cost Eptzg

/
12 — — — —
Z' + (sent)z =sent <& <e COStz) =sente ! & e ®ly=_e ¢

donde se conclui que z(t) = —1 + ce®5t. Para que z(0) = 0, conclui-se que ¢ = e~ !, peco que

X(t) = <:L"(t),y(t),z(t)) = (0, te2t, —1 + e~ 1Teost)
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3. Considere a seguinte equacdo diferencial

y/// . y// +4y/ — 4y = 902t
(a) Determine a solugdo geral da equagdo.

(b) Indique a matriz Wronskiana associada a equacio.

Resolucao:

(a) A solugdo geral da equagdo é da forma yg(t) + yp(t) em que ys(t) representa a solugdo
geral da equacdo homogénea associada e yp(t) uma solugdo particular da equagdo.

Calculo de yq(t):
A equagdo homogénea associada é
y/// o y// +4y/ —dy=0

7

Fazendo Dy =3/, D*y = v" e D3y =y, tem-se que

gyt dy —dy=0 & <D3—D2+4D—4)y:0

R3—R?’{+4R—4,
(R—1)(R2 +4).

E facil de concluir que o polinédmio caracteristico associado a equa¢do, P(R)
tem raiz 1 e efectuando a divisdo por R — 1 pode ser escrito na forma P(R)
Assim a equac3o diferencial é equivalente a

(D-1)(D*+4)y=0 < (D-1y=0 Vv (D +4)y=0

Uma base do espaco de solugdes de (D — 1)y = 0 é (e!) e uma base do espaco de solucdes de
(D? + 4)y = 0 é (cos(2t),sen(2t)). Assim

ya(t) = ae! + bcos(2t) + csen(2t).

Calculo de yp(t):

Dado que b(t) = 2¢%' iremos determinar yp(t) pelo método dos coeficientes indeterminados. O
polinémio aniquilador de b(t) é D — 2. Assim

(D-1)(D2+4)y =2 o (D—2)(D—1)(D*+4)y=(D— 2)<2e2t)
& (D-2)(D—-1)(D*+4)y=0
A solucdo geral desta equacdo é
ae’ + bcos(2t) + csen(2t) + de*

Comparando com y¢, conclui-se que a forma da solucdo particular da equacdo é de?'. Substi-
tuindo na equacdo, para todo t € R

" ! 1
(det)” + 4(de?t) — 4(de?) = 2¢% & (8 —4+8- 4) de = 2¢" & d=

"

(de™)
Entdo, yp(t) = iezt e finalmente, a solucdo geral da equagdo é
t L o
y(t) = ae’ + beos(2t) + csen(2t) + 1€

(b) Para todo ¢t € R, po exemplo
el cos(2t) sen(2t)
W(t)=| e —2sen(2t) 2cos(2t)
el —4cos(2t) —4sen(2t)
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4. Considere a fungdo f definida no intervalo [—4,4] por

1 se xe€[-4,0]
flz) =1 —2 se xz€]0,2]
0 se z€24
Determine a série de Fourier associada a f e indique a sua soma para cada = € R.

Resolucao:

Considera-se L = 4 para o desenvolvimento em série de Fourier duma func3o periddica, de
periodo 2L = 8. A funcdo f dada n3o é par, nem impar, pelo que sdo de esperar coeficientes
n3o nulos de senos e cosenos na série de Fourier correspondente.

Assim, a série serd dada por

fN--FZancos( >+b sen(nZﬂI:),

1 4
:Z/_Llf(a:)cos(nf:x)daz n=20,1,2,...

1/t nmwT
—1/_4f(:n)sen<T)da: n=12,...

Resta, portanto, calcular estes coeficientes.

14 1 /0 1 [
_Z/_4f($)dx21/_41d$+1/0 —2dr=1-1=0.

E os restates a,, paran > 1,
1t 1 /0 1 [?
ap = Z/_4f(33)cos (7142) d$=1/_4cos (nzm) da:+4/0 —2cos (77%33) dz

= o b (P - b ()] = 0= 0 5 o () -0

com

Analogamente, para os b,, com n > 1,

b, = /f sen >da::i/4 en<n4x>dx+lll/02—2sen(n4ix)daz
= o [ooo () o Leow ()], = o eostom) =10 2 feon (57) 1
= ﬂ—i%-icos(n—ﬂ-).
2

nm nm nm

Finalmente, a funcdo f é obviamente seccionalmente C!, tendo descontinuidades ‘“de salto”
em x = 0 assim como em x = 2. O seu prolongamento peridédico, de periodo 2L = 8, terd
também uma descontinuidade do mesmo tipo, nos pontos x = —4,4. Assim, pelo Teorema de
convergéncia pontual de séries de Fourier para funcdes seccionalmente C'! conclui-se que, no



intervalo [—4, 4] a série de Fourier converge pontualmente para a fung¢do que, em cada ponto z,
corresponde a média dos limites laterais de f em z, ou seja,

(% se x =44
1 se —4<x<0
S(z) = —% se =0
2 se O<zx<?2
—1 se =2
0 se 2<ux <4

Em R a série de Fourier converge pontualmente para o prolongamento periddico, de periodo
2L = 8, desta fung¢do no intervalo fundamental [—4,4].

[1,5 val ] 5. Resolva o problema de valores na fronteira e iniciais
0%*u 0u
92 WZO para z €|0,7[, t >0
u(t,0) = u(t,m) =0 para t >0
0
u(0,2) =0 , 8—1;(0,1') = 3sen(2z) —4sen(4x) para x €0, 7|
Resolucao:

Usando o método de separagdo de varidveis, procuramos solugdes da forma u(t, ) = T(t) X (),
as quais, substituindo na equacgado diferencial parcial, levam a

T”(t) B X”(ZE)

AT(t)  X(z)

X(2)T"(t) — 4X"(2)T(t) = 0 &

Esta igualdade sé é possivel se ambos os seus lados, de varidveis diferentes x e t, forem iguais a
uma constante, digamos —A\. Portanto é equivalente ao sistema seguinte, onde A\ é um nimero

e T"(t) +4XT(t) =0
{ X" (x) + XX (z) = 0.

Por sua vez, as condi¢des de fronteira homogéneas u(t,0) = u(t,7) = 0, em x = 0,7, implicam
que as solugdes ndo nulas da forma T'(¢t) X (x) tenham que satisfazer

T(t)X(0) =T(t)X(r) =0« { X(r) = (())

Resolvemos agora a equagdo diferencial para X (z), cujas solu¢des dependem do sinal de A.

Temos entao
BeV=AT 4 Ce=VAz se A< 0

X(x)=< Bz +C seA=0
BcosVAz + CsenvVixr se A > 0.
onde B, C s3o constantes reais.

Impondo as condicdes de fronteira anteriores as solugdes X (x) assim determinadas, temos



(i) Para A < 0:

X(0)=0&B+C=0 o[ B=0
X(r) =0 & BeV=2" 4 CemV=2" = C=0
(i) Para A =0:
X(0)=0sC=0
X(r) =04 Br=0&B=0
(iii) Para A > 0:
X(0)=0&B-1+C-0=0 o[ B=0
X () =0 < BcosvVAr + CsenvAr =0 C =0ou VAt =nm

donde obtemos as tnicas solugdes nio triviais (fungdes préprias) X (z) = C'sen(nz) com

n=1,2,..., para (valores préprios) \ = n?.

Usamos agora este conjunto discreto de valores de \ para resolver a correspondente equacdo
para T'(t),
T"(t) + 4T (t) = 0 = T"(t) + 4n>T(t) = 0,
cujas solucdes sao )
T(t) = Csen(2nt) 4+ C cos(2nt).

Conclui-se assim que, para cadan = 1,2, ... as solucdes ndo nulas da equacdo diferencial parcial
dada, obtidas por separacdo de varidveis na forma T'(t)X(x), e satisfazendo as condi¢bes de
fronteira, sdo

Uy (t, ) = C'sen(2nt) sen(nz) + C cos(2nt) sen(nz).

Finalmente, procuramos uma solucao formal da equacdo diferencial parcial satisfazendo também
as condig¢des iniciais, por “combinacdo linear infinita" destas solugdes T'(¢) X (z)

u(t,z) = Z C,, sen(2nt) sen(nz) + C,, cos(2nt) sen(nz),

n=1

a qual tem que agora também satisfazer

u(0,z) =0 < Zé’nsen(naz) =04 C,=0 paratodoo n>1,

=l
e
ou >
E(O’ x) = 3sen(2x) — 4sen(4z) & Z 2nCy, sen(nx) = 3sen(2x) — 4sen(4x),
n=1
donde 4Cy5 = 3 e 8Cy = —4, sendo os restantes coeficientes todos nulos.

Assim se determina a forma final da solucdo do problema

u(t,z) = zsen(4t) sen(2zr) — %sen(&f) sen(4zx).
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6. Considere o problema de valor inicial

dy _

=y =y +g(ty) . y(0) =1 (1)

sendo g : R? — R uma fungdo de classe C'! no seu domiio e tal que g(¢,4) = 0 no conjunto
{(t,y) : 0 <y <2}. Mostre que o (PVI) tem solugdo dnica definida em R.

Resolucao:

Seja f(t,y) = y(2 — y)e¥ + g(t,y); esta funcdo é de classe C! em R?, o que implica que é
continua e localmente lipshitziana em R2. Pelo teorema de Picard, o problema de valor inicial

y/ = f(tvy) ’ y(tO) = Y0, (2)

para qualquer (to,10) € R?, tem solugdo dnica, de classe C!, definida numa vizinhanca de .

Como f(t,0) = ¢g(t,0) = 0 e f(t,2) = g(t,2) = 0, para qualquer t € R, entdo as fun¢des
constantes y(t) = 0 e y(t) = 2 sdo solugdes da equagio diferencial. Além disso, o ponto inicial
verifica y(0) = 1 € ]0,2[. Desta forma, o gréfico da solu¢do da equagdo diferencial que satisfaz
y(0) = 1 ndo pode intersectar (os graficos de) y(t) = 0 e y(t) = 2; caso contrdrio, se tomdssemos
um tal ponto de interseccdo como condi¢do inicial do PVI (2) teriamos duas solu¢Bes distintas
do mesmo problema, o que iria contradizer o teorema de Picard.

Assim, a solu¢do dnica de (1) satisfaz
0<y(t) <2 Vt € Inas ; (3)

isto mostra que y(t) ndo explode em tempo finito. Dado que o dominio de f é R?, entio, pelo
teorema de extens3o de solugdo, y(t) esté definida em I, = R.



