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RESUMO

O problema restrito dos trés corpos é o protétipo dos problemas "insoliveis" da
Mecinica. O seu estudo é portanto duplamente importante.

Dois factos fundamentais surgem do estudo deste problema: Primeiro, ele pode ser
posto na forma de um sistema Hamiltoniano autonomo, possuindo portanto um primeiro
integral (a fungdo de Hamilton); Segundo, algumas das solugdes deste problema terminam
em colisGes. Esta dificuldade pode ser evitada através de um método de regularizagio das
equagdes diferenciais do movimento. O objectivo deste trabalho é precisamente o estudo
da relagdo entre a regularizagdo e a topologia dos conjuntos de nivel (regularizados) da
Hamiltoniana.

Isto ¢ feito em primeiro lugar para o problema de Kepler, que pode ser olhado
como um caso particular do problema restrito dos trés corpos. Isto motiva nfio s6 a
introdugfio do método de regularizagdo (secgdo 3) como permite ilustrar, num caso mais
simples, muitas das técnicas a utilizar no caso mais geral (secgdes 2, 4 ¢ 6).

O problema restrito dos trés corpos ¢ introduzido na sec¢do 7, e a topologia dos
seus niveis de energia ¢ descrita na secgio 8. Aqui seguiu-se de perto o artigo de E.
Lacomba, contornando-se inclusivamente uma pequena dificuldade na descri¢io da
topologia do ultimo nivel de energia.

Na secgo 9 analisa-se o efeito da regularizagio parcial de Levi-Civita na
topologia dos niveis de energia. Esta analise (que ndo ¢é dificil) é da responsabilidade do
autor. A regularizagio global de Birkhoff é estudada na secgdo 10, e baseia-se no
excelente artigo de G. Birkhoff. Apenas a topologia do quarto nivel de energia é
apresentada de modo radicalmente diferente.

Na secgdo 11 introduz-se um método que produz uma regularizagio global do
problema restrito dos trés corpos para cada fung¢do inteira, € mencionam-se algumas
questdes em aberto.

PALAVRAS-CHAVE: Niveis de energia, regularizagdo, problema restrito dos trés
COrpos.



ABSTRACT

The restricted three-body problem is the prototype of the "unsolvable" problems in
Mechanics. Its study is therefore twyce as important.

Two fundamental facts arise from studying this problem: First, that it may be given
the form of a Hamiltonian autonomous system, and thus possesses a first integral
(Hamilton's function); Second, that some of the solutions of this problem end in colisions.
This difficulty can be avoided through a method of regularization of the differential
equations of motion. The aim of this work is to study the relationship between the
regularization and the topology of the (regularized) Hamiltonian's level sets.

This is done first in the case of the Kepler problem, which can be viewed as a
particular case of the three-body restricted problem. By doing so, one is not only able to
introduce the regularization method (section 3) as to ilustrate in a simpler case many of
the techniques to be used in the general case (sections 2, 4 and 6).

The restricted three-body problem is introduced in section 7, and the topology of
its energy levels is described in section 8. Here we follow closely an article by E.
Lacomba, with a minor correction in the topology of the last energy level.

In section 9 the efect of Levi-Civita's partial regularization on the topology of the
energy levels is analised. The author is responsible by the accuracy of this analisys (which
is not difficult). Birkhoff's global regularization is discussed in section 10, based in the
excelent article by G. D. Birkhoff. Only the topology of the fourth energy level is
presented in a radica]fy different fashion.

In section 11 a method is introduced which produces a global regularization of the
restricted three-body problem for each holomorphic function, and some open problems are
mentioned.

KEYWORDS: Energy levels, regularization, restricted three-body problem.
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1. PROBLEMA DE KEPLER

E bem conhecida a
Definigio 1.1 (Problema de Kepler): O problema de Kepler é o problema
mecanico definido pela fungdo de Lagrange L:R* \ {0} xR* - R

L(x,y,x,y)= l(i’ +73?) o5
2 r

; .. 112
onde k é uma constante positiva e r = (x* +y*)".

As equagdes do movimento correspondentes a esta fungdo de Lagrange séo

. k

X=—-—x
r3

j=—Ly
r’

e é imediato verificar que, para cada R > 0 e #, € R, admitem como solugfes
x = Rcos(w(t — t,))
y = Rsin(o (¢ ~ 1,))

onde

)
= R3/2 .

w

Estas solugdes correspondem a Orbitas circulares de raio R. Para
adimensionalizarmos o problema de Kepler, escolhemos uma orbita circular arbitraria que
convencionamos ter raio e velocidade angular unitarios (o periodo desta Orbita de
referéncia sera portanto igual a 2r). Com esta escolha de unidades passamos a ter k = 1.



2. NIVEIS DE ENERGIA PARA O PROBLEMA DE KEPLER

Recordamos aqui que ¢ usual designar a variedade na qual se da o movimento
(R? \ {0} no caso do problema de Kepler) por espago das configuragdes, e por espago

de fase o seu fibrado tangente (R* \ {0} x R? neste caso).
A funcgdo de Hamilton para o problema de Kepler (definida no espago de fase) é

. . oL . AL . 1,. . 1
H(xa}’,xd’)=a,,—xx+gy—14:5(xz +)’z)—‘r‘-

Como ¢ sabido, a fung¢do acima é um primeiro integral das equagdes de Euler-

Lagrange, pelo que o movimento no espago de fase se di nas subvariedades A —
constante.

Defini¢do 2.1 (Niveis de energia): As subvariedades de nivel H = constante do
espago de fase denominam-se niveis de energia.

Nos casos em que estaremos interessados, a fungio de Hamilton sera sempre da
forma

Hxy 49) = (8 +5) - UGy

para alguma fungdo U:R*> - R de classe C° no seu dominio. Os pontos criticos da
fungdo de Hamilton serfo entdo dados pelas equagdes

JH ou
—=0—=0;
ox ox
a_H:OOQ:O’
oy ay

oH
—=0x=0;
ox

oH
—=0¢vyv=0.
7y y

Portanto, os pontos criticos da fungio de Hamilton serdo exactamente as imagens
inversas, segundo a projecgdo natural sobre a secgdo nula do espago de fase, dos pontos
criticos da fungdo U. No caso do problema de Kepler, a fungdo U nio possui qualquer
ponto critico e, portanto, os subconjuntos H = constante do espaco de fase sdo de facto
subvariedades. Nos restantes casos em que estaremos interessados, a fungio U



apresentara apenas finitos valores criticos, pelo que os niveis de energia serdo sempre
variedades diferenciais, & excepgdo de um nimero finito de valores criticos da energia.

Fixado um valor 4 para a fungdo de Hamilton, qualquer movimento no nivel de
energia correspondente verifica

gy o psd
2(x +y)—h+r,

pelo que s6 podera ocorrer na regido (dita acessivel) do espago das configura¢des definida
por

h+—-20.

N |

Se h>0, a condigdo acima n3o impde qualquer restrigdo e o movimento pode
ocorrer ao longo de todo o espago de configuragdes. Se no entanto 2 < 0, o movimento
s6 podera ocorrer no disco perfurado definido por

1
O<r<——.
h

Dado qualquer ponto da regido acessivel do espago das configuragdes, € claro que
existe pelo menos uma solugdo que passa por esse ponto. Com efeito, basta tomar para
condicio inicial esse ponto, juntamente com um vector velocidade qualquer satisfazendo

By =2+t
.

para obtermos uma solugo que passa pelo ponto considerado. Reciprocamente, qualquer
solu¢do que passe pelo ponto em causa deve nesse ponto possuir um vector velocidade
satisfazendo a equag@o acima. E entdo imediata a

Proposicio 2.2: Se h = 0 o nivel de energia é um fibrado sobre R* \ {0} cuja
fibra tipica é S'.

Desta proposic¢do resulta imediatamente o

Corolario 2.3: Se h = 0 o nivel de energia é difeomorfo ao interior de um toro
solido ao qual foi retirado o circulo central, por exemplo, o aberto de R*

T= {(x,y,z):O < ((x2 +y)" - 1)2 +7 < 1}.

Com efeito, se (r, ) sio coordenadas locais polares no plano e ¢ é a coordenada
local usual em §', é claro que a fung@o dada nestas coordenadas locais por



8(r,0,¢) = (1+ f(r)cos(@))(cos(8),sin(8),0) + (0,0, f(r)sin(9)),

onde

£y =t 1),
r

define um difeomorfismo entre o nivel de energia e T’ (note-se que a expressdo acima nao
¢ global devido a inexisténcia de cartas globais para as coordenadas angulares).

Identificando o nivel de energia com 7, observamos que as solugdes que tendem
para a singularidade » = 0 no espago das configuragdes se aproximam da fronteira do toro,
enquanto que as solucgdes ilimitadas no espago das configuragées se aproximam do circulo
central. Repare-se que a partida ndo era necessario que tal acontecesse, € € muito facil
obter um difeomorfismo do nivel de energia em 7 tal que as solu¢Ges que tendem para a
singularidade se aproximam do circulo central e as solugdes ilimitadas se aproximam da
fronteira.

Se no entanto # < 0 a situagio muda, em virtude da presenga no espago das
configura¢des do circulo

Defini¢ciio 2.4 (Curva de velocidade nula): Caso exista, a curva no espago das
configuragdes definida por H(x, y, 0, 0) = h diz-se a curva de velocidade nula
correspondente a energia h.

A curva de velocidade nula é portanto a projecgio no espago das configuragdes da
intersecg@o do nivel de energia com o subespaco x = y = 0 do espago de fase.

Definicio 2.5 (Curva de velocidade nula no nivel de energia): Caso exista, a
intersecgdo do nivel de energia H = h com o subespago x = y = 0 do espaco de fase diz-
se a curva de velocidade nula no nivel de energia 7 = h.

Temos a

Proposic¢io 2.6: Se h <0, o nivel de energia ¢ homeomorfo ao interior de um toro
solido, por exemplo, o aberto de R’

T= {(x,y,z):((x2 +y’)l/2 - 1)2 +7¢ < 1}.

Efectivamente, a mesma fungdo g atras indicada, mas com



f(n= tanh(h+l),
’

constitui agora um homeomorfismo entre o nivel de energia e 7. Note-se que ndo € neste
caso possivel inverter os papéis da fronteira do toro e do circulo central, justamente
devido a presenca da curva de velocidade nula, que € aplicada pela fungdo g no circulo
central.

Infimto (retirar) Curva de
velocidade nula

Colisdo (retirar)

\

Coliséo (retirar)

\

h=0 h<0

Figura 1: Niveis de energia para o problema de Kepler.



3. REGULARIZACAO

Identificaremos R’ com C da forma habitual. Observamos ento que as equagdes
do movimento do problema de Kepler podem ser escritas na forma

Z=gradU
onde
z=x+iy,
1 1
U=—= —,
ro |z
gradzU=ﬁ+iiq.
ox ody

Mais geralmente, vamos considerar as equagdes diferenciais ordinarias de segunda
ordem no plano dadas por

i+AZ=grad U

2 I ~ e , ,
onde U:R> > R ¢é uma fungdo de classe C° no seu dominio ¢ A é um numero

imaginario puro (i.e., Re 4 = 0). As equagdes do problema de Kepler constituem, claro
esta, um caso particular destas equagdes, para o qual 4 = 0.

Comegamos por observar que a equagdo acima possui sempre um primeiro
integral:

Proposi¢io 3.1: A funcdo
. 1.2
H(z,z) = ;|z| -U

é um primeiro integral das equagdes consideradas.

Efectivamente, e uma vez que o produto interno canénico de R” se escreve em C
como

<z,w>=Re(zw)

temos



dH

— Re(Zz - zTgrad,U) = Re(‘ﬁlir) =0.

Na verdade, ¢ facil ver que as equagdes acima podem ser obtidas da fungio de
Lagrange L:R* — R definida por

4

N I .
L(x,y,x,y)=;(x’+y’)+7(xy—yx)+U

e que a fungdo H ndo é mais que a fungio de Hamilton correspondente. Por este motivo,

referimo-nos as subvariedades H = constante de C* (ie, de R*) como os niveis de
energia associados as equagdes consideradas.

Definicio 3.2 (Potencial corrigido): No nivel de energia H = h, definimos o
potencial corrigido como sendo a fungdo U, = U + h.

E trivial a

Proposicdo 3.3: No nivel de energia H = h, a equagdo do movimento pode ser
escrita como

Z+ Az =grad U,
e o primeiro integral como
1,.
—z ~U , =0
2
A respeito da ultima equagio diferencial pretendemos demonstrar o seguinte

Teorema 3.4 (Regularizagio): Seja f:C —> C uma Jungdo sobrejectiva
analitica no seu dominio. Fazendo a mudanca de varigvel complexa

z=f )
e a reparametrizacdo definida por

dar
dw

dt 2

drt

as equagcoes



Z+Az=grad U

passam, no nivel de energia H = h, a escrever-se na forma
2 2

dw

—=grad U, |

dr "
Dem: A demonstragdo deste teorema ndo ¢ dificil, envolvendo, porém, calculos
bastante longos. Comegamos por introduzir as seguintes defini¢des:

daf
aw

2
d’w + A’g—
dr? dw

. art
o) = 7

(repare-se que usamos a plica para indicar diferenciagdo em ordem a duas variaveis
diferentes). Temos entdo

2=fwT

e portanto
27.'=f’w"%+(j""w’2 +f’w”)'tz.

Por outro lado, pondo w = u + iv e passando a designar o potencial corrigido
simplesmente por U, podemos escrever que

grad U =Ux, +Uy, +i(Ux, +Uy,)

onde os indices indicam diferenciagdo parcial em relagdo a variavel indicada.
Uma vez que a fungdo z = f (w) € analitica, valem as equagdes de Cauchy-
Riemann:

resultando daqui que



grad U=Ux, +U)y, + i(—nyu +ny") =
=(x, -, )Nv, +iv,)= f grad V.
As equagdes
Z+Az=grad U
podem entdo ser escritas na forma

f’w"i'+(f”w’2 +f’w”):z_2 +A.f’w’:[=—f1’—-gradwU

ou, equivalentemente,

-
W Hw —+w

-
T f T Tf

Uma vez que

52 1
|7 =7
tem-se
Lo Lt =L (p P =AW Per W)=
72 dt dt
- _ 3,9 £ 750 1 =_f’w’_i‘”_w’
(Frwf+rF w)w 7 F

0 que resulta numa simplificagdo notavel das equagdes do movimento, que passam a
escrever-se

“grad,U.

wipwt Lo dlrfw=|r

Chegados a este ponto, utilizamos o primeiro integral das equagdes do movimento
para escrever

Iz =20 & |Fwif =20 o W] =2/fTU




pelo que podemos ainda obter as equagdes do movimento na forma

we+ A ffw=2fF" U +|f

2gradwU.

Notamos agora que se G = G(w) € uma fungfo analitica temos

G, = G’=iG,

u

pelo que na expressdo

grad |G| = Ggrad G +Ggrad G

vem
grad G= G, +iG, =0
grad,G = G, +iG, = 2G’
e portanto

grad, |G =2GG".

Fazendo em particular G = f', observamos entdo que as equagdes do movimento
se podem escrever

w’ +A|ff w'=Ugrad,|f| +|f grad,U
0 que completa a demonstrag@o do teorema.
Note-se que a hipotese da analiticidade de f foi fundamental na demonstragio.

Convém insistir também no facto de que esta transformagio das equagdes do movimento

se faz para cada nivel de energia, que ¢ imagem de um subconjunto da subvariedade de C*
definida por

1,
5|W|2 :lfIZUh‘

10



Em particular, para cada nivel de energia obtemos uma equagdo transformada

diferente (porque grad, (l T U,,) depende claramente de /).

Como a funcdo f nfio é em geral injectiva, a subvariedade de C* acima contera
pontos que sdo aplicados no mesmo ponto do nivel de energia H = h, e que devemos pois
identificar.

Definicio 3.5 (Nivel de energia regularizado): A subvariedade de C’ definida
por

|W’|2 = 2|f,|2 U,

sob identificagdo de pontos com a mesma imagem no nivel de energia H = h, diz-se o
nivel de energia regularizado correspondente a energia h.

E claro que basta seguir o movimento nesta variedade, se bem que as coordenadas
locais possam sempre ser fornecidas pelas da variedade antes da identificag&o.

11



4. PROBLEMA DE KEPLER REGULARIZADO

Para o problema de Kepler temos

1
U =—=+h
"l

E portanto natural considerar a

Definiciio 4.1 (Regularizacio de Levi-Civita): 4 regularizacio de Levi-Civita
do problema de Kepler consiste em considerar f(w) = w*.

Com esta escolha passamos a ter

V&

U, = |2w|’[ﬁ + h) =4+ 4hlw*.

Defini¢io 4.2 (Potencial regularizado): Chama-se potencial regularizado a

fungdo real de varidvel complexa |f'U,.

As equagdes do movimento nas varidveis regularizadas ficam

W= grad, (4hjwi’)

sendo portanto analogas as de um oscilador harménico simples. Em particular a
transformagdo regularizadora fornece-nos um método de integragio do problema de
Kepler.

Note-se que as equagdes acima nio contém qualquer singularidade, ao contrario
daquilo que se passava com as equagdes originais. Como vale o primeiro integral

%lw’lz =4+ 4hwf,

ndo ¢ dificil mostrar que as solugdes das equagdes regularizadas sdo globais. Invertendo a
transformagdo regularizadora, obtemos solugdes do problema de Kepler definidas em R
com a eventual excep¢do de um niimero contavel de pontos isolados (correspondentes a
zeros de w(7), onde z(#) ndo ¢ diferenciavel), a que podemos com alguma legitimidade
chamar solugGes globais do problema de Kepler (porque por exemplo se mantém proximas
de solugdes globais no sentido usual do termo).

A transformagdo regularizadora define uma aplicagiio entre os niveis de energia
dos problemas regularizado e ndo regularizado, dada por

12



O0w) > (2.0 = (w0 ) = (w22 )

Repare-se que pontos simétricos no nivel de energia do problema regularizado
correspondem ao mesmo ponto do nivel de energia original, pelo que os devemos
identificar para obter o nivel de energia regularizado. Daqui e da equagio

(w|* — 8hw|* =8,
que define o nivel de energia do problema regularizado, resulta imediatamente a

Proposi¢do 4.3: Se h < 0, o nivel de energia regularizado é difeomorfo a S* com
0s pontos antipodais identificados, i.e., ao espago projectivo real tridimensional P*.

Considerando a projecgio de
S = {(Jc,y,u,v):x2 +y +ut +V = 1}
no hiperplano
H={(x,y,u,v):x =0} ~ R
¢ facil ver que P* é homeomorfo ao compacto de R®
B= {(x,y,z):x2 +y*+z* < 1}

com os pontos antipodais de JB identificados. Isto permite-nos vizualizar mais facilmente
o nivel de energia regularizado.

Para identificar a curva de velocidade nula, observamos que esta € a projec¢io em
P por identificagdo dos pontos antipodais do conjunto

{(x,y,u,v) cSu=v= O}

e que portanto ¢ dada (no nosso modelo de P°) pela intersecgio de B com o eixo dos xx.
Note-se que, em virtude da identificagio dos pontos da fronteira de B, a curva de
velocidade nula é uma curva fechada.

O nivel de energia regularizado n3o se encontra em correspondéncia biunivoca
com o nivel de energia ndo regularizado: contém a mais a curva

{w,w)yectw=0a Wl =8}

13



onde pontos antipodais devem ser identificados.

Defini¢iio 4.4 (Curva de colisdo): O subconjunto acima indicado do nivel de
energia regularizado denomina-se a curva de colisioe deste nivel de energia.

Portanto o nivel de energia regularizado obtém-se do nivel de energia ndo
regularizado acrescentando a este uUltimo a curva de colisdo. Identificando o nivel de
energia regularizado com P?, a curva de colisio é dada pela projecgdo em P* do conjunto

{(x,y,u,v) eSix=y= O}.

No nosso modelo, ela é portanto a intersec¢io de /B com o plano yz. Se
retirarmos este circulo de B, é facil ver que obtemos o interior um toro sélido "torcido",
que é obviamente homeomorfo ao nivel de energia no regularizado. Note-se que a curva
de velocidade nula sera o circulo central deste toro.

Curva de colisdo
Curva de velocidade nula

Identificar Identificar

Figura 2. Nivel de energia regularizado para o problema de Kepler (h < 0) com
e sem a curva de colisdo.

E claro que se projectarmos S* no hiperplano
H={(x,y,u,v):v=0}~R,
o espago projectivo P? continua a ser dado por B com os pontos antipodais da fronteira

identificados; no entanto, mediante esta projecgdo, a curva de velocidade nula €
transformada na intersec¢do de &B com o plano xy, e a curva de colisdo na intersecgdo de

14




B com o eixo dos zz. Vemos portanto que estas duas curvas sio indistinguiveis do ponto
de vista topologico: elas séo meramente duas curvas fechadas enlagadas.

Passamos a analisar o nivel de energia regularizado para h > 0. Repare-se que
neste caso o membro direito da equagdo que define o nivel de energia do problema
regularizado,

* =8hlw| +8,

[w?
¢ estritamente positivo, donde se segue a

Proposicio 4.5: Se h >0, o nivel de energia regularizado é difeomorfo a
variedade

{ow,w) eC?:|w| =1}
com os pontos simétricos identificados.

E claro que a variedade acima (antes da identificagdo) é ainda difeomorfa a
variedade

=1}

{ow,w) eC?:lw| <1 A|w’

Parametrizando w' através de um angulo @ € [—r, 7], o conjunto acima pode ser
claramente representado pelo cilindro sélido

{(x,9,2):x* +y* <1a-m<2z < 7}

com as bases identificadas de forma obvia.
Uma vez que arg(—w’) = arg(w’)+ 7 (mod 27), identificar os pontos simétricos

corresponde no nosso cilindro a identificar os pontos (x, y, z) e (-x, -y, z-7) para z €[0, z].
Portanto, o nivel de energia regularizado é homeomorfo ao cilindro s6lido

{3,202 +y* <1n0<z< 7}
com as bases identificadas apds meia rotagdo de uma delas. Dai que seja verdadeira a

Proposi¢iio 4.6: Se h > 0, o nivel de energia regularizado é homeomorfo ao
interior de um toro solido.

15



Para identificarmos a curva de colisdo, notamos que esta corresponde ao eixo do
cilindro, ou seja, ao circulo central do toro solido. Retirando este circulo central ao toro
s6lido obtemos o nivel de energia ndo regularizado.

Este resultado era de esperar, uma vez que o nivel de energia regularizado para A
< 0 sem a curva de velocidade nula é precisamente o interior de um toro sélido com a

curva de colisdo como circulo central.

Curva de velocidade nula

\\/Z(z . Tdentificar

Identificar

Figura 3. Nivel de energia regularizado para o problema de Kepler (h = 0).
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5. SISTEMA DE COORDENADAS EM ROTACAO

Consideramos um sistema mecénico com dois graus de liberdade definido pela
fungdo de Lagrange L:R* —» R

LE n & ) =~(8 + 72)+ v, no),
2

e pretendemos estudar este sistema num sistema de coordenadas em rotagdio (com
velocidade angular unitaria) em relagio ao sistema dado. Por outras palavras, pondo

g=¢&+in

Z=x+iy
pretendemos estudar o sistema nas coordenadas (x, y) quando fazemos
$=2ze".
Decorre desta equagio que
&= (2 +iz)e"
€ portanto
o = G—3) + G ).

No sistema de coordenadas em rotagdo a fungfio de Lagrange escreve-se entio

L(x,y,%,5,0) = %(i’ —2yk+ Y VP 205 +X2) + V(x,p,0) =

=08 4)+ (7 -3+ (5 47) + Vixy,0,

pelo que os momentos conjugados ficam

oL

= x—
y Py y
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—ﬂ— y + X
p, gy y
e a fungdo de Hamilton
H=pk+py-L= %(x’ +5) —%(x’ +¥’) - V@x.p.0).

Se, como sucede nos casos que nos interessardio, o potencial ¥ escrito nas
coordenadas (x, y) ndo depende do tempo, € esta quantidade, e ndo a fungio de Hamilton
nas coordenadas iniciais, que € conservada. Note-se que nas coordenadas originais (ou
imoveis) esta quantidade se escreve

e Ly L Liep g
H= R -2l -v=_|i-ic] ~|f -v

- (& +i7)-(n-nd)-v

e € realmente diferente da fungfio de Hamilton do sistema original. E curioso notar que a
diferenga € precisamente o momento angular relativo a origem do sistema de coordenadas.

Para terminar, determinamos rapidamente as equagdes do movimento no sistema
de coordenadas em rotagdo. Elas sdo

ﬂ—£<:>5c’—'—'+x+éz<:>ic'—2y—x+—a—v'
dt  x y=y ox ox’
—d&—@—o"-i—i——i-f- +ﬂ<:>"+2x— +ﬂ
d OJy Y Y oy Y Y oy’

Os termos adicionais que surgem relativamente as equagdes do movimento no
sistema de coordenadas iméveis sdo as chamadas "forgas de inércia", que neste caso se
resumem a forga centrifuga e a forga de Coriolis.
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6. PROBLEMA DE KEPLER EM COORDENADAS ROTATIVAS

Recorde-se que adimensionalizamos o problema de Kepler fixando uma orbita
circular de referéncia, que convencionamos possuir velocidade angular unitaria.
Desejamos agora estudar o problema de Kepler num sistema de coordenadas em rotagdo
que acompanhe esta orbita. E imediata da secgdo anterior a seguinte

Proposiciio 6.1: No sistema de coordenadas em rotagdo acima escolhido, as
equagdes do movimento escrevem-se

5c'—2)"=x—i

r3

. ns y
+2X=y—-=
J+2E=y-3

e admitem o primeiro integral

L oy 1
H—z(x +y) 5T

Com efeito, o potencial 7 s6 depende da distdncia ao centro do sistema de
coordenadas, que € independente do referencial.

Passamos a descrever a topologia dos niveis de energia neste novo sistema de
coordenadas. A regido acessivel do espago das configuragOes € para cada valor # de H
definida pela inequacio

h+—ri+120.
2 r

A funcio

1
-

f="

¢ convexa em R* e possui um minimo global para » = 1. Assim, se

h>—i
2

todo o espago das configuracdes (que continua a ser R* \ {0}) é acessivel com velocidade
necessariamente nio nula em cada ponto, € temos a

Proposicio 6.2: Se 2h > -3 entdo o nivel de energia H = h é um fibrado sobre
R? \ {0} de fibra tipica S'.
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Segue-se, claro esta, o

Corolirio 6.3: Se 2h > -3 entdo o nivel de energia H = h é difeomorfo ao
interior de um toro sélido ao qual foi retirado o circulo central.

No toro acima mencionado, o circulo central corresponde ao infinito e a fronteira a
singularidade r = 0 (ou vice-versa).
Se 2h < -3, a equagdo

2
PRI
2 r

possui exactamente duas solugdes 7,7, €R*, com r. <r,. Os circulos r=r, sdo

portanto curvas de velocidade nula, e a regido acessivel do espago das configuragdes € o
conjunto

{(x,y) eR\{Okr<rvr>r}

sendo imediato concluir a veracidade da

Proposigiio 6.4: Se 2h < -3 entdo o nivel de energia H = h é homeomorfo a unido
dos interiores de dois toros solidos.

Note-se que estes toros sio disjuntos; a fronteira de um deles corresponde a
singularidade r = 0, enquanto que a fronteira do outro corresponde ao infinito. Em ambos,
as curvas de velocidade nula s3o os circulos centrais.

Resta analisar o caso 2k = -3. O circulo r = 1, que é, neste caso, a (linica) curva
de velocidade nula, coincide com o conjunto dos pontos criticos da fungdo U, portanto,
este valor de 4 é um valor critico da energia, e ndo devemos esperar que o nivel de energia
seja uma variedade diferencial (de facto ndo o €). Facilmente se v€ que as regides do nivel
de energia definidas por r > 1 e por 7 < 1 sdo homeomorfas ao interior de um toro solido,
pelo que temos a

Proposiciio 6.5: Se 2h = -3 entdo o nivel de energia H = h é homeomorfo a unido
dos interiores de dois toros solidos com os respectivos circulos centais identificados.

Repare-se que a curva de velocidade nula r = 1 é formada pelos pontos de
equilibrio do sistema dindmico definido pelas equages do movimento, que correspondem
a orbitas circulares de raio unitario no sistema de coordenadas imével.

Passamos a regularizagdo das equagdes do movimento. Comegamos por observar
que estas podem ser postas na forma

Z+Az=gradU

20



com

Z=x+Iiy,
A=2i;
2
2 r 2 |

E portanto natural utilizar a regularizagio de Levi-Civita, caracterizada pela
escolha f(w)= w*. Com esta escolha o potencial regularizado fica

N | I U .
\F1U, =2w| T+|—WT|+h =2{w" + 4 + 4hwf,

pelo que a equagdo regularizada se escreve na forma

w +8ilwlw = grad, (2w + 4hjw}),
possuindo o primeiro integral

%Iw’l’ _ Ol + 4+ 4wl

O potencial regularizado (cujo sinal é o mesmo do potencial corrigido) é
estritamente positivo para 2h > -3. Dai que tenhamos, por analogia com as proposi¢des
45e4.6,a

Proposiciio 6.6: Se 2h > -3, o nivel de energia regularizado é homeomorfo ao
interior de um toro solido.

Recorde-se que a curva de colisdo corresponde ao circulo central deste toro, e o
infinito a sua fronteira.

No caso em que 2h < -3, o potencial regularizado anula-se nos dois circulos,
definidos pela condigéo

1
Wl =(r.),

sendo negativo na regido limitada entre eles. Portanto, a projec¢@o do nivel de energia do
sistema regularizado no plano w possui duas componentes conexas,
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{w eC:w| < (r );}

{w eC:w| 2 (n)%}

Correspondentemente, o nivel de energia regularizado possuira também duas
componente conexas. A primeira ¢ homeomorfa ao conjunto

{w,w) eC:w| < 1AW =1~ |w|2}

(sob identificacio de pontos antipodais), uma vez que é imediato obter um
homeomorfismo entre o nivel de energia do sistema regularizado e o conjunto acima a
partir de uma hometetia entre os discos

{w eC:lw| < (r_)é}

{wecC|w <1}.
Com efeito, temos o seguinte

Teorema 6.7: Sejam A,B — R* dois conjuntos homeomorfos e f:A—> B um
homeomorfismo. Sejam g:A — [0,+0[ e h:B — [0,+x[ duas fungdes continuas tais que
ge ho f tém os mesmos zeros. Entdo os conjuntos

A= {(x,y,u,v):(x,y) eAnu’ +v' = g(x,y)}

B= {(x,y,u,v):(x,y) EBAW +V = h(x,y)}

sdo homeomorfos.

Dem: Para demonstrar este teorema basta notar que nas condi¢des do enunciado a

fungio f:4 — B definida por
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_ ho fa )Y (hof@,y))”
f(X,y,u,v) = (f(x’y),( g(x’y) ) u ( g(x,}’) ) V) s€ g(x7y) # O
(f(x,¥,0,0) se g(x,7)=0

¢ um homeomorfismo.

A primeira componente conexa do nivel de energia regularizado para 24 < -3 é
portanto homeomorfa a P*>. As curvas de colisio e de velocidade nula sdo obviamente
analogas as descritas na secgdo 4.

Curva de velocidade nula

7

Identificar Identificar

Infintto (retirar)

Figura 4. Segunda componente conexa do nivel de energia regularizado para o
problema de Kepler em coordenadas rotativas (2h < -3).

A segunda componente conexa € evidentemente homeomorfa ao interior de um
toro solido em que se devem identificar certos pares de pontos. E facil ver que o resultado
da identificagdo € de novo um toro solido em que a curva de velocidade nula € o circulo
central. Podemos portanto enunciar a

Proposicio 6.8: Se 2h < -3, o nivel de energia regularizado é homeomorfo a
unido do espago projectivo tridimensional P> com o interior de um toro solido.

Finalmente, no caso em que 27 = -3 obtemos para nivel de energia as duas
componentes conexas do caso 24 < -3 descritas acima com as respectivas curvas de
velocidade nula identificadas:

Proposicdo 6.9: Se 2h = -3, o nivel de energia regularizado é homeomorfo a
unido do espago projectivo tridimensional P> com o interior de um toro solido,
identificando uma curva fechada simples qualquer no primeiro com o circulo central do
segundo.
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A curva de colisdo sera neste caso novamente uma curva fechada em P* enlagando
a curva de velocidade nula.
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7. PROBLEMA RESTRITO DOS TRES CORPOS

O problema dos dois corpos consiste no estudo do movimento de duas massas
pontuais sujeitas exclusivamente & sua atracgéo gravitacional mutua. E bem sabido que
este problema admite solugdes particulares em que ambos os corpos descrevem Orbitas
circulares em torno do centro de massa comum. Recordamos aqui rapidamente como €
que se pode tirar tal conclusio.

Designando por m e M as massas dos dois corpos, por r ¢ R os respectivos
vectores posigio num referencial inercial e por G a constante de gravitag@o universal, as
equagdes do movimento do problema dos dois corpos escrevem-se

. GMm
= —e—_— —R’
L T
- GMm
MR=—————(R-1).
T

E imediato destas equagdes que o vector mr + MR é uma fun¢do afim do tempo;
escolhendo adequadamente o referencial inercial em que estudamos o movimento
podemos entdo supor mr + MR = 0 (o referencial inercial em que isto sucede diz-se o
referencial do centro de massa). Desta condicdo resulta

M

r=- R-r1);
M+m( )

m
R=—R-1),
M+m( )

e das equagdes do movimento ¢ imediato que

G(M +m)

R

R-1).

O vector R - r mantém-se num certo plano em virtude da conservagdo do vector

R-1)A (R - 1), que facilmente se deduz da equagdo acima, portanto, o vector R-r
satisfaz as equagdes do movimento do problema de Kepler com ¥ = G (M + m). Existem
entdo solugdes particulares em que o vector R - r descreve uma trajectoria circular com
velocidade angular constante, pelo que as massas M e m descrevem igualmente oOrbitas
circulares em torno do centro de massa com a mesma velocidade angular. Fixando uma
destas Orbitas, tomando a distincia (constante) entre as duas massas para unidade de
comprimento e o inverso da sua velocidade angular para unidade de tempo,
adimensionalizamos o problema e passamos a ter

k=GM+ Gm = 1.
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Consideramos agora o sistema de coordenadas em rotagéo no qual as duas massas
se mantém fixas no eixo das abcissas. Pondo Gm = p, elas situar-se-8o, por exemplo, nos
pontos (1,0) e (& — 1,0) neste novo sistema de coordenadas. O problema restrito dos trés
corpos consiste entdo no estudo, neste referencial, do movimento de uma particula de
massa nula, i.e, de uma particula que é atraida pelos dois corpos (que se dizem os
primarios) mas que ndo perturba o movimento destes. Tendo em atengdo os resultados
da secgdio S, podemos entdo introduzir a

Definicio 7.1 (Problema restrito dos trés corpos): O problema restrito dos
trés corpos é o problema mecdnico definido pela fungdo de Lagrange

L:R* \ {(1£,0),(u-1,00} xR* >R

1-p
n

Ly t0) =5 (8 +57)+ @ -y (2 +y) ¢ = E e

Y |

onde
n=(Go-w e )"
n= ((x —p+1) +y2)m-
As equagdes do movimento sdo portanto

A-p)(x-p) px—p+l)
r AN

X-2y=x-

- 1-
y+2x=y—£—f‘—)y—ﬁaz.

n n

Note-se que este problema se reduz ao problema de Kepler em coordenadas
rotativas (que ja analisamos) se u = 0. Supomos portanto x> 0. Podemos além disso
supor, sem perda de generalidade, que u <1/2, porque os problemas correspondentes aos
pardmetros u € 1— u diferem por uma mera rotagéo do sistema de coordenadas. Por ser
excepcional, mas de facil analise a partir dos restantes casos, excluiremos ainda do nosso

estudo o caso em que g =1/2.

Repare-se que € no sistema de coordenadas em rotagdo, e ndo no sistema de
coordenadas inercial, que a fungdo de Lagrange ¢ independente do tempo. Temos
portanto a

Proposiciio 7.2: O problema restrito dos trés corpos admite o primeiro integral
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1-
A

=
SR

.. ey - 1
H(x’y,xay) = _;_(xz +y2) —E(xz +y2)—

Este primeiro integral é conhecido como o integral de Jacobi. Como foi visto na
secgdo 5, o integral de Jacobi ndo é a energia (fungdo de Hamilton) £ da particula
calculada no referencial do centro de massa, mas sim E - L, onde L ¢ o momento angular
da particula neste referencial. Este facto tem diversas aplicagGes praticas, a mais famosa
das quais é o chamado critério de Tisserand para a identificagdo de cometas. Este tem
em atengio o facto de que o movimento de um cometa em torno do Sol é bem descrito
pelo problema de Kepler excepto quando o primeiro passa nas proximidades de um
planeta (normalmente Japiter). Dai que, muitas vezes, cometas observados em Orbitas
diferentes sio na realidade o mesmo cometa antes e depois de uma passagem nas
proximidades de Jupiter. Como o sistema Sol-Jupiter-cometa é muitas vezes bem
modelado pelo problema restrito dos trés corpos, um critério dtil para decidir se as duas
observagdes correspondem ou nfio a0 mesmo cometa € a comparagao da quantidade E - L
em ambas as Orbitas. Note-se que tanto E como L sdo conservados no problema de
Kepler.

O integral de Jacobi é o Gnico primeiro integral conhecido para o problema restrito
dos trés corpos. Acerca da questdo da integrabilidade deste problema existe o seguinte

Teorema 7.3 (Siegel, 1936): Qualquer primeiro integral do problema restrito dos
trés corpos, algébrico nas varidveis (x,y,X,y), ¢ da forma ¢(H(x, y,%,9)) =0, onde ¢ é
uma fungdo algébrica.
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8. NIVEIS DE ENERGIA PARA O PROBLEMA RESTRITO

Passamos 2 analise da topologia dos niveis de energia para o problema restrito dos

trés corpos. Recorde-se que estamos a supor  €]0,1/2[.

Comegamos, como habitualmente, por estudar as regides do espago das
configuragbes acessiveis a0 movimento para H = . Uma vez que

1-p

1o, o I Y ad
2(x +y)—2(x +y)+ . +r2+H

estas s3o dadas pela inequagdo

1-p
h

%(x2+y2)+ +£>-h.

SY

Interessa portanto estudar a fungdo Q:R? \ {(1,0), (1 —1,0)} > R dada por

1-p
h

Q(x,y) = %(xz +3)+ +

Y lt

Para tal, comecamos por reescrever esta fungio de uma forma mais simétrica:
notando que

(- + prt = A — (G — pf +92) +sl(x - p+ 17 +y?) =
=X+ Y + (- +pu(—p) =x* +y +pl-p),

podemos entdo escrever
rr 1 2 1\ 1
Qx,y)=(1- .U)(I— + —) + u(—z— + —) ——uld-p).
2 2 ) 2

E ainda conveniente notar que, por exemplo,
2
(’; _1)2 l_*_.l_ =_’{_+_1___3_’
2 2 r 2

pelo que

Qx,y) = (- B —1)2(§+})+uo; - 1)’[%%)%—%#(1 Y
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Escrita a fungiio desta forma, é imediato concluir a

Proposicio 8.1: A fungdo Q satisfaz a desigualdade

3 1
Qx,y)z2———ul-
(x,y)22 2#( H)

para (x, y) no espago das configuragdes, e tem-se

Q(x,) = %——Zl—u(l 1)

exactamente nos dois pontos L, e L, do espago das configuraces que satisfazem as

condigbes 1,(L,) = 1,(L,) = (L) = n(L) =1

Portanto a fungdo Q possui exactamente dois pontos de minimo global, cada um
dos quais forma, juntamente com os dois primarios, um tridngulo equilatero.

Defini¢iio 8.2 (Pontos Lagrangeanos): Os pontos L, e L dizem-se os pontos
Lagrangeanos associados ao problema resirito dos trés corpos.

Necessitaremos conhecer os pontos criticos de Q. Para tal, devemos resolver as
equagoes

9 _ g, QoG- pa-prDh g
ox r r}

oQ l-u u
797:0@){1_ ; “—3—)=0

Da segunda equagdo resulta que

1-u u
1-——=-*-=0vy=0.
N g

A verificar-se a primeira hipétese, resulta da primeira equagio que

H px—pt+l) _ Mo _
x—(l——;)()c—,u)————3———0<:>p—;2;—0<::>r2 =1,

2 n

pelo que a segunda equagcdo fica
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1—/1—1—3'u=0©r1=1
h

e 0s pontos criticos que obtemos sdo precisamente os pontos Lagrangeanos.
A verificar-se a segunda hipotese, obtemos os restantes pontos criticos, que sdo
pontos de ordenada nula e abcissa satisfazendo a equag@o

x_(l—u)(x—ﬂ)_#(x—#ﬂ) _
-uf  p-ptf

Apos calculos bastante trabalhosos, € possivel demonstrar a seguinte

Proposi¢io 8.3: A equacdo acima possui exactamente trés solugdes reais, x,, x, e
x,, satisfazendo X, <p—-1<Xx, <p<x,. Os correspondentes pontos criticos de Q, L,

L, e L, satisfazem Q(L,)<Q(L) < Q(L,). Estes pontos sdo pontos de sela; os eixos

principais da matriz Hessiana de € nestes pontos sdo paralelos aos eixos coordenados,
sendo os eixos paralelos ao eixo das abcissas correspondentes a valores proprios
positivos e os eixos paralelos ao eixo das ordenadas correspondentes aos valores
proprios negativos.

Definicio 8.4 (Pontos Eulerianos): Os pontos L, L, e L, dizem-se os pontos
Eulerianos associados ao problema restrito dos trés corpos.

E quase uma consequéncia imediata da proposigdo 8.3 a

Proposigio 8.5: A funcdo real de varidvel real Q(x,0) é convexa em cada um

dos intervalos J-oo,u—1, lu—1,u[ e Ju,+o[, e possui minimos globais nestes
intervalos em cada um dos pontos Eulerianos.

Terminamos o nosso estudo da fungio Q com a seguinte proposi¢do (6bvia!):
Proposiciio 8.6: A funcdo Q satisfaz lim, ,,,Q = lim, ,, Q= lim, _, Q = +oo.

Estamos agora em condigdes de determinar as regides acessiveis do espago das
configuragdes para cada valor da energia. Do estudo acima é bem claro que para

h<-Q(L,), a regido acessivel ¢ composta de duas ovais em torno de cada um dos
primarios e da regido exterior a uma oval envolvendo os dois primarios. Quando
—O(L,) <h<-Q(L), as duas ovais interiores unem-se por L,, e fazendo

—Q(L) <h<-Q(L,)) a regido interior une-se a regido exterior através de L. Para
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—(L,) <h <—-€Q(L,), forma-se uma nova ligagdo através de L,, tornando a regido

inacessivel desconexa. Por fim, é obvio que se A>-Q(L,) todo o espago das
configuragOes € acessivel ao movimento. Note-se que a fronteira das regides acessiveis
(sem contar com os primarios) € formada por curvas de velocidade nula.
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Figura 5. Regides acessiveis do espago das configuragbes para o problema
restrito dos trés corpos.

Do facto de que cada nivel de energia é definido por

1

P2 +9)=Qx,y)+h

e por analogia com os resultados das sec¢des 2 e 6 podemos deduzir imediatamente a

Proposicio 8.7: Se h < —CQ(L,), o nivel de energia é homeomorfo a unido dos
interiores de trés toros solidos.

Mais uma vez os circulos centrais destes toros sio as curvas de velocidade nula.

As fronteiras de dois dos toros correspondem as colisdes com cada um dos primarios,
enquanto que a fronteira do terceiro corresponde ao infinito.
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Para estudarmos a topologia do nivel de energia H = h com
-Q(L,) < h <—-Q(L,), notamos que este sera composto por duas componentes conexas,
correspondentes ds duas componentes conexas da regido acessivel do espago das
configuragdes correspondente. A componente correspondente a regido exterior € analoga
a do caso anterior, sendo portanto homeomorfa ao interior de um toro, cujo circulo
central € a curva de velocidade nula e cuja fronteira corresponde ao infinito. A
componente correspondente a regifio interior requer uma analise mais detalhada.

Identificar
Curva de velocidade nula

Colisdes (retirar)
Identificar

Figura 6. Segunda componente conexa para o nivel de energia para o problema
restrito dos trés corpos (—Q(L,) < h < —-Q(L)).

Comegamos por observar que a componente interior da regiio acessivel €
homeomorfa a ela propria retirando-lhe duas pequenas vizinhangas circulares fechadas em
torno dos primarios. Este homeomorfismo € obviamente extensivel a correspondente
componente do nivel de energia, que € portanto homeomorfo a si proprio excepto a
imagem inversa (pela projec¢do natural) destas duas vizinhangas. Imaginemos agora o
segmento do eixo das abcissas unindo as duas vizinhangas. Se retirarmos este segmento de
recta a regido acessivel sem as duas vizinhangas, a componente em causa do nivel de
energia fica homeomorfa ao interior de um toro solido, com o circulo central como curva
de velocidade nula. Incluir o segmento ¢ incluir dois trogos da fronteira do toro sélido,
que devem ser identificados. E razoavelmente simples ver que tal é homeomorfo ao
interior de um toro sélido ao qual foi retirado um pequeno toro sélido em torno do seu
circulo central. Note-se que o circulo central corresponde & curva de velocidade nula, a
fronteira do toro "grande" & colisio com um dos primarios e a fronteira do toro "pequeno"
a colisdo com o outro primario. Em resumo, temos portanto a
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Proposi¢io 8.8: Se —Q(L,)) <h <~Q(L), o nivel de energia é homeomorfo a
unido do interior de um toro sélido com o interior de um toro solido ao qual foi retirado
um pequeno toro solido em torno do circulo central.

Se —Q(L) < h<-Q(L,), a regido acessivel do espago das configuragdes (e
consequentemente o nivel de energia) torna-se conexa. Esta regido € claramente
homeomorfa ao complementar de uma bola aberta excepto dois pontos (correspondendo
aos primarios). Como ja foi visto, retirar estes pontos equivale a retirar duas pequenas
bolas fechadas contendo os primarios; por outro lado, € também claro que se pode supor a
regido acessivel limitada (porque R* é homeomorfo a uma bola aberta). Concluimos
portanto que a regido acessivel ¢ homeomorfa a uma bola aberta a qual foram retiradas
uma pequena bola aberta (correspondente & regido inacessivel) e duas pequenas bolas
fechadas (correspondentes aos primarios). Este homeomorfismo, claro esta, estende-se ao
nivel de energia.

Para determinarmos a topologia do nivel de energia imaginamos novamente
segmentos de recta unindo as bolas fechadas & fronteira exterior da regido acessivel. Se
retirarmos estes segmentos & regido acessivel, a por¢do restante do nivel de energia fica
homeomorfa ao interior de um toro sélido, com o circulo central correspondendo a curva
de velocidade nula. Introduzir estes segmentos na regido acessivel equivale a acrescentar
ao toro sdlido quatro trogos de fronteira que devem ser identificados dois a dois (ndo
alternadamente). Temos assim a

Proposicio 8.9: Se —Q(L) <h <—-Q(L,), o nivel de energia é homeomorfo ao

interior de um toro sélido ao qual foram retirados dois pequenos toros sélidos em torno
do circulo central.

A fronteira do toro "grande" corresponde ao infinito enquanto que as fronteiras
dos toros "pequenos"” as colisGes com 0s primarios.

. Infinito
Identfficar

Curva de velocidade nula (retirar)

Y

Identificar Colisdes (retirar)

Figura 7. Nivel de energia para o problema restrito dos trés corpos

(L) < h < -Q(L)).
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Se —Q(L,) < h < —Q(L,), aregido acessivel do espago das configuragdes mantém-
se conexa, mas a regido inacessivel torna-se desconexa. A regido acessivel é portanto
homeomorfa a uma bola aberta a qual foram retiradas duas pequenas bolas abertas
(correspondentes a regido inacessivel) e duas pequenas bolas fechadas (correspondentes
aos primarios). Mais uma vez este homeomorfismo se estende ao nivel de energia.

A topologia do nivel de energia pode ser encontrada imaginando um segmento de
recta seccionando a regido acessivel em duas componentes simétricas. Se retirarmos ao
nivel de energia a imagem inversa, pela projec¢do natural, deste segmento, € claro do que
foi feito para tras que obtemos os interiores de dois toros solidos a cada um dos quais foi
retirado um pequeno toro solido em torno do respectivo circulo central. Incluir o
segmento na regido acessivel corresponde a incluir trogos da fronteira de ambos os toros
"grandes", que devem ser identificados.

Para exprimir esta topologia de uma forma mais elegante, observamos que uma
bola fechada em R> é homeomorfa a uma coroa circular fechada com os pontos da
fronteira exterior simétricos em relagcdo a um didmetro identificados. Imaginando este
circulo a rodar em torno de um eixo, gerando assim um toro so6lido, temos a

Proposicio 8.10: O interior de um toro solido é homeomorfo ao interior de um
toro solido ao qual foi retirado um toro solido fechado ampliando o circulo central, com
os pontos da fronteira exterior simétricos em relagdo ao plano que contém o circulo
central identificados.

B
A
B
OBA} o -_}A o .
BAA
B B

B Identificar

Figura 8. Homeomorfismo entre uma bola fechada em R* e uma coroa circular
fechada com pontos da fronteira exterior identificados.

Podemos entdio aplicar o homeomorfismo acima a um dos toros soélidos que
compdem o nivel de energia e imaginar o outro toro soélido no interior deste, unindo os
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trogos da fronteira a identificar. N3o é dificil ver que a regido compreendida entre os dois
toros fica ela propria homeomorfa a um toro solido, o que nos permite enunciar a

Proposigiio 8.11: Se —Q(L,) <k < —€(L,), o nivel de energia é homeomorfo ao
interior de um toro solido ao qual foram retirados trés pequenos toros solidos, com os
pontos da fronteira exterior simétricos em relagdo ao plano do circulo central
identificados.

A fronteira de um dos toros "pequenos” corresponde ao infinito enquanto que as
fronteiras dos dois toros "pequenos" restantes as colisdes com os primarios. Existem duas
curvas de velocidade nula (disjuntas), cada qual envolvida pelo seu toro "pequeno"
(correspondendo a colisio) e por nenhum outro. A fronteira do toro grande néio possui
qualquer significado, sendo composta por pontos interiores ao toro original.

Identficar

Identificar

Identificar

Colisdes (retirar) Idenuficar

Figura 9. Nivel de energia para o problema restrito dos trés corpos

(L) < h <-Q(L,Y).

Resta analisar o caso em que & > —€Q(L,). Este caso é bastante simples: a regido

acessivel do espago das configuragdes é R*\{(x,0),(u—1,0)}, que é obviamente

homeomorfo a uma bola aberta & qual foram retiradas duas pequenas bolas fechadas
(correspondendo aos primarios). Por analogia com a proposi¢do 8.8 obtemos a
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Proposigio 8.12: Se h > —Q(L,), o nivel de energia é homeomorfo ao interior de
um toro sblido ao qual foram retirados o circulo central e um pequeno toro solido em
torno do circulo central.

As fronteiras de ambos os toros correspondem, claro esta, as colisdes com os
primarios.
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9. REGULARIZACAO DE LEVI-CIVITA DO PROBLEMA RESTRITO

Comegamos por observar que o problema restrito pode ser escrito na forma

Z+AZ=gradU
com

zZ=x+1iy;

A=2i;

2
U=Q=%(x2+y2)+1—ﬁ+£—=ﬂ+ lmp

Para regularizar uma das singularidades € natural considerar novamente 2

regularizagio de Levi-Civita, escolhendo por exemplo f(w)=w* + u. Com esta escolha
o potencial regularizado escreve-se

g z
1ty —|2w|[' Lt s ) o+ 40+ AL o

pelo que a singularidade correspondente ao primario (x,0) ¢é removida.
As equagdes do movimento regularizadas séo

W 1 8ilwfw = gradw(lels i “’;l Wi 4ot )

e possuem o primeiro integral

2
%|w’|2 = 2wl +4(1- w) + AWl Anwp.

w* + ]|

Note-se que temos uma aplicagio entre os niveis de energia dos problemas
regularizado e ndo regularizado dada por

w, W) (Z,2)=(f,fw1)= (w’ + U, ZWW)
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Portanto, o nivel de energia regularizado obtém-se do nivel de energia do
problema regularizado identificando os pontos simétricos. E claro que a correspondéncia
acima define uma aplicagdo injectiva entre os niveis de energia ndo regularizado e
regularizado, que € um homeomorfismo entre todas as componentes conexas do nivel de
energia cuja projecgio no espago das configuragbes ndo intersecte uma vizinhanga do
primario (u,0). Deste facto e por analogia com os resultados da secgio 6 podemos
enunciar imediatamente a

Proposi¢iio 9.1: Se h < —CQ)(L,), o nivel de energia regularizado é homeomorfo a
unido do espago projectivo tridimensional P° com os interiores de dois toros solidos.

Para que fique claro, os circulos centrais de ambos os toros correspondem a curvas
de velocidade nula; a fronteira de um deles corresponde a colisio com o primario ndo
regularizado e a fronteira do outro ao infinito. No plano projectivo a curva de velocidade
nula e a curva de colisdio sdo representadas por duas curvas fechadas simples enlagadas;
retirando a curva de colis@io recuperamos o interior de toro solido do nivel de energia nio
regularizado.

Se —Q(L,) <h <-€Q(L), notamos que a regido acessivel ao movimento no
espago das configuragdes do problema regularizado possui duas componentes conexas,
uma das quais (a interior) ¢ homeomorfa a uma bola fechada a qual foram retiradas duas
pequenas bolas fechadas simétricas relativamente a origem (e que correspondem ao
primario nio regularizado). Daqui se conclui que a correspondente componente conexa do
nivel de energia para o problema regularizado é homeomorfa ao conjunto

{w,w) e C AW <1Alw=12] > Y4 Alw+ 12| > Y4 AlwT =1 |w}

Identificando os pontos antipodais deste conjunto obtemos um subconjunto do
espago projectivo tridimensional P*, que pode ser representado pelo conjunto

{7,200 +y +2 <IA(-12) +3* > 116 A (x +1/2)" +¥* > 116}

com os pontos antipodais de norma unitaria identificados. E claro que este conjunto ndo é
mais que P’ excepto um toro solido; é facil ver que a curva de velocidade nula
(representada pelo equador no conjunto acima) enlaga simultineamente este toro (que
corresponde a colisdo com o primario ndo regularizado) e a curva de colisdo (representada
no conjunto acima pelo eixo polar). Podemos portanto concluir a

Proposic¢io 9.2: Se —CY(L,) <h <—-SL,), o nivel de energia regularizado é

38



homeomorfo a unido do espago projectivo tridimensional P°, ao qual foi retirado um
toro solido, com o interior de um toro solido.

Curva de

Identificar Identificar velocidade
- nula
Curva de colisdo Colis3o (retirar)

Figura 10. Primeira componente conexa do nivel de energia regularizado (Levi-
Civita) para o problema restrito dos trés corpos (—€)(L,) < h < —(L)).

Prosseguimos analisando o caso em que —(L)<h<-€(L). Neste caso a
regido acessivel no espago de configuragdes do problema ndo regularizado é homeomorfa
a uma bola aberta a qual foi retirada uma bola aberta (correspondendo a regido
inacessivel) e duas bolas fechadas (correspondendo aos primarios); a fronteira exterior da
bola aberta corresponde obviamente ao infinito. Aplicando uma inversdo, é simples ver
que esta regido € ainda homeomorfa a uma bola fechada (cuja fronteira exterior é
precisamente a curva de velocidade nula) a qual foram retiradas trés bolas fechadas (duas
correspondendo aos primarios e uma ao infinito). Dai que a regido acessivel no espago das
configuragdes do problema regularizado seja homeomorfa a uma bola fechada a qual
foram retiradas quatro bolas fechadas, dispostas simetricamente em relagdo a origem duas
a duas (um dos pares correspondendo ao infinito e o outro ao primario ndo regularizado).
Por analogia com a proposigdo 9.2 € entdo imediato concluir a

Proposi¢io 9.3: Se —Q(L) <h <-Q(L,)), o nivel de energia regularizado é
homeomorfo ao espago projectivo tridimensional P° ao qual foram retirados dois toros
solidos.

Como anteriormente, a curva de velocidade nula enlaga simultdneamente os dois
toros (que correspondem ao infinito e & colisdo com o primario ndo regularizado) e a
curva de colisdo.
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Curva de

Identificar Tdentificar velocidade
nula
Infinito (retirar)

Curva de colisdo

Colis#o (retirar)

Figura 11. Nivel de energia regularizado (Levi-Civita) para o problema restrito
dos trés corpos (—S(L,) < h < —SX(L,)).

Se —Q(L,) < h < -Q(L,), a topologia complica-se ainda mais em virtude do facto
da regido inacessivel se tornar desconexa. Neste caso, a regido acessivel do espago de
configuragSes do problema ndo regularizado € homeomorfa a uma bola aberta a qual
foram retiradas duas bolas abertas (correspondendo & regido inacessivel) e duas bolas
fechadas (correspondendo aos primarios); a fronteira exterior da bola aberta corresponde,
claro esta, ao infinito. Procedendo como no caso anterior, € simples ver que esta regifo é
ainda homeomorfa a uma bola fechada (cuja fronteira exterior € uma das curvas de
velocidade nula) a qual foram retiradas trés bolas fechadas (duas correspondendo aos
primarios e uma ao infinito) e uma bola aberta (correspondendo a outra componente da
regido inacessivel). Dai que a regido acessivel no espago das configuragdes do problema
regularizado seja homeomorfa a uma bola fechada & qual foram retiradas quatro bolas
fechadas e duas bolas abertas, dispostas simetricamente duas a duas relativamente a
origem (os diferentes pares correspondendo respectivamente ao infinito, ao primario nio
regularizado e a uma das componentes da regido inacessivel). Uma vez que o nivel de
energia regularizado se obtém do nivel de energia do problema regularizado por
identificagdo antipodal, basta-nos considerar sobre cada ponto da regido acessivel no
problema regularizado (excepto os pontos das curvas de velocidade nula) apenas um
hemicirculo (em vez de S'). A partir daqui e tendo em conta as identificagbes a fazer néo é
muito dificil obter a

Proposi¢io 9.4: Se —Q(L,) <h <—C(L,), o nivel de energia regularizado é
homeomorfo a um bitoro, com os pontos antipodais da fronteira identificados, ao qual
foram retirados dois toros solidos.

Estes toros corresponderdo ao infinito e ao primario ndo regularizado. As
intersecgdes da fronteira do bitoro com o seu plano de simetria corresponderio
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obviamente as curvas de velocidade nula (note-se que as duas curvas interiores s3o na
realidade a mesma) e a intersecgdo do bitoro com o seu eixo de simetria perpendicular ao
plano de simetria correspondera a curva de colis@o (que, claro esta, ¢ uma curva fechada).

Colisdo (retirar)

Curva de Infinito (retirar)

colisdo

Curvas de velocidade nula

Identificar

Figura 12. Nivel de energia regularizado (Levi-Civita) para o problema restrito
dos trés corpos (—Q(L)) < h < —SY(L,)).

Postas as coisas desta forma, nio é facil ver que o nivel de energia regularizado
sem a curva de colisio é homeomorfo ao nivel de energia ndo regularizado. Tal € no
entanto 6bvio se apresentarmos a topologia de uma outra forma (ndo tdo elegante), cuja
determinagdo passamos a descrever.

Comegamos por observar que se retirarmos ao nivel de energia regularizado a
porgdo correspondente, no espago das configuragdes do problema regularizado, a uma
pequena faixa em torno do eixo real, obtemos, de acordo com o foi visto na secgéo 8, os
interiores de dois toros solidos (um dos quais sem um toro soélido, correspondente ao
primario ndo identificado) com uma porggo da fronteira identificada. Os circulos centrais
destes toros sdo as curvas de velocidade nula.

A faixa que retirimos corresponde a uma porgao do nivel de energia regularizado
que € homeomorfa ao conjunto

{(w,w’) eChW <12Alw] =1- |w|2}

sob identificagdo antipodal; ¢ facil ver que isto ndo € mais que o espago projectivo sem um
toro solido. Ao juntarmos as duas porgdes, devemos identificar uma faixa da fronteira
deste toro com uma faixa da fronteira de um dos toros da outra porgdo (aquele ao qual
néo foi retirado um pequeno toro solido, por exemplo). Obtemos assim a

Proposicdo 9.5: Se —Q(L) <h<—-Q(L,), o nivel de energia regularizado é
homeomorfo ao espago projectivo tridimensional P° ao qual foi retirado um pequeno
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toro solido, e ao interior de um toro solido ao qual foi retirado um pequeno toro solido,
identificando faixas das fronteiras dos dois primeiros toros.

No plano projectivo a curva de velocidade nula enlaga simultineamente a curva de
colisdo e o toro retirado (que corresponde ao infinito); no toro (cuja fronteira corresponde
também ao infinito), a curva de colisdo (que corresponde ao seu circulo central) enlaga o
toro retirado (que corresponde ao primario ndo regularizado).

Se nos imaginarmos agora a retirar a curva de colisdo e recordarmos que num toro
ao qual foi retirado um toro € possivel inverter os papéis dos dois toros através de um
homeomorfismo, € agora claro como recuperar o nivel de energia ndo regularizado.

Identtficar Identificar

Tdentificar

Tdentificar

Curva de colisio

Colisdo (retirar) Curvas de velocidade nula Infinito (retirar)

Figura 13. Outra representagdo do nivel de energia regularizado (Levi-Civita)
para o problema restrito dos trés corpos (—§(L,) < h < —SX(L,)).

Resta o caso h>-C(L,), que ndo oferece qualquer dificuldade. Tendo em
atengdo que o espago projectivo sem um circulo € homeomorfo ao interior de um toro
solido, € imediata a
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Proposicio 9.6: Se h > —CQ(L,), o nivel de energia regularizado é homeomorfo
ao interior de um toro sélido ao qual foi retirado um pequeno toro sélido.

A fronteira do toro "grande" correspondera ao infinito, € a fronteira do toro
"pequeno"” ao primario ndo regularizado.
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10. REGULARIZACAO DE BIRKHOFF DO PROBLEMA RESTRITO

A regularizagio de Birkhoff permite-nos regularizar os dois primarios
simultaneamente. A ideia é utilizar uma transformagéo z = f{w) tal que

2
I-H _ | _W—H
z—u+l w—pu+l
uma vez que tal transformacgdo terd os primarios como pontos fixos e reduzir-se-a
localmente (em torno dos primarios e a menos de constantes) a regularizagéo de Levi-
Civita.
Da equagdo acima resulta

ol (e Y (e )
(z ,u)[l (w—,u+1):| (w—,u+1) <

S @-wWw-p+) -w-p'|=w-’ e z-p=

(w—uy
2w—2u+1’

donde obtemos portanto a

Definicio 10.1 (Regularizacio de Birkhoff): A4 regularizacio de Birkhoff do
problema restrito dos trés corpos corresponde a escolha

_ (w—py
f(w)—#+2w—2p+1'

Analogamente ao que se fez (ou directamente da equagdo acima), € simples
concluir que se tem também

—u+1)’
2w—-2u+1
Uma vez que

_2w-pm@w=2p+ ) =2(w-p)' _ (w—p)(w—p+])
Qw-2u+1) Qw-2u+1)*

f(w)

tem-se

44



(w-py  (w=—p+1y 1
Qw—2u+1) (2w —2u+1) 2w —2u+1)*|

ol =4

=|z—,u||z—y+1|——1———z
lw—u+1/2|

pelo que as singularidades correspondentes aos primarios no potencial corrigido sdo
removidas. Surge uma nova singularidade, que corresponde a

2w—-2u+1=0
ou seja, a
Z =00,

Para facilitar a analise da transformagdo z = z(w), introduzimos as novas variaveis

g=z—u+1/2

o=w-u+1/2.
Estas novas variaveis diferem das anteriores por meras translacgdes, pelo que os
niveis de energia nestas variaveis diferem dos niveis de energia nas variaveis anteriores

também por translacgdes (sendo portanto homeomorfos). A razdo da introdugdo destas
varidveis é a simplificagio que ocorre na correspondente expressdo de f:

(0—1/2) 1 . o 1
-12="—" =—\o+0’-o+1/4)=—+—.
7= 20 2 Zw(w o’ - +1/4) 2" 8w

Temos portanto
@’ -2qw+1/4=0

donde facilmente se conclui que a cada valor de g correspondem dois valores de @,
excepto se

g -14=0cqg==1/2.
Estes valores de g correspondem aos dois primarios, e € facil ver que

g=112> 0=1+1/2,
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0 que mostra que os primarios sdo de facto pontos fixos de f. Nos restantes pontos, cada

valor de g é imagem por f de dois pontos, @, € @,, 0s quais satisfazem
o, +w,=2q
0,0, =1/4,

ou seja: a sua média aritmética € q ¢ a sua média geométrica € 1/2.
Dagqui diversas conclusdes se podem tirar: por exemplo, se

a)1=le'9
2
entdo
101 ., —
w,=—=—€"=0
4o, 2 1
e
@, +o
g=——">=Re(w).

Portanto, f transforma o circulo de raio 1/2 no segmento [— 1/2,1/2] entre os

primarios. E claro que as pré-imagens da origem séo ent&o os pontos tif2.
E facil obter de modo semelhante as seguintes conclusdes:

o, €[l/2,+o] => @, €]0,1/2] e g e[l/2,+o[;

o, €l-o,~12]> o, [-Y2,00 e ¢ € Jo0,-1/2];
o, €[if2,+ix] > @, €[-if2,0] e g €[0,+io[;

o, €l-in,~if2] > @, €]0,if2] e qel-i,0].

Com base nesta informagio é imediata a andlise da transformagdio f e,
consequentemente, do espago das configuragbes do problema regularizado. Este ¢

C* \ {0} (correspondendo a origem ao ponto no infinito); tanto o interior quanto o

exterior do circulo de raio 1/2 sdo pré-imagem de C* \ [-1/2,1/2].
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Figura 14. Espaco de configuracdes dos problemas ndo regularizado e
regularizado.

Como foi visto, vale o primeiro integral

Lot < |

El ’ ‘U,

que define o nivel de energia do problema regularizado, e temos uma aplicagio entre os
niveis de energia dos problemas regularizado e ndo regularizado dada por

(@,0°) > (q,9)=(f,.f o’ D)= (f,lfq’z w’)-

Como f ndo ¢ injectiva (possuindo cada ponto do seu contradominio, 4 excepgiio dos
primarios, duas pré-imagens cada), o nivel de energia regularizado obtém-se do nivel de
energia do problema regularizado identificando pares de pontos. No entanto, nio ¢ aqui
tdo claro quais os pontos a identificar como na regularizagdo de Levi-Civita. Para facilitar
a anilise deste aspecto, observamos que qualquer solugdo ¢ = q(f) das equagbes do

movimento € imagem por f de duas solugdes @,(7) e @,(7) das equagdes do movimento
regularizadas, que satisfazem

wl(r);wz(r) (o)

o (7)w,(7)= %

Diferenciando esta ultima relagdo obtemos
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portanto, se @, € @, sdo pré-imagens por f do mesmo ponto e pertencem a projecgio no

espago das configuragdes de um certo nivel de energia (do problema regularizado),
devemos identificar nesse nivel de energia os pontos

(0,,0,)
€
@,
@,,~—— @’
0,

para obtermos o nivel de energia regularizado.

Posto isto, passamos entdo a analise da topologia dos niveis de energia
regularizados. Para tal, a primeira coisa a fazer ¢ identificar as regides do espago das
configuragées do problema regularizado acessiveis a0 movimento para os diferentes
valores do integral de Jacobi. Tal é imediato da analise ja feita para o problema ndo
regularizado e da informagdo de que dispomos acerca da fungio £, e encontra-se feito na
figura 15.

i

:
eV

OL)<h<-0F)  -Q@)<h<-OL)

T
i
SEEE

Reonees

RS
SERIERAARY:

tonosey

_Q(Lz) <h< 'Q(La) h> 'Q(Ld)

Figura 15. Regides acessiveis do espago das configura¢des para o problema
restrito dos trés corpos regularizado (regularizacdo de Birkhoff).
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Para a identificagdo da topologia dos niveis de energia regularizados comegamos
por notar que nos basta considerar a por¢io do nivel de energia regularizado que se
projecta em

{w eC\{0}:Im(w) > 0},

uma vez que a fungdo f restrita a este subconjunto € sobrejectiva. A vantagem desta
observagdo consiste em que para obter o nivel de energia regularizado basta agora fazer
identificagdes de pares de pontos na imagem inversa pela projec¢do natural do eixo real.
Mediante homeomorfismos simples, os pontos a identificar podem ser transformados

simplesmente em pontos da forma (@,,®,”) € (®,,®,”) tais que

1
wl,wzeR+,wl+a)2=E e w’=-0,
ou

2

. 1 .
wl,wzeR,wl+w2=——2— e w’'=-w,.

Se h<—-Q(L,) a regido acessivel do espago das configuragdes do problema
regularizado é homeomorfa a

1
o+
2

1
L=V

1
: —_—
{we(i lw 2153

slv0<|a)|slvzs|w|<1}.
8 8 8

O nivel de energia regularizado possuird entdo trés componentes conexas: duas
delas (as que se projectam em vizinhangas dos primarios) sdo planos projectivos
tridimensionais (como seria de esperar, ja que a regularizagéo de Birkhoff €, localmente, a
de Levi-Civita). A maneira mais facil de ver isto € notar que estas componentes s&o
homeomorfas a

sl/\lw’

8

2:1‘
64

{(GJ,CO’) e C:Im(w) 2 O/\’w—-zl-

com a regido que se projecta no eixo real identificada como foi indicado acima. Ora o
conjunto acima é claramente um hemisfério de §°, e a identificagio referida é a
identificag@o usual do "equador”" do hemisfério que origina P*.

Quanto a terceira componente, ela é claramente homeomorfa a dois cilindros com
as bases identificadas, i.e., a um toro s6lido. Temos portanto a

Proposicio 10.2: Se h < —Q(L,), o nivel de energia regularizado é homeomorfo
a unidio de dois espagos projectivos tridimensionais P° com o interior de um toro solido.
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O circulo central do toro corresponde & curva de velocidade nula e a fronteira ao
infinito. Nos planos projectivos, a curva de velocidade nula e a curva de colisio sdo
representadas por duas curvas fechadas simples enlagadas.

Cutvas de velocidade
Curvas de nula
Identificar colisfo
TN
E
Identificar  Identificar “~—— Identficar  Identificar
Identsficar

Infinito (retirar)

Figura 16. Nivel de energia regularizado (Birkhoff) para o problema restrito dos
trés corpos (h < —C)(L,)).

Se —~Q(L,) < h < —Q(L), o nivel de energia passa a ter apenas duas componentes
conexas: as componentes que se projectam em vizinhangas dos primarios "unem-se", de
forma que o nivel de energia € portanto a unifio do interior de um toro sélido com a soma
conexa de dois espagos projectivos tridimensionais. Este facto tanto pode ser
compreendido por analogia com o que se fez atras como notando que a regido acessivel
ao movimento no espago das configuragdes do problema regularizado que contém os
primérios contida no semi-plano Im(w) > 0 é homeomorfa ao quadrado [-1,1] x[-1,1],
correspondendo as curvas de velocidade nula as arestas paralelas aos eixos das ordenadas.

Este homeomorfismo pode ser estendido ao nivel de energia, pelo que ¢ facil constatar
que a componente em questdo do nivel de energia regularizado é homeomorfa ao conjunto

{@,y,u,v):(x,y) e[-L1]x[-L1]At? +V* =1-x*}

onde se devem identificar os pontos (x,+1,u,v) e (—x,*1,—u,—v). Se notarmos que para
cada valor de y fixo obtemos uma superficie esférica, imaginando estas superficies
esféricas "encaixadas" umas nas outras, facilmente concluimos entio que a componente do
nivel de energia regularizado em analise é homeomorfa a uma coroa esférica com os
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pontos antipodais da fronteira identificados, o que é uma representagdo da soma conexa
de dois espagos projectivos tridimensionais. Temos portanto a

Proposicdo 10.3: Se —C(L)) <h <—€XL)), o nivel de energia regularizado é

homeomorfo a unido da soma conexa de dois espagos projectivos tridimensionais P° com
o interior de um toro solido.

Mais uma vez a curva central do toro solido é a curva de velocidade nula e a
fronteira deste corresponde ao infinito. Na representagdo acima mencionada da soma
conexa de dois espagos projectivos tridimensionais, é facil ver que as curvas de colisdo
correspondem, por exemplo, aos equadores das duas superficies que delimitam a coroa
esférica, ao passo que a curva de velocidade nula corresponde a intersec¢do da coroa
esférica com o eixo polar. Portanto, a curva de velocidade nula € uma curva fechada
(como n3o podia deixar de ser) que enlaga simultdneamente as duas curvas de colisdo.

Curvas de colisgo Curva de velocidade nula

(Retirar)

e

> — ——-—>
|

Identificar

Identificar

Figura 17. Primeira componente conexa do nivel de energia regularizado
(Birkhoff) para o problema restrito dos trés corpos (—S(L,) < h < —S(L,)).

Prosseguimos analisando o caso em que —Q(L,) < k < —€Q(L,). Neste caso, o nivel
de energia passa a ser conexo, € a regido acessivel ao movimento no espago das
configuragdes do problema regularizado contida no semi-plano Im(w) = 0 € homeomorfa

ao quadrado ]-1,1] x[-1,1], correspondendo as curvas de velocidade nula, por exemplo,

aos segmentos [+3/4,+1/4] x {1}. Este homeomorfismo pode ser estendido ao nivel de

energia de um modo semelhante ao que foi feito para o nivel anterior, mas tendo em
atengdo que sobre as curvas de velocidade nula se deve ter # = v = 0 e ndo deve ocorrer

qualquer identificagio. Portanto devem-se identificar os pontos (x,—l,u,v) e
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(—x,-1,-u,-v) e ainda os pontos (x,L,u,v) e (-x,l,-u,-v) para

x ¢[-3/4,-1/4]U[-3/4,-1/4]. As superficies correspondentes a y = constante no nivel

de energia podem ser imaginadas como superficies esféricas deformadas, sem dois pontos
antipodas, ‘"encaixadas" umas nas outras e que vdo "afunilando" na regido em que
x €[-3/4,-1/4] U[-3/4,—1/4] 2 medida que y aumenta, reduzindo-se esta regido a duas
linhas para y = 1. N&o ¢é dificil concluir entdo que o nivel de energia regularizado em
analise ¢ homeomorfo a uma esfera solida (com os pontos antipodais da fronteira
identificados), & qual foram retirados dois pontos antipodais e os interiores de trés esferas
sOlidas, uma concéntrica com a esfera "grande" e duas dispostas simetricamente adjacentes
aos pontos antipodas retirados as superficies "encaixadas". Os pontos das fronteiras das
esferas "pequenas" simétricos em relagdo a origem devem ser identificados. Note-se que
isto é ainda homeomorfo a uma coroa esférica com os pontos antipodais da fronteira
identificados, desde que se retire a fronteira "exterior" dois circulos antipodais
(correspondendo os interiores destes circulos as duas superficies esféricas ndo
concéntricas). Temos portanto a

Proposicdo 10.4: Se —Q(L) <h <—C(L,), o nivel de energia regularizado é

homeomorfo a soma conexa de dois espagos projectivos tridimensionais P° a qual foi
retirada uma curva fechada.

H . i : H
— [N a W . W —_— : H o H 5

Ldentificar Cutvas de colisfio Tdentificar

Infintto (retirar)

Curva de velocidade nula

Identficar

Figura 18. Nivel de energia regularizado (Birkhoff) para o problema restrito dos
trés corpos (-Q(L) < h < -Q(L,)).
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Esta curva fechada corresponde, como facilmente se compreende, ao infinito. A
curva de velocidade nula sera representada pela intersecgédo com a coroa esférica com o
eixo definido pelos centros dos dois circulos que se retiram, e enlaga, portanto, a curva
correspondente ao infinito. As curvas de colisdo sdo representadas pelos equadores das
duas superficies esféricas que delimitam a coroa, e sdo também enlagadas pela curva de
velocidade nula.

O caso em que —Q(L,) < h <—-Q(L,) corresponde a topologia mais complicada.
Neste caso, a regido acessivel do espago das configuragdes do problema regularizado
contida no semi-plano Im(@) = 0 é homeomorfa ao conjunto

{06,y) € LI x [-L,1}x% + (7 — 12 2 Y9 AX* +(y+1/2) = 19},

com os primarios correspondendo aos pontos (0,£1). Se imaginarmos esta regido dividida
em duas pelo eixo das abcissas, ¢ entdo simples decompor o nivel de energia regularizado
em duas partes, cada uma das quais ¢ homeomorfa ao espago projectivo tridimensional P?
ao qual foram retiradas duas bolas abertas unidas pelas curvas de velocidade nula. O nivel
de energia obtém-se identificando as fronteiras destas bolas e as curvas de velocidade nula
(que ficam portanto, como no podia deixar de ser, fechadas), numa espécie de soma
conexa. Temos entdo a

O o O @ ..... O
O
. N
Identificar
Identificar Identificar
B
Curva de /
velocidade nula Identficar

Identificar

Figura 19. Nivel de energia regularizado (Birkhoff) para o problema resirito dos
trés corpos (—Q(L,) < h < —Q(L,)).

Proposi¢io 10.5: Se —Q(L) <h <-CXL,), o nivel de energia regularizado é
homeomorfo a dois espagos projectivos tridimensionais P aos quais foram retiradas
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duas bolas abertas, cujas fronteiras, juntamente com duas curvas unindo estas bolas,
devem ser identificadas.

Note-se que uma das bolas correspondera ao infinito. A semelhanga do que se fez
na secg@o 9, pode-se ver como recuperar o nivel de energia ndo regularizado apresentando
a topologia de forma menos elegante, o que néo faremos aqui.

Resta o caso k> —€)(L,), que ndo oferece qualquer dificuldade: o nivel de energia
regularizado € claramente homeomorfo ao conjunto

{,y,u,v):(x,y) e LI X [-L1] AW+ =1}

onde se devem identificar os pontos da forma (x,%1,u,v) e (-x,+£1,-u,—v). Imaginando
as superficies y = constante "encaixadas" umas nas outras, temos a

Proposicdo 10.6: Se h > —Q(L,), o nivel de energia regularizado é homeomorfo
a soma conexa de dois espagos projectivos tridimensionais a qual foi retirada uma
curva fechada.

L
L
L
L

Infinito(retirar)

Curvas de colisio

Tdentificar

Identificar

Figura 20. Nivel de energia regularizado (Birkhoff) para o problema restrito dos
trés corpos (h > —-Q(L,)).
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A curva fechada corresponde, claro esta, ao infinito.
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11. OUTRAS REGULARIZACOES GLOBAIS DO PROBLEMA RESTRITO

E relativamente simples obter outras regularizagGes globais para o problema
restrito dos trés corpos para além da regularizagio de Birkhoff. Consideremos, por
exemplo, a transformagio

1
= = h R
q=f(w)= ( (w)+h( ))

onde 4 € uma fungdo analitica (a razio para a escolha da constante 1/4 tornar-se-4 clara

dos célculos). A regularizagdo de Birkhoff corresponde obviamente a A(w) = 2.

Note-se que para esta escotha da fungdo f as pré-imagens dos primarios sdo as
raizes da equagdo

f(w)=— o) >

& (M(w)F1)’ =0 h(w) = +1.

(h(m)+L) +1 o o) F 2@y +1= 00

Temos ainda

f,(w)__(h,( of@-1 1) (h’(w)(h(w)—l)(h(w)+1))

B (@) k() @)
e
2 _ 132
,lzq_lzl(ml)_i_h +1-2h| _|(h-17|
2/ 14" " h) 2 4h 4h
1 1( 1) 1| |B+1+2h| |(h+17
E=lg+—|=|—|h+=|+== = .
2| [a\" " B) 2 4h 4h

E portanto imediato concluir que

’|2
hhs

Ifl—

pelo que a transformagdo f ¢ de facto uma regularizago global para o problema restrito
dos trés corpos, independentemente da fungdo (analitica) 4. As tnicas singularidades que

surgirdo nas equagdes do movimento regularizadas serdio as da fungo #’/k. Note-se que

estas singularidades estardo associadas a zeros da fungio 4 e, portanto, corresponderio
semprea q = 0.
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Para evitar o aparecimento de singularidades basta entdo escolher uma fungéo A
sem zeros. Um exemplo é a

Defini¢cdo 11.1 (Regulariza¢io de Thiele-Burrau): 4 regularizacio de Thiele-
Burrau corresponde a escolher

h(w)=¢€°,
isto é,
f(o) = %cos(co).

Esta regularizagdo foi introduzida para possibilitar a integragdo numérica (com
lapis e papel!) do problema restrito dos trés corpos. Conduz a expressdes razoavelmente
simples e produz resultados mais rapidos e fidveis que qualquer integracdo numérica das
equagdes originais, mesmo utilizando esquemas de passo de tempo variavel.

Uma questdo interessante seria a de analisar se a topologia dos niveis de energia
regularizados varia consoante a fungio /4 utilizada. Se bem que seja evidente que os niveis
de energia regularizados s6 podem diferir dos niveis de energia ndo regularizados pela
forma como se adiciona a estes a curva de colisdo, ndo € a partida claro que todas as
regulariza¢bes conduzam a mesma topologia. Um primeiro passo nesta direcgdo poderia
ser a analise (certamente ndo demasiado complicada) da regularizagdo de Thiele-Burrau.

E no entanto de salientar que todas as regularizagdes produzem os mesmos efeitos
numa colisdo:

Proposicio 11.2: Se a colisdo se da no instante t = t_, tem-se

im L -_tim L
g

=] = +
1t l qI 1->1¢

A colisio faz entdo lembrar um choque elastico. Este resultado pode parecer
estranho até nos recordarmos de que no problema de Kepler solugdes com a mesma
energia mas momentos angulares sucessivamente menores descrevem Orbitas que se
aproximam mais e mais de trajectérias rectilineas com inverséo do sentido da velocidade
no centro do campo.

E muito facil demonstrar a proposigio acima: basta notar que para qualquer

transformag@o regularizadora f tal que @, seja pré-imagem de um primario se deve ter

1
f(@,)= 4—'5,
f(@,)=0

57



512
S = rnn).
Portanto a expans&o de f em série de Taylor em torno de @, sera

f(o)=Ao-o)+...

(porque f deve satisfazer

donde, sendo 7, = 7(z,), se tem de facto

g o |P|_ o |40 __o’l4
li e —h 1o ’ = H A s 4
< |q| < flo’| |o]-4@ W’ A
€
lim +—‘?—=lim +“_”f|:w’ ff’:“_”lzjl
—r1 ql 7, f"la)a la)s Ao’ D’ A

(onde nas expressdes acima @’ se refere ao valor desta variavel para 7= 7, ).

Além de numericamente serem de extrema utilidade, as regularizagbes globais
permitem-nos ainda estudar oOrbitas de colisso multipla, que possuem aplicagdes
importantes em engenharia aeroespacial. A respeito destas Orbitas existe o seguinte

Teorema 11.3 (Wintner-Arenstorf): O conjunto dos instantes de colisdo para o
problema restrito dos trés corpos ndo possui qualquer ponto de acumulagdo finito.

Este teorema foi demonstrado com o objectivo de garantir a existéncia de solugio
global para as equagGes do movimento regularizadas. Conhecem-se diversas orbitas de
colisio multipla, muitas estabelecidas numericamente; esta questdo esta longe, no entanto,
de ser um assunto completamente encerrado.
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