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1 Conceitos

1.1 Tranformacoes de Lorentz

Einstein formulou o seu trabalho em Teoria da Relatividade come¢ando por dois postulados:
1. Principio da Relatividade: quaisquer dois referenciais inerciais sao equivalentes.

2. Invariancia da Velocidade da Luz: a velocidade da luz é a mesma em todos os referenciais
inerciais.

No sentido de criar uma adaptagao das transformagoes de Galileu que fosse compativel com o
segundo postulado, Einstein deduziu as Transformagoes de Lorentz (que relacionam o tempo ¢
e posi¢ao = num referencial S” que se mova com velocidade v em relac¢ao a outro S):

t'=~(t—vx)

/

' = ~v(x — vt)

Sendo a velocidade da luz a mesma para todos os observadores em qualquer referencial inercial
podemos entao atribuir-lhe o valor ¢ = 1.
Neste caso, passamos a ter:

(Vo

1.2 Geometria de Minkowski

1.2.1 Diagrama Espaco-Tempo

Um diagrama de espago-tempo corresponde a representar a posicao x de uma particula num
determinado instante de tempo t. Construimos desta maneira a histéria de uma particula onde
representamos a sua posigao para cada instante t: (¢, x).
Deste modo, um raio de luz que, como referido, move-se com velocidade +1, tera uma historia
xr =1 £ t, sendo yy a posicao do sinal no instante ¢t = 0.



Pelas transformagoes de Lorentz, sabemos que a velocidade de uma particula nunca podera ser
superior a da luz.

Isto significa que, em dado instante, se desenharmos as ”possiveis trajetorias”de um raio de
luz, a histéria de uma dada particula nao podera interseta-las:

n't

X=E

A representacao da histéria de uma particula no espaco obriga-nos obviamente a trabalhar em
R?. Representamos agora o espaco-tempo (¢, x,y, z) como (Yo, Y1, Y2, Y3)-

No caso da luz, como se propaga em todas as diregoes com velocidade +1 entao, em cada
instante yy, a sua possivel posi¢ao sera ao longo de uma superficie esférica de raio yy. Temos
desta forma a equagao do cone de luz futuro (yo > 0):

Yo=vi+vys+y;

1.2.2 Meétrica de Minkowski

O estudo da Relatividade Restrita baseia-se em estudar a Geometria de Minkowski e as suas
propriedades para representar o espaco-tempo ao invés da habitual Geometria Euclideana.
Definimos A7 como o intervalo entre dois acontecimentos causalmente relacionados, i.e., acon-
tecimentos tais que a |[Ax| < |At], em S:

AT? = At? — Aa?

Este intervalo nao depende do referencial usado pois:

AT? = At? — Az
= v (At — vAz)? — ¥} (Ax — vAL)?
= V(A + 2 Ar? — 20AtAT — Az® — VP AP 4 20AtAR)
=71 — v*) A — (1 — v Ax?
= At? — Ax?
= A7r?

Os acontecimentos ao longo da histéria de um sinal luminoso apresentam A7 = 0 pois ¢ = 1,
Le., |[Az| = |At].



1.3 Projecao de Mercator

A projecao de Mercator é a mais famosa forma de representacao do globo terrestre. Foi apre-
sentada pela primeira vez em 1569 por Gerhard Kramer e ajudou muito os marinheiros da
época pois esta representacao, apesar de distorcer os tamanhos, é conforme, ou seja, preserva
os angulos.

Esta é uma projegao cilindrica do globo que distorce drasticamente os tamanhos reais quanto
maior ou quanto menor for a latitude nas direcoes este ou oeste:
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Figura 1: Projecao de Mercator
A métrica da esfera é dada por:
ds* = db* + sin?(0)dy?
sendo # e ¢ os usuais angulos das coordenadas esféricas.
Podemos tomar 1) € R como sendo:
sin(f) = —*
cosh(v))
inh
= cos(0)df = — 25 dy
o2 _ 1 sinh®(¢) 712 _ 1 sinh®(¢) 72 _ _sinh’(y) g2 g2
= sin2(0) ~ sin%(0) cos2(0) cosh?(v) d¢ - Il cosh? (1)) d¢ cosh2 (1) —1 dl/} dd}

7cosh2('¢z)
Deste modo, a métrica na forma de Mercator fica entao:

d6?

2\ _ 1 2 2
R ) @

ds®> = df* + sin®(0)dp* = sin*() (



2 Desenvolvimento
Como ja foi dito, as velocidades que consideramos nao sao superiores em moédulo a da luz, i.e.:
—-1<v<1

Podemos entao representar as velocidades como v = tanh(u), u € R visto que, observando
o seguinte grafico, a tanh toma todos os valores entre —1 e 1. Aproveitamos também para
relembrar algumas propriedades das funcoes hiperbélicas:

1. tanh(x) = sinh(z)

COSh(:C) tanh(z)
2. cosh®(z) — sinh®*(z) = 1
3. sinh(—z) = —sinh(z) & 4 3 1 =
4. cosh(—x) = cosh(x) a|
5. sinh(z + y) = sinh(x) cosh(y) + cosh(z) sinh(y) -21
6. cosh(z + y) = cosh(z) cosh(y) + sinh(z) sinh(y) sitlhia] =31

41

A representacao de v como v = tanh(u) ird simplificar as nossas contas daqui para a frente
pois neste caso as constantes das Transformacoes de Lorentz tomam valores faceis de relacionar:

(v = tanh(u)

— 1 _ 1 o 2 o .
e Vie? \/17tanh2(u) cosh (’LL) o |COSh(’LL)‘ - COSh(u)

(Y0 = cosh(u) tanh(u) = cosh(u) i::ﬁ((z)) = sinh(u)

Vamos entao imaginar um referencial S’ que se move paralelamente ao longo do eixo y3 em
relac@o a outro referencial S com uma velocidade v = tanh(u).

Podemos entao representar as historias das particulas em S’ com base nas suas coordenadas
em S:

Yo = Y(yo — v y3) = cosh(u) yo — sinh(u) y3
Y=y
Ys = Y2
ys = Y(ys — v yo) = cosh(u) y3 — sinh(u) yo



Um raio luminoso poderd entao ser representado pela curva:
z(A) = Ay

em que < y,y >= 0 pois A7 =0 e XA € R. As suas coordenadas espago-tempo no referencial S
sao dadas por (yo, 1, Y2, y3) € no referencial S por (v, y1, v, ¥4) como indicado em (1).

Se quisermos indicar a direcao de um objecto que é visto no céu temos de ter em conta que o
estamos a ver na dire¢ao oposta a da propagacao de um raio de luz.
Isto quer dizer que, sendo (z1,x2, z3) a direcao desse objecto, teremos entao:

iL‘Z:—& 682

Yo

Por (1), obtemos as tranformagoes para o referencial S’ em relagao a S:

Y _ Yi — Zi -
Ty = yo ~ cosh(u)yo—sinh(u)ys = cosh(u)+sinh(u) z3’ i=1,2
(2)
. = _% ___ cosh(u) y3—sinh(u) yo __ cosh(u) z3—sinh(u)
37y, —  cosh(u)yo—sinh(u) y3 ~ cosh(u)+sinh(u) z3

Coordenadas Esféricas

As coordenadas esféricas de um dado ponto sao dadas por:

F 3
z
(r.0,¢)
e EZ% 0985%) 6 € [0, 7] 0o /"
_ com
T2 = SI\T) Sy ¢ € [0, 2]
x3 = cos(f) :
y
¢
p
X

Vimos anteriormente em (2) que:

1
(xll’ 1'/2) - cosh(u)+sinh(u) cos(0) (1‘1, 1’2)

Temos assim que (2, x%) o (z1,x2) e desta observagao torna-se 6bvio que os angulos ¢ e ¢
tém de ser iguais em ambos referenciais pois:

(2], 25) o< (x1,22) = sin(d) (cos(go’),sin(gp’)) o sin(6) <cos(g0),sin(g0)) = ¢ =0



E entao possivel obter a representacao das coordenadas esféricas no referencial S’ em relagao
as coordenadas esféricas de .S:

sin () cos(¢p)
cosh(u)+sinh(u) cos(0)

sin(6)
cosh(u)+sinh(u) cos(0)

& sin(f) =

sin(#') cos(¢’) =

__ cosh(u) cos(#)+sinh(u)
COS(G,) " cosh(u)+sinh(u) cos(0)

Para verificar que a relagao dos angulos esta bem definida mostramos que
sin?(0') + cos?(#') = 1
O que, neste caso, equivale a mostrar:

sin?(#) + (cosh(u) cos(f) + sinh(u))* = (cosh(u) + sinh(u) cos(f))?

sinh?(#) + (cosh(u) cos(f) + sinh(u))?
= sin?(#) + cosh®(u) cos?() + 2sinh(u) cosh(u) cos(f) + sinh®(u)

Como cosh?(u) = 1 + sinh?(u):

= sin?(0) + cos?(#) + sinh*(u) cos?(#) + sinh?(u) + 2sinh(u) cosh(u) cos()
= 1+ sinh?(u) + sinh®(u) cos?(#) + 2sinh(u) cosh(u) cos(#)

= cosh®(u) 4 2 cosh(u) sinh(u) cos(#) + (sinh(u) cos(f))?

= (cosh(u) + sinh(u) cos(f))?



2.1 Efeito na projecao de Mercator

Nesta seccao iremos por fim salientar algumas consequéncias das transformagoes de Lorentz
e de lidar com velocidades comparaveis as da luz, comecando por notar que na métrica de
Mercator, a relacao entre o que um observador no referencial S’ vé e o que outro no referencial
S veé é bastante mais simples do que inicialmente se poderia supor.

Sao também abordados os deslocamentos ao nivel da frequéncia, poténcia e luminosidade de
um sinal luminoso que sao simples consequéncias daquilo que estudamos.

Notamos primeiro a seguinte relacao entre 6 e :

cot?(0) = sini(é’) — 1 = cosh?(¥)) — 1 = sinh®*(¢)) (3)

Deste modo conseguimos finalmente relacionar ¢’ com 1 pois:

1
sin(0")
cosh(u) + sinh(u) cos(6)
sin(#
= cosh(¢) cosh(u) 4 cot(€) sinh(u)

© cosh(¢) cosh(u) + sinh(¢)) sinh(u)
= cosh(¢) + u)

cosh(¢') =

sinh(y)") = cot(6')
_ cosh(u) cos(f) + sinh(u)
sin(#)
= cot(f) cosh(u) + cosh(v) sinh(u)
= sinh(¢)) cosh(u) + cosh(¢) sinh(u)
= sinh(¢) + u)

Uma vez que cosh(¢)') = cosh(y) + u) e sinh(¢)') = sinh(y) + u), s6 podemos ter:

Deste modo, um observador de um referencial que se desloque em y3 com uma velocidade
v = tanh(u) ird ver o que o observador em S vé deslocado por essa mesma constante .



2.1.1 Efeito de Doppler

Sendo T o periodo e v a frequéncia de um raio luminoso temos, como sempre, a relagao T = %
Assim:
Yo Yo
_ it _ Y%
Ty =Tyy & — ==
v v

Vamos entdo mostrar que a relagdo é valida. Na seguinte figura torna-se ébvio que T"ef, =
Teg + Ay, sendo A uma constante real:

F 3

eo

Os raios luminosos na geometria de Minkowsky, como vimos anteriomente, satisfazem:

lyll> =<y,y >=0

=<y, \y >=0

=<y, Teg>=<y,Tey+ \y >
&<y, Teg>=<y,Tey >

o T<ye>=T <vy,ey >
& Ty =Ty,

Temos entao:

/ /
v %

v Yo
— cosh(u) ?/Oy_ sinh(u) ys = cosh(u) + sinh(u) 23 = cosh(u) + sinh(u) cos(6)
0
= sin(#) cosh(y)")
_ cosh(y))
~ cosh(v))




2.1.2 Poténcia Total

Pela mesma razao, os fotoes emitidos no referencial S ao longo de um periodo T sao observados

em S’ ao longo de T" = Tf;’ssﬁl((lf,)) o que altera o numero de fotoes emitidos por unidade tempo
(N) em:

N’ cosh(v)

N cosh(z)

Deste modo, sendo P a poténcia recebida por um objecto e h a constante de Planck, temos:

P E"  N'h' _ (cosh(y) 2
P E  Nhv  \ cosh(y)

2.1.3 Luminosidade

Um elemento de area nas coordenadas de Mercator é dado por:

1
dA” cosh? (1))
dA  cosh?(y)

Consequentemente, a luminosidade dos objectos muda conforme o referencial no seguinte racio:

L _ iAI, _ <cosh(¢’)>4

L = ~ \_cosh(¢)




3 Exemplos

Nesta seccao procuramos apresentar imagens que ilustrem os efeitos apresentados.

A visao de um observador quando viaja a velocidades comparéaveis as da luz sofre o efeito
estudado na secgao 2.1, que se chama de aberragao. O observador vera entao algo como a
seguinte figura:

Figura 2: Efeito aberragao

O efeito de Doppler e da luminosidade juntos resultam em:

Figura 3: Efeito de Doppler e diferengas na luminosidade

Combinando os dois efeitos, veriamos entao:

Figura 4: Combinacao dos dois efeitos
Fonte []
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