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Resumo

A Teoria da Relatividade Geral € uma das construgées mais elegantes e fundamentais da fisica mo-
derna, mas o seu acesso continua a ser dificil para estudantes em inicio de percurso. A literatura
existente em portugués é escassa e, muitas vezes, a apresentacao tradicional assume conceitos com-
plexos sem motivagéo clara, criando obstaculos adicionais a aprendizagem.

Esta tese propde e analisa uma nova abordagem didatica a Relatividade, concebida para guiar
o leitor de forma progressiva e légica através dos conceitos fundamentais. A proposta estrutura-se
como uma narrativa sequencial, onde cada resultado é derivado a partir de motivagdes intuitivas e
experiéncias mentais, evitando saltos de raciocinio. O texto é auto-suficiente, inclui provas detalhadas,
exemplos resolvidos e desafios intermédios, de modo a permitir que cada estudante adapte a leitura ao
seu ritmo.

Embora nao apresente a totalidade da abordagem final, esta tese reline uma versdo condensada e
otimizada, destacando os pontos em que difere da literatura tradicional: derivagao original de resulta-
dos, novas motivagoes para conceitos estabelecidos e integracdo pedagdgica entre rigor matematico e
intuicdo geométrica. O objetivo é contribuir para a construgdo de um caminho de aprendizagem mais
acessivel, estruturado e envolvente, que possa servir de base futura para a publicagdo de um livro

didatico em portugués e também em inglés.
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Abstract

General Relativity is one of the most elegant and fundamental frameworks in modern physics, yet it re-
mains difficult to access for students at the beginning of their studies. Existing literature in Portuguese is
scarce and, in many cases, traditional presentations assume complex concepts without clear motivation,
creating additional barriers to learning.

This thesis proposes and analyzes a new didactic approach to Relativity, designed to guide the
reader progressively and logically through its fundamental concepts. The approach is structured as a
sequential narrative, where each result is derived from intuitive motivations and thought experiments,
avoiding leaps in reasoning. The text is self-contained, includes detailed proofs, solved examples, and
intermediate challenges, allowing each student to adapt the reading process to their own pace.

Although it does not present the complete version of the final approach, this thesis gathers a conden-
sed and optimized structure, emphasizing the points where it differs from traditional literature: original
derivations of results, new motivations for established concepts, and a pedagogical integration between
mathematical rigor and geometric intuition. The goal is to contribute to the construction of a more ac-
cessible, structured, and engaging learning path, which may serve as the basis for the future publication

of a didactic book in both Portuguese and English.
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Sempre vi a Teoria da Relatividade, como tantas outras areas da fisica e matematica, como uma
cidade futurista no meio do deserto — imaginemos o Dubai. E de acesso dificil, mas maravilhosa
quando la se chega: cheia de oportunidades, inovagéo e pessoas talentosas a desenvolver projetos
inspiradores.

Muitos, fascinados pelo potencial, concentram-se em expandir a cidade com novas técnicas e pro-
jetos ambiciosos. No entanto, enquanto a cidade cresce, 0s acessos continuam precarios. O deserto
afasta muita gente; apenas os mais resilientes conseguem chegar. Essa foi a minha experiéncia: um
percurso penoso e frustrante.

Acredito que o verdadeiro salto vird ndo s6 da inovagao dentro da cidade, mas também de investir
nos caminhos até la. Criar estradas melhores permitira que mais pessoas com potencial consigam

chegar, em vez de deixar que cada um se perca sozinho no deserto.

(a) Situacao Inicial (b) Situacgéao Ideal

Figura 1: llustragdo da Cidade Futurista

Decidi, entdo, desenvolver “Uma Abordagem Progressiva a Teoria da Relatividade Geral”, uma pro-
posta que procura atacar este problema. N&o se trata de uma solugdo completa, mas de uma tentativa
de melhorar o acesso a este conhecimento, mais uma pedra no caminho.

Esta abordagem constitui o objeto de estudo desta tese. A tese nao apresenta a abordagem na sua
totalidade, mas sim uma exposi¢éo e analise dela.

Neste capitulo, serdo introduzidos todos os aspetos relevantes para a compreensao da tese. Iremos
explorar a origem da ideia, os objetivos da abordagem e da tese, e a estrutura adotada para tentar
concretizar esses objetivos.

A minha intencéo é, se tudo correr bem, publicar futuramente um livro que apresente a abordagem
integral num formato apelativo, em portugués e também em inglés. A ideia final é criar algo que eu

proprio gostaria de ter lido no inicio desta jornada.



0.1 Motivacao

Desde cedo, sempre fui fascinado pelo processo de aprender, pela sensagéo Unica e recompensadora
de dominar o complexo e torna-lo familiar. Essa paixdo por desvendar o enigmatico tem sido uma
constante no meu percurso académico. Gosto de abordar a fisica e a matematica como se estivesse a
resolver um problema, onde cada passo lo6gico puxa o seguinte, criando uma narrativa coesa que me
guia como num passeio. Para mim, o ideal é sentir que estou a descobrir a matéria por mim mesmo,
respondendo as perguntas certas e construindo, peca por peca, uma estrutura que resolve o desafio a
minha frente. E como se, ao final, eu pudesse olhar para esse conhecimento como uma criagdo minha,
algo que conhego profundamente e pelo qual sinto até um certo apego, carregado das memorias e das
ferramentas que fui reunindo pelo caminho.

No entanto, ao entrar na faculdade, percebi uma desconexao entre essa forma de aprender — guiada,
l6gica e pessoal — e a maneira como muitos topicos, apesar de fascinantes e relevantes, me eram
apresentados. Isso tornou-se especialmente evidente quando estudei relatividade pela primeira vez. O
que me diziam ser uma teoria clara, l6gica e fundamentada em poucos principios aparecia, na pratica,
confuso, desconexo e pouco motivado, onde conceitos nada triviais eram assumidos ou mal explicados.
Essa frustragdo acendeu em mim o desejo de fazer diferente.

Nasceu dai a motivagdo para criar um recurso que respeite 0 processo de aprendizagem: uma
nova abordagem no ensino da teoria, que leve o leitor por uma jornada acessivel e estruturada pelos

conceitos fundamentais da Relatividade Geral.

0.2 Obijetivo

Os principais objetivos desta abordagem s&o criar um texto:

« Em portugués, a minha lingua materna, permitindo um desenvolvimento otimizado da abordagem

e preenchendo uma lacuna existente na literatura portuguesa nesta area.

+ Para alunos universitarios, com os conhecimentos minimos de calculo exigidos a nivel universi-

tario (derivadas, integrais, etc.).
« Completo, equivalente a uma cadeira universitaria de Relatividade e Cosmologia.

+ Auto-suficiente, de forma a ser contido, mantendo a estrutura narrativa que considero fulcral.
Idealmente, desde que o leitor possua os conhecimentos pré-requisitos, o texto seria sequencial

e autocontido.

« Bem motivado e logico, partindo de premissas intuitivas e explorando as suas consequéncias
de forma encadeada. O objetivo é ser honesto com o leitor, assumindo apenas ferramentas que

facam sentido e que nao paregam forgadas.



+ Exaustivo, incluindo todos os passos e provas. Estes sao apresentados de forma clara e bem
delimitada, permitindo que o leitor interessado os siga detalhadamente, enquanto quem preferir

pode salta-los sem perder a coeréncia do texto.

» Complementado com exemplos resolvidos e pequenos desafios, que ajudam a consolidar e a

compreender as nuances dos tépicos abordados.
O objetivo final é facilitar a aprendizagem, tornando-a mais envolvente e eficaz.

No contexto desta tese, o principal objetivo serd expor e analisar esta nova abordagem. O foco
esta em destacar os pontos em que a abordagem difere da literatura tradicional: manter um fio nar-
rativo coerente, experiéncias mentais originais, novas derivagdes, reformular contelldos com base em
motivagdes inéditas e, onde a literatura tradicional acerta, criar compilagdes fruto de uma selec¢ao cui-
dadosa, escolhendo sempre o melhor passo ao longo do caminho. Livros usados como referéncia da
literatura tradicional [1] [2] [3] [4] [5] € como inspiragdo [6].

Para além da componente técnica, uma grande parte da abordagem é a forma como esta infor-
magao € apresentada: escolhas de notagdes, design, criagao de imagens e ilustragdes, e formatacéo
do texto para uma leitura facil e intuitiva. A ideia é que a parte técnica mostra o caminho mais eficaz
para aceder ao conhecimento, enquanto a apresentacdo e estética constroem a infraestrutura desse

percurso, permitindo que seja percorrido de forma confortavel e orientada.

0.3 Estrutura da Tese

A abordagem foi pensada para guiar o leitor de forma natural e l6gica através dos conceitos fundamen-
tais da Relatividade. Cada seccao tem um propésito claro, funcionando como um pequeno passo a ser
superado com as ferramentas adquiridas até aquele ponto.

A abordagem é concretamente estruturada da seguinte forma:

0. Introducao da Abordagem: Explicacdo da estrutura da abordagem, estratégias para transmitir

informacéo, motivagao, objetivos e mensagem ao leitor.

1. Introducédo a Teoria da Relatividade: Contexto histérico da Relatividade (de onde surgiu a ne-

cessidade de uma nova teoria?) e apresentagao dos postulados fundamentais.

2. Relatividade Restrita: Através de experiéncias mentais, exploram-se algumas consequéncias
dos postulados, como a dilatagdo do tempo e a contragdo do espaco. Derivacédo das Transforma-

¢oes de Lorentz e da equivaléncia massa-energia (E = mc?).

3. Para Além da Relatividade Restrita: Aborda-se o Principio de Equivaléncia e a incompatibilidade
fundamental entre a Relatividade Restrita e a introducdo da gravidade na teoria. Esta tensao
motiva a necessidade de um novo conceito — o de curvatura — cuja exploracao sera o passo

seguinte.



4. Ferramentas Matematicas Necessarias: Conceitos essenciais para a compreensao da relati-
vidade geral, como calculo tensorial e geometria diferencial, apresentados de forma acessivel e

com exemplos préticos.

5. Relatividade Geral: Introducéo ao Principio da Equivaléncia e a ideia de gravidade como curva-
tura do espaco-tempo. Deducdo das equacgdes de Einstein e analise de solugbes simples, como
a métrica de Schwarzschild. Aplicagbes concretas, como 6rbitas planetarias, desvio gravitacional

da luz e expanséo do universo.

*= Exercicios e Desafios: Ao longo de cada seccdo, serdo apresentados pequenos exercicios e
desafios progressivos, permitindo ao leitor aplicar as ferramentas aprendidas. O objetivo é que

sinta que esta a descobrir 0 préximo passo por si proprio.

A. Apéndices: Relinem tdpicos necessarios mas possivelmente redundantes para alguns leitores.

Incluem recursos adicionais como notacao, glossario, convengdes e férmulas importantes.

Devido a limitagdes de espago, esta tese ndo apresenta a abordagem na sua totalidade. Muitas
seccoes surgem de forma condensada, representando uma versao otimizada e ndo uma transcricao
literal da abordagem original.

Alguns conteudos repetidos ao longo das sec¢des — generalizagdes para 4D, limites classicos,
curiosidades, etc. — serdo ilustrados apenas quando necessario. Nos restantes casos, surgira apenas
o titulo a "R vermelho, assinalando a posi¢éo do contetido, mas mantendo-o oculto.

De forma semelhante, sec¢des que ndo apresentam material original — incluindo exercicios cujo
valor é sobretudo pedagdgico — e que seguem a abordagem tradicional surgem também R ocultas,
permitindo rentabilizar espago sem comprometer o fluxo da tese.

Para além disto, o documento mantém uma estrutura préxima da abordagem tradicional, mas incor-

pora caixas de comentarios, como a seguinte:

Comentario do Autor

Estas caixas contém comentarios sobre a abordagem: motivacdo de escolhas, intengoes
futuras, desafios encontrados, e andlises sobre divergéncias entre a abordagem e a literatura
tradicional. S&o exclusivas desta tese.

Nos capitulos seguintes, como o objeto em estudo é o préprio texto em si, onde a apresentacao

estética é relevante para a transmissao da informagéao, permiti maior liberdade na sua formatagao.
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No final do século XIX, a fisica classica era vista como uma ciéncia quase perfeita, plenamente
amadurecida. As leis de Newton explicavam tudo, desde a queda de uma magé até as érbitas dos
planetas. Ja James Clerk Maxwell havia unificado eletricidade e magnetismo em equagdes elegantes,
revelando que a luz era uma onda eletromagnética. [7] Muitos especialistas estavam tdo confiantes que
desencorajavam os alunos de seguir esta area, afirmando que nada de essencial faltava por descobrir
e que apenas restavam medi¢des mais precisas para refinar os valores das constantes fisicas. [8]

Hoje sabemos o quao enganados estdvamos: 0 universo ainda nos reserva inUmeros mistérios e
estamos longe de uma compreenséo absoluta do que nos rodeia.

Entdo, o que levou esta fortaleza aparentemente inabaléavel da fisica teé6rica a ruir? De onde surgiu a
maior revolugéo da fisica de que ha registo, com areas inteiramente novas a emergir, como a mecanica
quantica e a relatividade geral — foco desta obra?

Neste capitulo, exploramos as fissuras nas teorias classicas que levaram ao colapso. Veremos as
experiéncias cruciais e as ideias que forgaram postulados revolucionarios, moldando a fisica moderna

— especialmente a relatividade geral.

Comentario do Autor

Esta parte introdutéria segue de perto a literatura tradicional, priorizando um fio narrativo
coeso que conecta as ideias e aborda todos os tépicos essenciais de uma introdugéo a teoria.
A estrutura comega com o panorama inicial (como descrito acima), explora as razdes para a
mudanca de paradigma e prossegue com uma légica sequencial para os passos seguintes.

Por fim, apresenta-se os postulados fundamentais, devidamente justificados e contextualiza-
dos quanto a sua origem e motivagao.

1.1 O Inicio de uma Nova Era

As equacdes de Maxwell, que descreviam o eletromagnetismo de forma tao elegante, revelavam que
a luz no vacuo se propagava com velocidade de valor constante (que designamos por c), que hoje
sabemos ser aproximadamente 300000 quilémetros por segundo: ¢ ~ 300000km/s." Tal resultado

levantava duas questdes intrigantes sobre a natureza da luz:

— Em relacao a qué é que essa velocidade era medida?
Toda velocidade é relativa a um referencial de observagao. Um comboio parece imével se estiver-
mos dentro dele, mas desloca-se a 100 km/h visto da estagéo. Nas equagdes de Maxwell, porém,

¢ surgia sem especificar o referencial — seria em relagao ao meio de propagacao?

— Se aluz era uma onda em que meio viajava?

Na fisica classica, a velocidade de uma onda, como o som no ar, era medida usando como

"Valor aproximado; medigdes precisas, como as de Michelson em 1879, indicavam cerca de 299 792 km/s.



referéncia o meio onde propagava. No entanto a luz, ao contrario do som, conseguia atravessar
0 vacuo — como na sua viagem do Sol a Terra — sem precisar de um meio aparente. Entao, onde

estaria este “meio” da luz?

Para resolver este mistério, os fisicos propuseram a existéncia de um éter luminifero, um meio
invisivel que preencheria o universo e serviria de suporte para a propagacao da luz. Mas existiria
mesmo este éter? Seria possivel medir a que velocidade a Terra se deslocava através dele?

A ideia era que a Terra, ao mover-se pelo éter, sentiria um “vento de éter” que alteraria a velocidade
da luz, assim como o vento afeta 0 som, ou a corrente na dgua afetas as ondula¢des que criamos.

Em 1887, dois cientistas americanos decidiram desenvolver uma experiéncia que com objetivo de
detetar e medir este “vento de éter”. Mas o que acabaram por descobrir mudou para sempre a nossa

visao do universo.

1.1.1 A Experiéncia de Michelson e Morley: A Invariancia da Velocidade da Luz

Em 1887, Albert Michelson e Edward Morley tentaram resolver o enigma do éter luminifero — o suposto
meio invisivel que conduziria a luz pelo universo — com uma experiéncia que marcaria a histéria da
fisica.

Construiram um interferémetro, um aparelho que divide um feixe de luz em dois percursos perpen-
diculares, como mostrado na Figura 1.1a. Cada feixe viaja até um espelho, reflete e volta ao ponto
inicial (Figura 1.1b), recombinando-se para formar um padrao de interferéncia — como ondulacdes que

se cruzam num lago quando duas pedras caem. [9]

Espelho Espelho
Fonte T w Fonte l 5.,’
$ 1 # /—P ” 3 %1 /4— ”E
= =
) ' )
[ [ ]
E Detetor E Detetor
(a) Parte da luz é refletida e parte é transmitida. (b) Ao voltarem dos espelhos recombinam-se.

Figura 1.1: Esquema de um interferémetro.



Curiosidade: O que é um “padréo de interferéncia”?

James Clerk Maxwell, nos anos 1860, mostrou que a luz é uma onda eletromagnética — uma
oscilagcao dos campos elétricos e magnéticos que se propaga pelo espaco.

Quando dois feixes de luz se encontram, as suas ondas “somam-se” como ondulagdes na agua:
se as cristas se alinham, a luz fica mais intensa (interferéncia construtiva); se uma crista encontra
um vale, a luz pode até se anular (interferéncia destrutiva). O padrao de interferéncia, com franjas
claras e escuras, revela como as ondas estavam alinhadas ao se recombinarem.

Comentario do Autor

Para tornar o texto auto-contido, a abordagem inclui varias caixas de curiosidades como esta,
que servem para complementar a narrativa e fornecer ao leitor as ferramentas necessarias para
compreender pontos-chave da teoria da Relatividade.

Por limitagbes de formato da tese, estas caixas serdo maioritariamente omitidas, sendo apre-
sentadas apenas pontualmente, a titulo ilustrativo do que faria parte de uma versao final.

A ideia era simples, mas genial: se a Terra se movesse através do éter, o “vento de éter” criado pelo
seu movimento deveria afetar a velocidade da luz, que variaria em fungéao da direcdo do aparelho (se
estava mais a favor do “vento” ou mais contra), causando diferengas nos tempos de viagem dos dois
feixes e criando diferentes padrdes de interferéncia para cada dire¢do. Essas mudangas no padrao
indicariam que a velocidade da luz depende da direcdo medida.

O resultado foi surpreendente: independentemente da diregdo, da hora do dia ou da época do ano,
0 padrao de interferéncia permaneceu idéntico. Nao havia qualquer sinal do “vento de éter”! Poderia
a Terra estar em repouso no éter? Essa ideia foi descartada, pois implicaria que a Terra seria o Unico
corpo celeste privilegiado, parado num universo em movimento, algo incompativel com tudo o que
sabemos sobre o cosmos.

A concluséo era clara: os feixes de luz percorreram sempre os dois caminhos a mesma veloci-
dade. Isso significava que a velocidade da luz no vacuo, ¢ ~ 300000 km/s, era sempre a mesma, nao
importando a diregdo nem o movimento do observador. Este fendmeno, chamado Invariancia da Velo-
cidade da Luz, mostrava que a luz, ao contrario do som, nao precisava de um meio e confirmava que
as equacgoes de eletromagnetismo de Maxwell [10] eram validas em qualquer referencial inercial.

Este resultado virou a fisica classica de cabeca para baixo. Se a luz tem a mesma velocidade
para todos, como conciliar isso com a nossa intuicdo de que velocidades se somam, como Galileu nos

ensinou?

1.2 O Problema da Soma de Velocidades

O facto de qualquer referencial medir o mesmo valor para a velocidade da luz, independentemente da
velocidade do observador, era incompativel com o modelo predominante na época: a Relatividade de

Galileu.



1.2.1 Relatividade de Galileu

Imaginemos o seguinte cenario: um amigo (A) esta sentado na estagdo de comboios, enquanto outro
amigo (B) esté dentro de um comboio que se desloca a uma velocidade de 100 km/h. O amigo B,
dentro do comboio, langa uma bola a 10 km/h (segundo a sua propria perce¢do) no mesmo sentido do
movimento do comboio. O cendrio encontra-se ilustrado na Figura 1.3.

Para B, a bola desloca-se a 10 km/h. E para A, sentado na estacao?

Com base na nossa intuicao do dia a dia, percebemos que a bola, ao andar a 10 km/h em relagcéo ao
comboio, somaria a sua velocidade a do comboio em relacédo a estagao (100 km/h). Logo, A observaria

a bola a uma velocidade total de 110 km/h.

— P m—— 100 km/h
10 km/h E land
3 fm/ m
(a) Comboio visto de B (b) Comboio visto de A

Figura 1.2: llustragé@o da Relatividade de Galileu

Este principio, em que as velocidades se somam (ou subtraem, se em sentidos opostos), constitui a
base da Relatividade de Galileu. Durante muito tempo, esta ideia foi usada para transformar velocida-
des entre diferentes referenciais, explicando como objetos em movimento se comportam relativamente

uns aos outros. [11]

1.2.2 Incompatibilidade com Invaridncia da Velocidade da Luz

Tal como medido na experiéncia de Michelson e Morley, todos os observadores, independentemente
do referencial, medem o mesmo valor para a velocidade da luz no vacuo c.

Por exemplo, se B acender uma lanterna no comboio, vera a luz sair a velocidade c. Surpreendente-
mente, A, sentado na estacao, também observara a luz da lanterna a propagar-se a mesma velocidade

de c e ndo a velocidade esperada de ¢ mais os 100 km/h a que anda o comboio.

100 km/h

(a) Comboio visto de B (b) Comboio visto de A

Figura 1.3: llustragéo da Invariancia da Velocidade da Luz
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Este resultado contradizia a Relatividade de Galileu e exigia uma nova teoria, que introduzisse um
modelo capaz de converter velocidades entre referenciais e, simultaneamente, respeitasse o principio
da Invaridncia da Velocidade da Luz. Foi nesse contexto que Albert Einstein, no inicio do século XX,
formulou a Teoria da Relatividade Restrita, que reestruturou profundamente as nossas ideias sobre

espago, tempo e movimento.

Curiosidade: Quem foi Albert Einstein?

Albert Einstein (1879-1955) foi um fisico teé6rico alemao, fa-
moso por desenvolver a relatividade restrita em 1905, que mu-
dou a nossa visdo do espaco e do tempo, e a relatividade ge-
ral em 1915, que descreve a gravidade como a curvatura do
espaco-tempo. Ganhou o Prémio Nobel da Fisica em 1921,
nao pela relatividade, mas pelo efeito fotoelétrico, que ajudou
a fundar a mecanica quantica. Einstein adorava tocar violino e
dizia que as suas melhores ideias vinham enquanto passeava
ou sonhava acordado!

Figura 1.4: Albert Einstein em 1947

Comentario do Autor

Nestas seccoes de curiosidades serdo também apresentadas algumas das figuras-chave que
tiveram um papel relevante na construgdo da teoria. Mais uma vez, este € apenas um exemplo
ilustrativo.

1.3 Os Dois Postulados Fundamentais da Relatividade Restrita

O objetivo deste documento €, de certa forma, redescobrirmos esta nova teoria da Relatividade Restrita
pensada por Einstein. Para isso, iremos assumir algumas afirmac¢des que tomamos como verdades,
a que iremos chamar de os Postulados Fundamentais da nossa teoria. Sera sobre estes que iremos

construir todo 0 nosso raciocinio, até chegarmos finalmente a um novo modelo da realidade.

1.3.1 Principio da Relatividade

— As leis da fisica sdo as mesmas em todos os referenciais inerciais, isto é, em qualquer sistema onde
a Lei da Inércia se aplique. Nestes referenciais, os corpos mantém velocidades constantes na auséncia

de forgas externas que atuem sobre eles.

Este principio ja era conhecido na época de Galileu, e é facil visualiza-lo com uma analogia
classica:
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Imagina-te no pordo de um navio navegando em aguas calmas, a uma velocidade constante.
Dentro deste pordo, sem janelas ou qualquer contacto com o exterior, podes encher o espaco
com objetos familiares: aquarios com agua, pratos e bolas. Experimenta interagir com eles:
toca na agua, fala, atira a bola em diferentes diregbées. Surpreendentemente, tudo se comporta
exatamente como se o navio estivesse parado. As ondulagbes na agua, o som da tua voz, o
movimento da bola, tudo € idéntico ao que observarias em terra firme.

Isto € a relatividade em agado: dentro de um referencial inercial, ndo ha experiéncia que permita
identificar se estds em movimento ou em repouso. A fisica funciona da mesma maneira em
ambos os casos. [11]

1.3.2 Invariancia da Velocidade da Luz

— A velocidade da luz no vacuo (c) é sempre a mesma para qualquer observador, independentemente

do movimento da fonte ou do referencial.

Este principio, inspirado pelas equagdes de Maxwell [10] e confirmado pela experiéncia de
Michelson-Morley, contradiz a intuicdo classica de somar velocidades e exige uma reformula-
¢do completa da mecéanica classica.

Y 1.4 Impactos e Consequéncias
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Ao admitirmos que a velocidade da luz é invariante, ou seja qualquer observador de qualquer refe-
rencial (que definimos concretamente nas proximas sec¢des) mede o mesmo valor para a velocidade
da luz, encontra-mos alguns fenédmenos bastantes intrigantes.

Ao explorarmos as consequéncias desta nova Relatividade entraremos num mundo fascinante, num
mundo diferente do nosso dia a dia. Aqui vamos descobrir que a simultaneidade de dois eventos é
relativa — o que acontece ao mesmo tempo para nés pode néo o ser para outro referencial; a passagem
do tempo é relativa — a percecdo que temos da passagem do tempo é diferente entre referenciais; a
passagem de tempo esta relacionada com a velocidade; e as nossas medigdes de distancias também
estao relacionadas com a velocidade.

J& falamos dos Postulados Fundamentais na seccao anterior, mas é importante agora criarmos um
espaco de trabalho, a nossa caixa de areia, onde possamos brincar em cenarios idealizados e explorar
todas as consequéncias dos nossos axiomas. Para isso precisamos dizer como queremos que seja esta
caixa de areia a que chamamos de espago.

Vamos entdo assumir que este espacgo possui duas propriedades:

« Homogéneo: O espago é o mesmo em todos os pontos, ou seja, 0 espago nao tem posicao
preferida: ndo importa onde estejamos, as propriedades do espaco ndo mudam. (lgual em todos

0s pontos)

« Isotropico: O espaco é o mesmo em todas as diregcdes a partir de um ponto, o que significa
que ele ndo tem uma orientagao preferida. Nao importa para onde olhemos, as propriedades sao

idénticas em todas as direcdes. (Igual em todas as diregdes)

Estas propriedades somam ao principio da relatividade, de forma a garantir que nao importa a
posicdo, orientacdo ou velocidade do nosso referencial que as leis da fisica se mantém verdadeiras
e vdlidas. Todas estas propriedades sdo assumidas, motivadas pela nossa experiéncia pessoal e até
agora confirmadas pelas experiéncias cientificas.

Neste momento a nossa caixa de areia esta vazia; seria entdo essencial comegar por definir alguns

conceitos que serao as nossas ferramentas. Comecgaremos pelos Eventos.

Comentario do Autor

Este capitulo ja adota algumas abordagem que divergem da leitura tradicional, todo o pro-
cesso é abordado de forma mais pausada. A analise da teoria sera feita em 1 dimensao espacial
e 1 temporal, de forma a simplificar o raciocinio, sendo posteriormente em cada secg¢ao genera-
lizada para as restantes dimensoes. Inicia-se pela construgdo do espago onde iremos trabalhar,
definindo os conceitos de eventos e referenciais. [1]

Segue-se uma sequéncia de experiéncias mentais que, a meu ver, constroem de forma se-
quencial e original a estrutura conceptual necessaria. Estas experiéncias fornecerao as ferramen-
tas que permitirdo derivar as transformagodes de Lorentz de forma intuitiva e visual, sem recorrer
a pressupostos adicionais.

Com esta base, sera possivel abordar o problema da soma de velocidades sob duas pers-
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petivas complementares: uma mais visual, inspirada nas experiéncias mentais, e outra formal,
baseada diretamente nas transformagdes de Lorentz.

2.1 Eventos

O universo é uma colegcao de eventos — momentos especificos onde algo acontece, como um relam-
pago, o instante em que acendes uma lampada ou até o segundo em que |és esta frase. Para descrever
esses eventos, precisamos de um “endere¢o” que nos diga onde e quando eles ocorrem. Esse en-
dereco ira ser dado por coordenadas, niUmeros que marcam a posicao No espago e o instante no
tempo.

Pensa em combinar um encontro com um amigo. Dizes: “Encontra-me na esquina da Rua X com
a Avenida Y, no terceiro andar, as 15h.” Sao necessarias quatro informacdes: trés para o espaco
(latitude, longitude e altitude) e uma para o tempo (o horario). Sem qualquer uma delas, o teu amigo
ficaria completamente perdido!

Este exemplo mostra que vivemos num universo quadrimensional, com trés dimensodes espaciais
e uma dimensao temporal, em que para especificar um evento é necessario indicar quatro coordena-
das.

Na relatividade restrita, podemos imaginar o universo como um grande “tecido” chamado espago-
tempo, e cada evento é um ponto nesse tecido. As coordenadas sdo como alfinetes que fixam esses
pontos, com etiquetas z, y, z para a posicao e ¢ para o tempo. Mas o que significa, exatamente, dizer
que um evento acontece “a cinco metros de mim” ou “as 5:45”?

Para responder a isso, vamos construir, passo a passo, um sistema para medir espaco e tempo,

comegando com uma verséo simplificada do universo.

Simplificagao para 2D — uma dimensao espacial e uma temporal

Para tornar as ideias mais faceis de visualizar, vamos simplificar o universo. Imagina que tudo
acontece ao longo de uma linha reta, infinita em ambas as dire¢des, onde cada evento necessita
apenas de dois humeros para ser identificado: a sua posicdo ao longo da linha e o instante em
que acontece.

Assim, usaremos apenas uma dimensao espacial, com uma coordenada que chamamos de
x, € uma dimensao temporal, com uma coordenada ¢. Esta abordagem serve para nos treinar
numa versao mais simples antes de explorar o universo completo em quatro dimensées.

Ao longo do texto, faremos notas sobre como generalizar estas ideias para as quatro dimen-
sOes do espaco-tempo: as trés dimensdes espaciais e uma temporal, garantindo que percebemos
tanto o quadro simplificado como o completo da teoria.
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2.1.1 Coordenadas de Espaco

Vamos agora estabelecer uma estratégia para atribuir coordenadas espaciais a um acontecimento.

O primeiro passo é compreender que qualquer medi¢édo €, na sua esséncia, uma comparacao entre
duas entidades. Por exemplo, ao afirmarmos que algo tem dois metros de comprimento, estamos a
dizer que é duas vezes maior do que uma certa barra de referéncia, definida em Franga como unidade
de distancia e batizada de metro.

De forma analoga, precisamos de definir a nossa propria unidade de distancia. Para isso, criaremos
a nossa propria barra de medicao e estabeleceremos um ponto de referéncia a partir do qual todas as
medigbes serao feitas — a nossa origem espacial.

Nesta origem, colocamos 0 nosso primeiro observador — uma entidade responséavel por registar
acontecimentos — e atribuimos-lhe a coordenada espacial x = 0 barras. Este observador sera deno-
minado Observador da Origem. Se um acontecimento ocorrer na origem, sera registado por este
observador, ficando o evento assinalado com a coordenada espacial do préprio observador, ou seja,
x = 0 barras.

Podemos agora distribuir observadores idénticos ao longo da linha, mantendo um espagamento de
uma barra entre cada um. A cada observador atribuimos uma coordenada espacial correspondente ao
numero de barras que o separa da origem. Para distinguir a posicao de cada observador em relagao a
origem, atribuimos coordenadas positivas a um lado da linha e negativas ao outro.

Na Figura 2.1, os observadores a esquerda da origem possuem coordenadas negativas, e 0os a
direita, positivas. Por exemplo, se um evento ocorre em « = —3 barras, significa que aconteceu na
posicdo do observador que se encontra trés barras a esquerda da origem.

Para garantir a maior precisdo possivel, a barra unitaria deve ser suficientemente pequena, de modo

a que qualquer evento possa ser representado, a nosso critério, por um nimero inteiro de barras.

- 0 +
L —_
—-—.-..-.—.-..—.—.-.0—.—.-..—8 0000000000000 -

Figura 2.1: Disposigédo dos observadores no espago

2.1.2 Coordenadas de Tempo
Para atribuir temporais a um acontecimento a ideia é semelhante & do espago:
1. Pegaremos um fendmeno ciclico e a duragao de um ciclo seré a nossa unidade de tempo.

2. Criaremos um relégio que mantém o registo destes ciclos, contando quantos ciclos passaram

desde de um certo instante definido, e distribuiremos cépias por cada um dos observadores.
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3. Definimos um dado instante para ser a nossa origem no tempo. A ideia seria que neste instante

cada reldgio de cada observador marcasse 0 ciclos.

Garantir este Ultimo passo, ou seja sincronizar todos os reldgios da forma correta, serd um processo
desafiante. Iremos ver como o resolver no segmento abaixo. Se um evento acontecer no instante que
definimos como a origem temporal ele tera a coordenada temporal ¢t = 0 ciclos.

A coordenada temporal entdo indica quantos ciclos um evento dista desta origem, sendo a coorde-
nada negativa se o evento aconteceu antes do instante definido como origem e positiva se o evento
aconteceu depois.

Mais uma vez, para garantir a melhor precisao possivel € importante que ciclo unitario seja o mais
pequeno possivel, de forma a que, ao nosso critério, qualquer evento esteja bem representado por um

ndmero inteiro de ciclos.

Sincronizacao dos Reldgios

Imaginemos que somos o Observador da Origem e queremos definir um certo instante como
a origem do tempo. Teriamos de arranjar um método de sincronizagao de forma a que os relogios
de todos os observadores marquem ¢ = 0 ciclos nesse instante. Poderiamos agir da seguinte
forma

1. Usaremos feixes de luz como método de sincronizagdo. O primeiro passo sera, portanto,
determinar a velocidade da luz. Tal pode ser feito emitindo um feixe de luz em direcao ao
observador na posicao x = 1 barra, que possui um espelho que reflete o feixe de volta.

Podemos entdo usar o nosso reldgio para medir o tempo que o feixe levou a ir e voltar,
percorrendo 2 barras. Sabendo a distancia percorrida e o tempo gasto, conseguimos cal-
cular a velocidade da luz, comunicando depois o resultado da nossa descoberta a todos os
observadores.

2. No instante que decidirmos definir como origem temporal, reiniciamos a contagem do nosso
relégio — o reldgio principal — para comecar a contar do zero e enviamos dois feixes de
luz, um em cada diregao.

3. Estes feixes de luz serdo progressivamente registados pelos observadores. Cada um sabe
a sua posigao relativamente a origem (a sua coordenada espacial) €, conhecendo a veloci-
dade da luz, pode calcular quanto tempo o feixe demorou a chegar até si. Assim, pode usar
essa informagéao para sincronizar o seu relégio com o principal.

Por exemplo, um observador que receba um feixe de luz e calcule que a luz demorou
10 ciclos sabe que, no instante em que recebeu o feixe, o relégio principal marcava tam-
bém 10 ciclos, e usa essa informacao para ajustar o seu relégio.

2.1.3 Definicao de Eventos

Com ambas as ferramentas, temos o0 necessario para identificar um evento. Imaginemos que ao evento

A foram atribuidas as coordenadas (t4,z4); isto significa que o evento foi registado pelo observador

17



situado a x4 barras da origem espacial, no instante em que o seu relégio marcava ¢ 4 ciclos.
Por exemplo, um evento com coordenadas ¢ = 3 ciclos e x = —2 barras, ou simplesmente (3, —2) de
forma abreviada, sera registado pelo observador situado a duas barras a esquerda da origem espacial,

quando o seu relégio marca trés ciclos.
R Generalizacido a 4D

Comentario do Autor

Tal como referido, para simplificar a analise os conceitos sao abordados primeiro numa versao
simplificada em apenas 1 dimensao espacial e 1 dimensao temporal, mas a abordagem tera
sempre uma subsecc¢do que generaliza o conhecimento a 4D para equipar o leitor de ndo apenas
0 caso simples mas uma preparacao real.

2.1.4 Referenciais

Como visto, podemos criar toda esta estrutura de observadores e de relégios partindo de uma origem no
espaco (que usaremos como referéncia para dispor os observadores) e no tempo (que usaremos como
referéncia para sincronizar os relégios). Usando as barras e ciclos como as unidades correspondentes.

A esta estrutura (Figura 2.2) chamaremos de Referencial, que nos proporcionara um sistema para

atribuir coordenadas a acontecimentos.

S B - s—2

Figura 2.2: Visualizagdo de um referencial.

No entanto, se construissemos outra estrutura idéntica mas usando outra origem — quer espacial
quer temporal — como referéncia, os mesmos acontecimentos ja seriam descritos por diferentes coor-
denadas, isto é seria outro referencial.

A um referencial construido com o objeto A (por exemplo) como origem espacial chamaremos de
Referencial A. Veremos embaixo que isto significara que o objeto A estara sempre em repouso no

seu proprio referencial.
WY Velocidade

W Exercicios Resolvidos

2.2 Experiéncias Mentais

Agora que definimos a estrutura da nossa "caixa de areia"— ou seja, 0 que sdo eventos, o que signifi-

cam medicdes de tempo e espago, e o que entendemos por velocidade — podemos finalmente pegar
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nos postulados e perceber as suas implicagdes. Nesta secgao, iremos idealizar cendrios e perguntar
“e se...?”, que serdo as nossas experiéncias mentais. Aqui iremos analisar um total de quatro experi-
éncias que nos levardo a questionar a universalidade da simultaneidade, do tempo e do espaco. Esta

seccgao fornecera os fenémenos-chave que irdo moldar a nossa abordagem ao longo do capitulo.

Comentario do Autor

Tal como referido no inicio do capitulo, vamos agora desenvolver quatro experiéncias mentais,
algumas com abordagem original, que nos abrirdo o caminho para conceitos fundamentais da
relatividade: a quebra da universalidade da simultaneidade, a dilatacdo do tempo e a contragao
do espaco.

A seccao foi organizada de forma que estas experiéncias sejam sequenciais e encadeadas.
Esta abordagem contrasta com grande parte da literatura tradicional, que normalmente comeca
por derivar as equagdes das transformacgdes de Lorentz e sé depois apresenta estes fenémenos.

A razéo da minha escolha € que, ao abordar primeiro os fenédmenos, o leitor consegue visua-
lizar imediatamente consequéncias fascinantes, como o abrandamento do tempo ou a contragao
de objetos, sem se perder em matematica relativamente pesada. As equacgdes de Lorentz, por si
s6, podem ser abstratas e ndo exibem de forma ébvia as implicacoes fisicas.

Além disso, a derivacao das equacdes de Lorentz que proponho baseia-se diretamente nestes
fenédmenos, resultando numa abordagem mais natural: partindo de casos concretos, generaliza-
mos para um sistema que permite analisar multiplos referenciais.

WV 2.2.1 Simultaneidade de Eventos |

Comentario do Autor

Nesta subseccao, a experiéncia do comboio de Einstein € usada para explorar qualitativa-
mente a quebra da universalidade da simultaneidade. [12]

WY Generalizacédo a 4D

W\ Exercicios Resolvidos

2.2.2 Dilatacao de Tempo

Uma outra ideia frequentemente tomada como absoluta é a universalidade da passagem do tempo: pela
nossa experiéncia do quotidiano, o tempo parece passar ao mesmo ritmo para todos os referenciais.
Intuitivamente, parece natural que a cada hora que passa para uma pessoa na estagao também passe
uma hora para a pessoa no comboio, independentemente da sua velocidade.

No entanto, é prudente reavaliar esta crenca de forma mais rigorosa, uma vez que a invariancia da
velocidade da luz pode pbér em causa esta certeza. Devemo-nos, entao, perguntar: sera que o tempo

passa da mesma forma em todos os referenciais?
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Comentario do Autor

Na literatura tradicional € comum derivar o fator v e apresentar a dilatagcédo do tempo direta-
mente a partir das transformacgdes de Lorentz. Considero este caminho pouco intuitivo e demasi-
ado abstrato, pois ndo ajuda a visualizar o que realmente acontece.

Outra abordagem classica é a experiéncia mental do “relégio de luz” de Einstein, onde um
feixe reflete entre espelhos orientados perpendicularmente ao movimento. [13] Apesar de mais
intuitiva, também apresenta limitagoes:

» Exige trabalhar em duas dimensdes espaciais, enquanto aqui pretendemos comegar com
uma analise em apenas uma dimensao para simplificar.

» A experiéncia s6 funciona na orientacdo perpendicular ao movimento; se fosse na dire-
¢ao do movimento, o resultado correto dependeria de considerar previamente a contragéo
do espago. Assim, ao escolher a orientagdo “certa”, parte-se ja de conhecimento futuro,
correndo o risco de uma certa légica circular se nao for bem contextualizado.

Face a estas dificuldades, proponho uma experiéncia alternativa. A ideia central é simples:
para comparar o ritmo do tempo entre referenciais, basta que um envie ao outro a duragcao de um
segundo do seu proprio reldgio, permitindo uma comparacao direta.

Esta experiéncia resolve os problemas anteriores:
« E inteiramente unidimensional, sendo feita na mesma dire¢do do movimento.

» Nao exige considerar a contragdo do espago, pois nenhuma distancia é relevante na cons-
trugéo da experiéncia.

Nesta abordagem iremos denotar sempre o fator gama com a velocidade correspondente em
subscrito, ~,. Esta convengéo permite distinguir facilmente diferentes fatores gama associados a
diferentes velocidades, evitando potenciais ambiguidades.

Para investigar a fundo esta questdo, podemos realizar a seguinte experiéncia mental com duas

naves espaciais:

Experiéncia da Sincronizacao

Configuragao da Experiéncia: Imaginemos duas naves no espago: a have A, onde estamos,
e a have B, onde esta 0 nosso amigo, que se afasta de n6s a uma velocidade constante v.

Surge entdo a pergunta: serd que um segundo no reldégio do nosso amigo (referencial B)
corresponde exatamente a um segundo no nosso relégio (referencial A)?

E que melhor forma de esclarecer esta duvida do que pedir a0 nosso amigo que nos envie
um segundo dele? Realizaremos entdo uma experiéncia simples:
1. O nosso amigo, na nave B, carrega uma grande lanterna, enquanto nés, na nave A, temos

um grande relégio.

2. Ele enviara dois sinais de luz consecutivos, espagados por um segundo no seu préprio
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relogio.

3. Nés, no referencial A, registaremos o tempo entre a chegada desses dois sinais de luz,
usando o nosso grande relégio.

As figuras 2.5 e 2.8 ilustram a experiéncia do ponto de vista de cada referencial: no referencial
A, vemos a nave B afastar-se a uma velocidade v, enquanto permanecemos em repouso. Ja no
referencial B, a situacdo é inversa: somos nds que nos afastamos a uma velocidade v, enquanto
a nave B permanece em repouso.

O ponto crucial desta experiéncia é o seguinte: ao fazermos as contas para prever o tempo
medido pelo nosso reldgio, o valor obtido tem de ser o mesmo, independentemente do referencial
em que realizamos os célculos. Se o nosso relégio marcar 5 segundos entre os dois pulsos
de luz, o nosso amigo, ao observar o nosso reldgio, também vera esse mesmo nimero 5. E
impossivel que veja um valor diferente, como 6 ou 7, pois esté a observar diretamente o nimero
indicado no mostrador do nosso relogio.

Notacao importante

Iremos entdo considerar que o tempo podera fluir a ritmos diferentes entre um referencial em re-
pouso e outro em movimento. Neste caso, por cada segundo que passar no referencial em movimento
(que se desloca a uma velocidade constante v), passarao v, segundos no referencial em repouso —
|é-se gama de v.

De forma equivalente, por cada segundo que passa no referencial em repouso, apenas 1/, se-
gundos decorrerdo no referencial em movimento, tal como indicado na Tabela 2.3. lremos designar
esta quantidade ~, por Fator de Lorentz, onde o subscrito v indica a velocidade para a qual o fator foi
calculado.

Se, por exemplo, observarmos que a cada segundo que passa no referencial em movimento pas-
sam cinco segundos no Nosso em repouso, entdo o valor do Fator de Lorentz seria v, = 5. Conse-

quentemente, neste cenario por cada segundo que passasse no nosso referencial, passariam apenas
1

= % segundos no referencial do nosso amigo em movimento.

Uma outra notagdo, que sera usada nos calculos, é definida na Figura 2.4.

Yo 1 visto no referencial A.

1 1/Y @, - Tempo medido pelo grande rel6gio
e visto no referencial B.

Figura 2.3: Tabela do Fator de Lorentz.
Figura 2.4: Notagéo usada.

O nosso objetivo sera determinar o valor de ~,. Se o ritmo do tempo fosse idéntico em todos os

referenciais, entao teriamos simplesmente v, = 1.
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Antes de avangarmos, vamos definir uma notagdo para representar os intervalos de tempo medidos

para o mesmo fendmeno quando observado a partir de diferentes referenciais:
+ At — intervalo de tempo medido no referencial em repouso.
» At’ — intervalo de tempo medido no referencial em movimento com velocidade v.

Se v, # 1, é util escrever uma equacao que relacione estes dois intervalos, permitindo compreender

como o intervalo de tempo do mesmo fendmeno é percebido em diferentes referenciais:

A
Yo

AV (2.2.1)

Esta equacao diz-nos que cada segundo medido no referencial em repouso corresponde a vi se-
gundos no referencial em movimento, tal como visto na Tabela 2.3. Assim, se um fendmeno demora
At segundos em repouso, ele sera observado como durando At = % segundos no referencial em
movimento.

Veremos entao qual é o valor de v, € como ele depende da velocidade relativa v entre os referenci-
ais. A estratégia, como ja referido, baseia-se no facto de que ambos os referenciais devem concordar
com o valor do grande relogio (@A = @B). Para isso, calculamos (), fazendo as contas no referencial

A e depois @B no referencial B, podendo depois igualar os resultados e determinar ~,.

Referencial A

A experiéncia observada no referencial onde A esta em repouso esta ilustrada na Figura 2.5:

Figura 2.5: Experiéncia vista do Referencial A.

Neste momento, observamos a experiéncia a partir do referencial A. Como o grande reldgio tam-
bém se encontra em A, basta calcular o intervalo de tempo entre a chegada dos pulsos de luz, sem
necessidade de qualquer conversao.

O primeiro pulso de luz é emitido pela lanterna em B, na direcao indicada pelo tracejado vertical:

C —
___________ _4_0__________,_________
S

Figura 2.6: Situagao inicial observada no Referencial A.

De acordo com o combinado, antes de produzir o segundo pulso, sabemos que o referencial B (o0

referencial que, para nés, estd em movimento) aguardaria 1 segundo no seu relégio. Durante esse inter-

22



valo, no nosso referencial A (o referencial em repouso), decorreriam ~, segundos, tal como apresentado
na Tabela 2.3.

Ao final desses , segundos, o primeiro pulso de luz teria-se afastado v, x ¢ metros para a esquerda
em relagdo a posicéo inicial, enquanto a nave B teria-se deslocado v, x v metros para a direita, como

ilustrado na Figura 2.7.

c -
— - e B -
| —

Yy X C Yy XV

Figura 2.7: Situagao apds ~, observada no Referencial A.

Ou seja, os pulsos de luz viajardo com uma distancia de v,c + v, v entre si até chegarem a nave A.
Logo, quando o primeiro pulso atingir o grande reldgio no referencial A, o segundo percorrera esta

distancia a velocidade c. Isto permite-nos calcular o intervalo de tempo entre os pulsos:

Cc+ YU c+v c+v
@A:’Yv C'Yv = ; — ®A:'Yu C (2.2.2)

Obtivemos entédo o tempo medido pelo grande relégio, calculado no referencial A (@A ).

Referencial B

A experiéncia observada no referencial B esta ilustrada na figura abaixo. Na perspetiva do nosso

amigo, é a nossa nave A que se afasta com velocidade v:

Figura 2.8: Situacgao vista do Referencial B.

No referencial B, os pulsos de luz sdo emitidos com um intervalo de 1 segundo no rel6gio do nosso
amigo. Isto significa que, para ele, os pulsos estdo separados por uma distancia ¢ (a velocidade da
luz multiplicada pelo intervalo de 1 segundo). Entédo, quando o primeiro pulso colide com a nave A, o
segundo ainda se encontra a uma distancia c.

A partir da colisao do primeiro pulso com o grande relégio, este comega a cronometrar o tempo até
que o segundo pulso colida. Como 0 segundo pulso aproxima-se da nave A a velocidade ¢, enquanto
A se afasta com velocidade v, podemos determinar o tempo até a colisdo usando o Método do Tempo

de Colisao.
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R Caixa de Ferramentas: Método do Tempo de Colisdo

Comentario do Autor

Para além das curiosidades, haverd também segmentos de Caixa de Ferramentas com expli-
cacgdes essenciais. Estes blocos fornecem ao leitor definicbes auto-contidas de conceitos-chave.
Ao mesmo tempo, por estarem bem delimitados, podem ser facilmente ignorados por quem ja
domine o assunto.

No nosso caso, a velocidade de convergéncia entre o segundo pulso de luz e anave A é c— v, ja
que o pulso se aproxima a c e A se afasta a v. Assim, o tempo até a colisdo medido no referencial B é

distancia inicial c

velocidade de convergéncia ¢ — o’ (2.2.3)

teolisdo =

Como o grande relégio encontra-se em A, que estd em movimento relativo a B, precisamos de
converter este tempo para o referencial A. Para cada segundo observado em B, o reldégio em A marca
apenas % segundos (ver Tabela 2.3). Multiplicando t¢gjis30 pelo fator % obtemos o tempo registado no

grande relégio:

M, =L ( ¢ ) (2.2.4)

Yo cC—v

Assim, obtivemos o tempo medido pelo grande relégio, desta vez calculado no referencial B (@B ).

Juntando as pecas

Finalmente, neste Ultimo passo, introduzimos o nosso elemento chave: o tempo registado pelo

grande reldgio deve ser 0 mesmo, independentemente do referencial usado para o calcular:

Oy = Op. (2.2.5)

Substituindo pelas expressdes previamente obtidas, podemos isolar o fator ~,:

Op = Oy = 7<*)=1< ) — | = (2.26)

Encontramos assim a expressao que nos permite determinar o Fator de Lorentz em fungao da ve-
locidade relativa entre referenciais. E importante notar que -, é sempre maior ou igual a 1: exatamente
1 quando v = 0 e maior que 1 sempre que v # 0, j& que a velocidade de qualquer referencial € sempre

inferior a da luz.
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Limite Classico
Observemos o comportamento do fator de Lorentz em situagdes especificas:

— Quando a velocidade do referencial comparado € 0 (repouso em relagcao a nés), o fator gama tem
valor 1. Neste caso, a equivaléncia de tempo entre referenciais é exatamente 1 : 1, ou seja, 0

tempo decorre ao mesmo ritmo.

— Para velocidades tipicas do quotidiano, muito baixas comparadas a velocidade da luz, o termo
2 z H B B 7 . . .
2> € praticamente 0. Assim, o denominador € aproximadamente 1, o que implica v, ~ 1 e uma

equivaléncia de tempo entre referenciais muito proximade 1 : 1.

Isto coincide com a nossa experiéncia do dia a dia, em que um fenémeno tem a mesma duracao
quer estejamos em repouso ou em movimento (a velocidades do quotidiano, ou seja, muito baixas em

comparagédo com a velocidade da luz):

quando v < ¢ (2.2.7)

Para ilustrar o quao impercetivel este efeito é no dia a dia, podemos imaginar 0 nosso amigo num
comboio extremamente veloz, viajando a 600 km/h, enquanto nés permanecemos parados na estacao.
Ao realizar os calculos, verificamos que, por cada hora que passa no nosso relégio, o reldgio do nosso
amigo atrasa-se apenas cerca de meio nanosegundo'. Na pratica, seriam necessarias velocidades

comparaveis a da luz para que surgissem diferencas temporais significativas.

Comentario do Autor

Em todos os casos relevantes, havera na abordagem um segmento chamado “Limite Clés-
sico”, onde mostramos como os efeitos da teoria da relatividade, quando aplicados a velocidades
do quotidiano, se tornam compativeis com a experiéncia do dia a dia. Na maior parte das vezes,
este segmento sera oculto na tese, pois ndo difere significativamente da abordagem tradicional.

Conclusao

Concluimos entdo que a passagem do tempo néo é igual entre referenciais em movimento relativo e
que depende diretamente da sua velocidade relativa. Observamos o tempo a passar mais devagar
no referencial em movimento relativamente a nés — olhariamos para uma nave hiperveloz e veriamos
como se tudo no seu interior se movesse em camara lenta. Este fendémeno é precisamente a dilatagcao
do tempo.

Obtivemos a expressao que relaciona os intervalos de tempo medidos nos dois referenciais que

descrevem o mesmo fenémeno:

At
At = w7 onde v, = ——— (2.2.8)

"Mais precisamente, aproximadamente 0, 00000000056 segundos.
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Aqui, At representa o intervalo de tempo medido no referencial em repouso (isto €, 0 nosso), en-
quanto At’ corresponde ao intervalo medido no referencial com velocidade v relativamente a nos.

Uma questdo muito comum quando se fala de dilatagcdo do tempo, e de outros fendmenos relativistas
como a contragdo do espacgo (que exploraremos na proxima seccgdo), é que a velocidade relativa é
simétrica.

Por exemplo, posso ver o meu amigo a mover-se com velocidade v, mas, pela simetria, no referencial
dele sou eu que me movo com velocidade v no sentido contrario. De acordo com a dilatagdo do
tempo, eu veria o tempo do meu amigo passar mais devagar — tudo em camara lenta, incluindo o
envelhecimento — mas, pelo mesmo raciocinio, ele veria 0 meu tempo passar mais devagar. Parece
paradoxal: como é que ambos podem ver o outro envelhecer mais lentamente?

E exatamente esta légica que conduz ao Paradoxo dos Gémeos que iremos abordar no final deste
capitulo. Se dois gémeos em movimento relativo véem mutuamente que o outro envelhece mais deva-

gar, quando se voltam a reunir, quem envelheceu de facto mais?

WY Generalizacido a 4D

Y Exercicios Resolvidos

2.2.3 Contracao de Espaco

Na seccao anterior descobrimos que a passagem do tempo ndo é universal entre referenciais. Um
passo natural € entdo questionar se 0 mesmo acontecera com as medigées espaciais: sera que 0
comprimento que eu mego para a carruagem de um comboio em movimento € 0 mesmo que 0 meu
amigo, que viaja dentro dela, mede?

E precisamente esse o tema desta seccdo, onde exploraremos as consequéncias da Relatividade
na medicao de comprimentos entre referenciais.

Quando o comprimento de um objeto é medido no seu préprio referencial de repouso, o valor obtido

designa-se por comprimento préprio do objeto.

Comentario do Autor

Esta experiéncia ira ser ligeiramente diferente de métodos tradicionais, ndo porque seja uma
melhor metodologia, mas sim para manter a mesma estrutura da experiéncia anterior, baseando-
se na mesma ideia de grande lanterna e grande relégio, modificando apenas ligeiramente a forma
como é feita. Desta vez, a nave que carrega a grande lanterna envia codificado nos pulsos de luz
nao a duracdo de um segundo seu, mas sim o comprimento da sua nave no seu referencial.

Consideremos entao a seguinte experiéncia:
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Experiéncia da Distancia

Configuragao da Experiéncia: Nesta experiéncia continuaremos com a mesma configuragao
da experiéncia anterior, com duas naves no espacgo: a nossa, A, e a do nosso amigo, B, que se
afasta de nés a uma velocidade constante v. Porém, desta vez queremos que 0 n0SsO amigo
nos transmita de alguma forma o comprimento da sua nave.

Para isso, a configuracdo da nave B é ligeiramente diferente: na traseira possui uma antena
em vez de uma lanterna, e na frente um espelho. O procedimento da experiéncia é o seguinte:

1. O nosso amigo, na nave B, ativa a antena situada na traseira da nave, que emite dois feixes
de luz, um em cada diregéo.

2. Um dos feixes dirige-se imediatamente para nds (nave A), enquanto o outro percorre toda
a extensdo da nave B, colide com o espelho, é refletido e volta a percorrer o comprimento
da nave antes de se dirigir finalmente para nés.

3. No referencial A, registaremos o tempo entre a chegada desses dois feixes de luz, utili-
zando 0 nosso grande relégio.

Mais uma vez, o ponto crucial desta experiéncia é que, ao fazermos os calculos para prever
o tempo medido pelo grande relégio, o valor obtido deve ser o mesmo, independentemente do
referencial utilizado. Nesta experiéncia, mantemos a mesma notagao — @A e @B — para o
tempo medido pelo grande reldgio visto nos dois referenciais.

A Figura 2.9 e a Figura 2.10 ilustram a experiéncia do ponto de vista dos referenciais A e B,
respetivamente. Aqui dy serd comprimento préprio da nave B e d serd o comprimento do nave
B quando medido no referencial A.

Nota: E importante perceber porque é que os dois feixes de luz sdo emitidos pela mesma
antena. Poderiamos pensar: “Porque nao emitir, a0 mesmo tempo, dois pulsos de luz — um na
frente e outro na traseira da nave — para codificar diretamente o comprimento da nave?” Esta
abordagem nao funcionaria, pois, como vimos na seccao Simultaneidade de Eventos I, esses
dois eventos seriam simultdneos apenas no referencial do nosso amigo. Noutros referenciais,
essa simultaneidade ndo se mantém, complicando toda a andlise. Por isso, optamos por um
Unico evento — o disparo de uma antena — que gerara os dois pulsos de luz.

Referencial A

A experiéncia observada no referencial onde A esta em repouso estd ilustrada na figura abaixo:

Figura 2.9: Situagao vista do Referencial A.
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Iremos agora calcular o valor medido pelo grande reldgio quando calculado no referencial A (@A ).
Precisamos de calcular a que distancia estao os feixes entre si quando finalmente ambos se deslocam
na mesma direcao, isto &, apds o feixe da direita refletir no espelho. Para tal obtemos o tempo que o
feixe direito demora a chegar ao espelho; usando o método do tempo de coliséo:

distancia _d
velocidade de convergéncia ¢ —wv

tespe/ho = (2.2.9)

onde a velocidade de convergéncia é ¢ — v porque, no referencial A, o espelho (fixo na nave B) desloca-
se com velocidade v na mesma diregéo que o feixe.

Durante este tempo ambos os feixes deslocaram-se (cada um para o seu lado) a velocidade da luz
c. A distancia percorrida por cada feixe € ctespeino, 1090 a distancia entre os dois feixes imediatamente

apos a reflexdo é:
C

dreixes = 2Ctespelho = 2d (2.2.10)

cC—vv
Agora que ambos os feixes se dirigem para A, sabemos que quando o primeiro colidir com o grande
rel6gio o segundo encontra-se a uma distancia diixes- Uma vez que este segundo feixe percorre essa

distancia a velocidade ¢, o tempo entre colisdes medido pelo grande relégio é:

O, —doves _oy ¢ 26 _ | _ M (2.2.11)
c He—v) c—w c—w

Referencial B

A experiéncia observada no referencial onde B esta em repouso esta ilustrada na figura abaixo:

e A% ________________

___________________

Figura 2.10: Situacdo vista do Referencial B.

Mais uma vez mediremos a distancia entre os dois feixes imediatamente apos o feixe da direita
refletir no espelho. Nesta perspetiva o raciocinio € mais simples: como neste referencial o espelho esta
em repouso relativamente & lanterna, cada feixe percorreu a mesma distancia dy, — cada um na sua

direcdo — pelo que a separacgéo total entre eles sera de:

dfeixes = 2dg (2.2.12)

Agora, com ambos os feixes a deslocarem-se em direcao ao grande relégio, podemos determinar
o intervalo de tempo entre as duas colisbes. Quando o primeiro feixe atingir a nave A, que se move

com velocidade v, 0 segundo estard a uma distancia dyyes do reldgio. Aplicando o método do tempo de
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colisao, o intervalo de tempo decorrido até a chegada do segundo feixe é dado por:

distancia drteixes 2do
. — = = , (2.2.13)
velocidade de convergéncia c—v c—wv

Lcolisdo =

onde a velocidade de convergéncia ¢ — v resulta do facto de o feixe se aproximar a ¢ enquanto o grande
relégio se afasta a v.

Relembramos que o intervalo de tempo calculado acima corresponde ao observado no referencial
do nosso amigo (referencial B). No entanto, o grande relégio em A encontra-se em movimento relativo
a B, e portanto marca o tempo a um ritmo diferente. Para determinar o intervalo medido pelo grande

reldgio, € necessario converter o tempo obtido para o referencial de A usando o fator de Lorentz ~,:

®,, — toolsto _ QdE — Op = _ 2y (2.2.14)
Yo o T(c—v) Yole—v)

Juntando as Pecas

Finalmente, neste Ultimo passo, introduzimos 0 nosso elemento chave: o tempo registado pelo
grande relégio deve ser o mesmo, independentemente do referencial usado para o calcular:
Oy =Op. (2.2.15)

Substituindo pelas expressdes previamente obtidas, podemos isolar a distancia propria da nave dy:

Oh=®p = 2o 22.16)

Obtemos entdo a expressdo que nos permite determinar a distancia propria da nave B, dy, em

funcéo da distancia medida no referencial A, d, e da velocidade relativa v entre os referenciais.

Conclusao

Concluimos entao que as medi¢des no espago também nao sdo universais entre referenciais em movi-
mento relativo, e que mais uma vez dependem diretamente da sua velocidade relativa. Iremos observar
qualquer objeto com o seu comprimento contraido na direcdo em que se desloca, onde quanto maior
for a velocidade maior sera a deformacgao. Designamos este fendmeno de contragcao do espaco.
Obtivemos a expressao que relaciona as medigcdes feitas por dois referenciais em movimento, sobre
0 comprimento:
do = Yod (2.2.17)
Onde dy € comprimento préprio do objeto e d é comprimento do objeto quando medido por um

referencial a uma velocidade relativa de v a este.

WY Limite Classico
Y Generalizacido a 4D

W Exercicios Resolvidos
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2.2.4 Simultaneidade de Eventos Il

Na primeira sec¢éo sobre Simultaneidade de Eventos vimos que dois eventos que sdo simultaneos
num dado referencial podem ndo o ser noutro. Existe, portanto, um desfasamento temporal entre
eles. Este facto é fundamental: num referencial, quaisquer dois relégios podem estar perfeitamente
sincronizados — marcando o mesmo segundo em simultdneo —, mas, devido a esse desfasamento,
um observador em movimento relativo vera esses diferentes relégios marcar o mesmo segundo em
instantes diferentes, parecendo assim dessincronizados. Uma questado central serd entdo determinar

qual o valor exato desse desfasamento.

Comentario do Autor

Agora, possuindo ja alguma maturidade quanto as consequéncias da Relatividade, podemos
regressar a nossa primeira experiéncia mental: a simultaneidade de eventos. Desta vez, iremos
abordéa-la de forma quantitativa, o que nos permitird calcular o desfasamento de reldgios entre
referenciais distintos — um passo crucial para a futura derivagdo das transformacdes de Lorentz.

Experiéncia do Comboio Il (Cronometrada)

Configuracao da Experiéncia: Daremos continuidade a configuragdo da experiéncia do com-
boio apresentada em 2.2.1. Desta vez, focar-nos-emos exclusivamente no referencial B, que
observa o comboio a mover-se com velocidade v. O nosso objetivo sera analisar com maior
detalhe o tempo necessario para os pulsos de luz percorrerem o0 seu trajeto e determinar o
desfasamento temporal entre a lampada da esquerda (que acende primeiro) e a da direita (que
acende por ultimo).

Imaginemos, no referencial B que vé a carruagem em movimento, que o comprimento total do

comboio é d. Assim, cada metade tera um comprimento de d/2, conforme ilustrado na Figura 2.11.

Figura 2.11: Referencial B - a carruagem move-se com velocidade v

Notacdes usadas:

Tk - Tempo que o pulso de luz esquerdo demora a colidir com a parede esquerda.
Tp - Tempo que o pulso de luz direito demora a colidir com a parede direita.

Ot - Diferenca temporal (desfasamento) entre o acender da lampada esquerda e da lampada direita.
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Para obter Tz € Tp, utilizaremos novamente o Método do Tempo de Colisao.
+ Para ambos os casos, a distancia inicial a percorrer é d/2.

* Na colisdo a esquerda, a velocidade de convergéncia é a soma das velocidades das duas partes:

¢+ v, onde ¢ é a velocidade do pulso esquerdo e v é a velocidade da parede esquerda.

* Na colisdo a direita, a velocidade de convergéncia é a diferenga entre as velocidades das duas

partes: ¢ — v, onde c é a velocidade do pulso direito e v é a velocidade da parede direita.

Calculando os tempos de colisédo:

d 1 d 1
=5 (o4) =3 (%) (22.19)

O desfasamento representa o intervalo de tempo entre 0 acender da |ampada da esquerda e o

acender da lampada da direita.
Matematicamente, este desfasamento é simplesmente a diferenca entre o tempo necessario para

acender a lampada da direita (Tp) e 0 tempo necessério para acender a lAmpada da esquerda (Tk):
Or=Tp — Tk (2.2.19)

Substituindo T, e Tx e simplificando o resultado:

d 1
Or = = - =
r 2<c—v> (c—l—v)
d
2

_df 11N crv etV (2.2.20)
2\c—v c+v 2 —?
d(c+v)—(c—v) dv dv

D) c2 —v? T 22 a2l

Obtivemos entdo o desfasamento temporal entre dois eventos que eram simultaneos no referencial

A quando observados no referencial B, que se move relativamente a A.

Uma nota importante é que d ndo é a distdncia medida por B entre os acontecimentos, mas sim
0 comprimento da carruagem observado por B enquanto a carruagem se move. Este comprimento
corresponde a distancia entre os observadores de A que presenciam 0s eventos.

No referencial A, onde a carruagem esta em repouso, o comprimento proprio da carruagem — ou
seja, a distancia entre os dois eventos — é dada por dy = v, d.

Assim, o desfasamento temporal pode ser reescrito como:

dv dov
Or = 3% = 5w (2.2.21)

Conclusao

Se dois eventos acontecem simultaneamente num referencial, entdo, para outro referencial em mo-
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vimento relativo com velocidade v, estes eventos terdo um desfasamento temporal dado por:

dov
Or = CO—Q% (2.2.22)

O tempo de desfasamento observado neste referencial aumenta com a distancia d, entre os acon-
tecimentos no referencial onde eles sdo simultaneos e com a velocidade relativa v entre os referenciais.

Isto € muito importante para calcular a dessincronizacao dos relégios, como ja tinhamos sugerido.
Imaginemos a seguinte situacdo: no nosso referencial, temos dois rel6gios sincronizados a uma distan-
cia de 1 metro (dy = 1). Se um amigo passar por nés a metade da velocidade da luz (v = %c), ele veria
os relégios desfasados no tempo por aproximadamente 0, 6 segundos.

Aumentar a distancia entre os rel6gios no referencial original (0 nosso) para o dobro faria com que
o desfasamento também dobrasse. Se mantivermos a distancia original de 1 metro, mas aumentarmos
a velocidade do nosso amigo para 99% da velocidade da luz, o desfasamento cresceria para aproxima-
damente 7 segundos!

Este conceito permite-nos caracterizar a quebra de simultaneidade de uma forma quantitativa e tera

extrema importancia numa das préximas secgbes, onde discutiremos as Transformacoes de Lorentz.

Y Limite Classico
Y Generalizacido a 4D

W Exercicios Resolvidos

Y 2.3 Graficos de Espaco-Tempo

Comentario do Autor

Embora esta seccao seja essencial para consolidar uma compreenséao solida do uso dos Gra-
ficos de Espaco-Tempo, a abordagem proposta nao se afasta significativamente da tradicional.

WY 2.3.1 Introducéo a graficos de Espaco-Tempo

R Objetos em repouso e em movimento

R Dependéncia do Referencial

WY 2.3.2 Unidades do Sistema Internacional (Sl)

Comentario do Autor

Nesta secgéo fazemos a transi¢éo das unidades que temos usado — baseadas em barras e
ciclos — para o sistema internacional (S1).
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W 2.3.3 Unidades Naturais

Comentario do Autor

Ao introduzirmos as unidades naturais, a intencdo é utiliza-las ao longo de toda a aborda-
gem. No entanto, nos exercicios serdo incluidas conversdes das férmulas — apresentadas em
unidades naturais — para o sistema internacional (S7). Embora a passagem de SI para uni-
dades naturais seja normalmente mais simples, praticar o sentido inverso ajuda a consolidar a
compreensao dimensional e a ganhar fluéncia nestas conversées.

W Redefinir a Unidade de distancia

N 2.3.4 Conesde Luz

2.4 Transformacoes de Lorentz

Até aqui, as nossas experiéncias mentais mostraram-nos que o movimento pode distorcer distancias,
alterar o ritmo do tempo e até desfazer a ideia de simultaneidade entre referenciais em movimento
relativo.

Surge entdo uma questédo natural: como se traduzem esses efeitos na forma como registamos os
eventos? De que modo se relacionam as coordenadas de um mesmo acontecimento quando medidas

em diferentes referenciais?

Comentario do Autor

Uma das partes mais importantes na aprendizagem da Relatividade Restrita € compreender
a origem das Transformagdes de Lorentz. A literatura tradicional tende a recorrer a métodos mais
abstratos: muitas vezes assume que as equacoes tém a mesma forma das transformacgdes de
Galileu, mas com um fator adicional v a ser determinado; ou entéo parte de grandezas invariantes
(intervalo invariante entre eventos) e procura equagdes que as preservem.

Nesta abordagem proponho um caminho mais natural e sequencial: se as Transformagoes
de Lorentz sdo equacgdes que relacionam coordenadas de um mesmo evento em referenciais
distintos, entdo podemos construi-las diretamente a partir dos efeitos que ja estudamos.

Para isso, iremos combinar os resultados das trés ultimas experiéncias mentais numa deri-
vagao intuitiva, que nos fornecem os trés ingredientes fundamentais: a dilatagcdo do tempo, a
contracao do espaco e a dessincronizagao dos relogios.

2.4.1 Cenario Inicial

Imaginemos duas naves a viajar ao longo de uma linha reta no espago: a nossa nave, designada por
A, e a nave do nosso amigo, designada por B. Para a nave A, a nave B desloca-se com velocidade
constante v na direcdo positiva; para a nave B, é a nave A que se desloca com a mesma velocidade

constante v na diregdo negativa. A configuracdo descrita encontra-se ilustrada na Figura 2.12.
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1% X
Referencial A: ----- n ------- n_> . ¢ ' SR
v
Referencial B: - - -4_n _______ n _______ % ______

Figura 2.12: Configuragéo inicial vista dos referenciais A e B

Suponhamos que ocorre uma explosao pontual num instante e num ponto especificos do espaco.
Esse evento sera registado por ambas as naves, cada uma atribuindo-lhe as suas préprias coordena-
das. Quando observado por A, chamaremos a esse acontecimento evento X; quando observado a
partir de B, designa-lo-emos por evento X'. Mas como se relacionam essas duas descrigdes? De que
modo diferem as coordenadas atribuidas por cada nave?

Para proceder ao registo do evento, cada nave precisa primeiro de construir 0 seu proprio sistema

de coordenadas:

» Referencial A - Construido a partir da nossa posi¢cao no espago (na nave A), e que chamaremos

simplesmente de referencial A.

» Referencial B - Construido pelo nosso amigo (na nave B), que se encontra em movimento uni-

forme em relagéo a nés com velocidade v. Ele chamara ao seu sistema de referencial B.

2.4.2 Definicao da Origem Espacial

Cada sistema de coordenadas define a sua origem espacial da forma mais natural possivel:
» Para a nave A, a nossa posigao é a origem: z = 0.
» Para a nave B, a posi¢cdo do nosso amigo € a origem: z’ = 0.

Para distinguir as coordenadas das duas descri¢gdes, todas as coordenadas em B serdo assinaladas

com um apéstrofo ().

2.4.3 Definicao da Origem Temporal

Como as naves se movem apenas ao longo de uma linha reta, haverd um instante em que passam
exatamente pelo mesmo ponto do espaco. Esse encontro sera tomado como a origem temporal em

ambas as descri¢oes:
» Para A: t =0.

e Para B:t' =0.
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2.4.4 Conversao de Coordenadas de um Evento

Imaginemos que o evento X foi registado pela nave A com coordenadas (tx,zx):

Isto indica que o observador de A que registou 0 evento X, observador esse que desigharemos
por O 4, encontra-se a xzx unidades de distancia da origem espacial, e no instante do evento o seu
relégio marcava tx unidades de tempo (apds a origem temporal).

Quais seriam entdo as coordenadas (t', 2’y ) do mesmo evento segundo a nave B? Para responder,
focamo-nos no observador Og associado a B, que regista o evento como X”.

Entao para o observador Op:
* Qual é a sua distancia «’y & origem do referencial B?
+ Qual é o tempo t/y indicado pelo seu relégio no momento do evento?

E importante reforcar que, embora ambos registem o mesmo evento, O4 e O sdo observadores

distintos, cada um associado a sua propria nave (referencial).

Nés Nés
(Velocidade 0) Amigo Observador Og (Velocidade 0) Amigo Observador Og
(Velocidade v)  (regista X") (Velocidade v)  (regista X")
t (tempo) t (tempo)
/ /
II I,

¢ 4 X = (tx, xx) ¢ X = (tx, xx)
X 4 X /

»

At

R

S

xx  x (espago)

x (espago)

g
----------- p—— Xy
’ d

(a) Obtendo a coordenada espacial (b) Obtendo a coordenada temporal

Figura 2.13: llustragdo do cenario inicial no Referencial A

Na Figura 2.13 temos o cenario visto pelo nosso referencial A: o evento X esté assinalado e como
esperado é registado pelo observador do nosso referencial A, O 4, que esta na posi¢éo = = zx quando
0 seu relégio marca tempo ¢t = tx. As linhas de universo quer do nosso amigo quer de Op também

estao representadas, onde a cruz e o circulo mostram respetivamente as suas posi¢des quando ¢ = 0.

A estratégia para obter as coordenadas de X' = (ty,z’y) comega por calcular primeiro a coorde-

nada espacial e, s6 depois, a temporal, seguindo os seguintes passos:
+ Coordenada espacial (z'):

No referencial A, obtemos a distancia d do nosso amigo, que € a origem espacial do
referencial B, até ao observador Og. Em seguida, convertemos essa distancia d para a
correspondente no referencial B, ou seja dy, através do efeito de contragédo do espaco:

do =, d.
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Esta sera a distancia de Op a origem (nosso amigo) no referencial B, e, portanto, temos
z'y = dp. (2.4.1)
+ Coordenada temporal (¢'y):

Ao determinar a coordenada temporal t’y de um evento X no referencial B, nao basta
considerar apenas a dilatagdo do tempo. Isto porque, além da dilatagao, existe o efeito da
dessincronizagao de relogios.

Em ¢ = 0 no referencial A, tanto 0 nosso relégio como o do nosso amigo (origem do
referencial B) marcam 0 unidades de tempo. No entanto, devido a dessincronizacdo de
relégios, o reldgio do observador Op (que mede o evento X no referencial B) encontra-se
desfasado e ndo marca 0 unidades de tempo nesse instante.

Para levarmos isso em conta, seguimos 0s seguintes passos:

1. Determinar o instante ¢* no referencial A em que o relégio de O marca 0 unidades
de tempo.

2. Medir o intervalo de tempo At no referencial A entre ¢* e o instante do evento X:
At =tx —t*. (2.4.2)

3. Converter este intervalo para o referencial B, usando a dilatagdo do tempo:

At
Yo

At/ (2.4.3)

Este At’ corresponde ao tempo que passou no relégio de O desde que ele marcou
0 unidades de tempo até ao evento X’.

4. Finalmente, a coordenada temporal do evento X’ no referencial B é:

th = At (2.4.4)

Obtendo a coordenada espacial (Figura 2.13a)

Podemos medir a distancia d entre Op e 0 nosso amigo no instante ¢t = 0. Uma forma é obter a
posicao x de Op no instante ¢ = 0 e comparar com posi¢ao da origem do referencial B no instante ¢t = 0,
que é x = 0. Sabemos que Op esta na posicdo zx no instante ¢y, e que se move com o referencial B
a velocidade v, logo

d=xx —vtx. (2.4.5)

Convertemos essa distancia para o referencial B, que sera a distancia que Op esta da sua origem, ou
seja z'y:

'y =do =vd =7, (x —vtx). (2.4.6)
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Obtemos entéo a equacao que calcula a coordenada espacial do evento X’ em fungédo das coordenadas

do evento (t,,zx) no referencial A:

| 7 = (wx — vtx) | (2.4.7)

Obtendo a coordenada temporal (Figura 2.13b)

Lembrando a equagéo do desfasamento O = fﬁ)—g”%, podemos calcular o desfasamento entre os

relégios B e Op, obtendo o valor de ¢*:

feo= Op = 200, g Vo (2.4.8)

c? c?

Calculamos de seguida o intervalo de tempo decorrido deste instante ¢t* até ao instante do evento
tx, convertendo este intervalo para o referencial de Op para saber que valor o relégio dele mede no

instante do evento X':

At tx — Ty v
the=— =X "2 (tX - —Qxx) . (2.4.9)
Yo Yo c
Prova
At tx —ts 1 VY 1 vy2
t, = — = :f{txfitl }:ftxfl‘X*UtX 2| =
Xy Vo 5 X2l oy ( )

22 2 2 2@ B
02—v2+ﬁ702—v2 tX_%cjxX o

1 V2 v 1
o)z
Yov C C Yo

-2 [<W> tx —%2,:2xx} =

v

1
A
=Y (tX = %zx) n

Obtemos entdo a equagéo que calcula a coordenada temporal do evento X’ em fungao das coorde-

nadas do evento (tx,xx) no referencial A:

e =7 (tX - c%azx) (2.4.10)

Juntando as pecas

Com ambas as componentes que acabamos de calcular, podemos construir as coordenadas do

evento X’ = (t'y, 2y ) usando as coordenadas de X = (tx,zx):

v
ax = 7(ex —vtx), te = (tx - C—Q:vx) : (2.4.11)
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Se quisermos obter as relagdes na direcao oposta, obtendo X através de X', seria so repetir todo
0 processo substituindo as coordenadas (tx,zx) por (t,z’y) e vice-versa, usando desta vez a velo-
cidade relativa —v (para o referencial B a nave A move-se com o mesmo valor de velocidade mas na

direcdo oposta). Isto produziria as seguintes equacdes:
rx = Y2y +vty), tx =Y (t’X + C%z&) . (2.4.12)

Podemos agora entdo juntar os dois conjuntos de relagbes e generalizar para um evento genérico,

com coordenadas (¢, x) e (¢, 2') em referenciais com um velocidade relativa v entre si:

/

' = (z —vt) x =2 + vt
(2.4.13) (2.4.14)
VY P o (t+ Zy
t—v(t CQJU) t—’y(t+c2x)

Estas equagdes sao as chamadas Transformacoes de Lorentz, escritas no caso particular em que

0 movimento ocorre ao longo de uma Unica direcdo (uma dimensao espacial).
R Curiosidade: Quem foi Hendrik Lorentz?

E importante notar que, neste caso unidimensional, assume-se que os dois referenciais foram sin-
cronizados de modo que, no instante em que as suas origens se cruzam, ambos registam esse evento
como tendo coordenadas (t,z) = (¢, z') = (0,0).

Nos casos em que tal evento ndo coincide com estas origens, € sempre possivel redefinir tempora-
riamente as origens de cada referencial de modo a satisfazer esta condigcao, aplicar as transformacgées
de Lorentz, e depois converter os resultados de volta para as coordenadas originais dos referenciais.

Esta abordagem garante consisténcia sem perder generalidade (\R Exercicio 2.4.3).

R Limite Classico
R Generalizacio a 4D

N Exercicios Resolvidos

2.5 Soma Relativista de Velocidades

No inicio do documento vimos que a forma de somar velocidades de Galileu nao esta de acordo com a
realidade: n&o respeita o Principio da Invariancia da Velocidade da Luz.
Nesta Ultima etapa iremos ver duas abordagens diferentes que irdo levar a mesma féormula de somas

de velocidades. Este sera a novo método de somar velocidades na teoria da Relatividade de Einstein.
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Comentario do Autor

Chegamos agora ao ponto ideal para revisitar o problema inicial: o Problema da Soma de
Velocidades. Todo o texto anterior foi construido como um crescendo até este momento; com
os conceitos apresentados, o objetivo é agora encontrar a equacao que relaciona velocidades
medidas por referenciais em movimento relativo.

Nesta abordagem, decidi apresentar dois caminhos:

+ Via transformac6es de Lorentz: Este é o culminar de todo o desenvolvimento até aqui,
utilizando conversdes entre os diferentes referenciais e técnicas de célculo para determinar
as velocidades. Trata-se de um método mais técnico e abstrato.

 Via experiéncia mental: Similar a realizada para a dilatagdo do tempo, oferece ao leitor
um caminho mais intuitivo e pratico para obter a equacao das velocidades. Demonstra, de
forma clara, que os resultados estdao de acordo com as transformacdes de Lorentz.

Posteriormente, veremos de forma explicita como este novo método resolve o problema da
soma de velocidades — o que nao surpreende, pois 0 modelo foi construido tendo a invariancia
da velocidade da luz como postulado.

2.5.1 Cenario Inicial
Iremos analisar uma configuragao com trés objetos no espacgo: A, B e D.
* No referencial A, B afasta-se com velocidade v e D afasta-se com velocidade w.
 No referencial B, é A que se afasta com velocidade v, enquanto D se afasta com velocidade '.

Este cenario esta ilustrado na Figura 2.14.

v u

Referencial A: ----- n ——————— n—p-—-n—»---
v u

Referencial B: - - -4-“ ------- n ------ n—> —————

Figura 2.14: Configuragao inicial vista dos referenciais A e B

O objetivo sera o seguinte: se eu, no referencial A, vejo um objeto a mover-se com velocidade u,

que velocidade v’ tera este objeto no referencial B?

W\ 2.5.2 Usando as transformacées de Lorentz

2.5.3 Usando a Experiéncia da Sincronizacdao com varios Referenciais

Esta abordagem, com uma experiéncia semelhante a realizada na seccao da Dilatacdo do Tempo,

apesar de mais demorada, usa técnicas mais simples para chegar ao mesmo resultado.
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Configurag¢ao da Experiéncia: A ideia sera fazer uma nova experiéncia de sincronizagao
adaptada para este novo cenario inicial:

1. Desta vez sera a nave B que carregara o grande relégio, enquanto D carregara uma grande
lanterna.

2. D enviara dois sinais de luz consecutivos, espagados por um segundo no relégio dele.

3. No referencial B, ira ser registado o tempo entre a chegada desses dois sinais de luz
usando o grande reldgio.

As figuras 2.15 e 2.16 ilustram a experiéncia do ponto de vista de cada referencial: no refe-
rencial A e B, respectivamente.

Mais uma vez, o ponto crucial desta experiéncia serd o mesmo. Iremos calcular o tempo
marcado pelo grande relégio em B, fazendo as contas no referencial A e no referencial B; no
final, ambos os valores terdo que ser iguais.

Referencial A

A experiéncia observada no referencial A esta ilustrada na Figura 2.15:
v c c u
----- o m- - o
Figura 2.15: Experiéncia no Referencial A

Usando o mesmo método da secgao de dilatagdo do tempo, a distancia entre pulsos de luz sera

de v.(c + u), sendo a velocidade de convergéncia (c + v). Dividindo a distancia pela velocidade de

convergéncia obtemos o tempo de colisao: tcojiszo = Vu ‘;j;jj.

Uma vez que este tempo de colisdo € medido no Referencial A, é preciso converté-lo para o Refe-
rencial B, que se movimenta a velocidade v; multiplicando o tempo de colisdo por 1/, obtemos entéo
o0 valor registado no grande relégio:

(D, =ty (2.5.1)
Tv €+ U

Referencial B

A experiéncia observada no referencial A esta ilustrada na Figura 2.16:

Figura 2.16: Experiéncia no Referencial B

Usando a mesma légica, neste caso para D com velocidade w’, os pulsos irdo ser produzidos com

uma distancia incial de ~,/(c + «’). Quando primeiro pulso colidir com B, o segundo aproxima-se com
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uma velocidade de convergéncia de ¢c+0 = ¢, logo o tempo entre pulsos sera igual ao tempo de colisdo:

!
D = *C“ . (2.5.2)

Juntando as pecas

Uma vez que ambas as previsdes para o valor registado no grande rel6gio tem de ser iguais, temos:

w CF+ U c+u
O=0 = %CH:W . (2.5.3)

Ou seja temos uma equagao que relaciona as quantidades v, u e v’. Como tal, podemos resol-
ver para u ou u’ em fungao das outras duas quantidades restantes (deixado como desafio ao leitor).

Teremos entdo as férmulas relativistas de soma de velocidades:

W= (2.5.4) u=

; 2.5.5
-2 1+ u2v ( )

N Limite Classico

Y Generalizacdo a 4D

2.5.4 Solucao do Problema da Soma de Velocidades

Voltamos agora ao problema da soma de velocidades apresentado no inicio da abordagem. De acordo
com Galileu, a luz que sai de uma lanterna ligada dentro de um comboio em movimento com veloci-
dade v pareceria viajar a uma velocidade ainda maior para um observador no referencial da estagéo.
No entanto, tal ndo é confirmado pela experiéncia: a luz parece sempre ter a mesma velocidade, inde-
pendentemente do referencial onde é medida.

A Teoria da Relatividade acabou por revelar que a equagéo que relaciona velocidades entre referen-
ciais é ligeiramente diferente daquela proposta por Galileu. Apesar de intuitiva, a férmula galileana nao
estava correta. Mas entdo como seria o caso da bola dentro do comboio apresentado na Figura 1.37

Aplicando o novo método relativista de soma de velocidades, eis o resultado na Figura 2.17:

100 km/h

10 km/h
*«>

(a) Comboio visto de B (b) Comboio visto de A

Figura 2.17: llustragdo da soma de velocidades relativista.
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Desta vez, a velocidade da bola observada por A ja ndo é exatamente 110 km/h, mas ligeiramente
inferior’. Na pratica, a diferenga é tdo pequena que usar o valor classico de 110 km/h introduziria
apenas um erro da ordem do tamanho de um atomo por hora — assumindo que a bola mantinha a sua
velocidade constante.

Tal como ja vimos no limite classico, esta proximidade entre os dois resultados deve-se as baixas
velocidades envolvidas (tanto da bola como do comboio) quando comparadas com a velocidade da luz.

Com o novo método de soma de velocidades, podemos finalmente abordar o caso da luz. Considere-

se o cendrio da Figura 2.18:
» O Referencial A: o observador na estagao.
+ O Referencial B: o observador dentro do comboio.
« u/: a velocidade da luz medida por B.
* u: a velocidade da mesma luz medida por A.

* v: a velocidade do comboio (para garantir que o resultado final é independente de v).

(a) Comboio visto de B (b) Comboio visto de A

Figura 2.18: llustragdo da soma de velocidades relativista no caso da luz.

Se B, ao ligar a lanterna, mede a velocidade da luz no seu referencial como «' = ¢ (Figura 2.18a),
entdo a velocidade dessa luz observada por A (Figura 2.18b) é:
c+w c+ v clc+v)

uw = = = = c. 256
1+2  1+°2 c+v (2.5.6)

Ou seja, também no referencial A a velocidade da luz é observada como ¢, respeitando o Principio
da Invariancia da Velocidade da Luz. Podemos até inverter o raciocinio: se A mede ¢ e quisermos
saber o valor medido por B, o resultado sera novamente c.

Assim, encontramos a solugéo para o Problema da Soma de Velocidades, um dos primeiros indi-

cios de que a estrutura do espaco e do tempo precisava de ser reformulada.

N Exercicios Resolvidos

2Cerca de 109,999999999999905 km/h.
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X 2.6 Efeito de Doppler

Comentario do Autor

O efeito Doppler € um fenédmeno do quotidiano, especialmente interessante quando se trata de
ondas luminosas, pois altera a sua cor aparente. Nesta sec¢ao, a abordagem consistiria numa
experiéncia mental que conduz a dedugao das equagoes relativisticas do efeito. O objetivo é
mostrar, de forma intuitiva, uma das evidéncias da expansao do universo e preparar o leitor para
o conceito de desvio gravitacional para o vermelho, que sera explorado na secgdo seguinte para
justificar a necessidade da relatividade geral.

Y Efeito de Doppler Relativistico

W\ 2.7 Geometria de Minkowski

Comentario do Autor

A presente secgdo introduz a transicdo conceptual da geometria euclidiana para a geometria
de Minkowski, estrutura matematica que sustenta a formulacao da Relatividade Restrita. Partindo
dos postulados fundamentais da teoria e das transformacgdes de Lorentz € construido de um novo
modelo geométrico do espago-tempo.

Explora-se, de forma progressiva, o papel das transformagbes elementares — translagoes,
rotacdes e boosts — e a forma como estas modificam as coordenadas de um mesmo evento em
diferentes referenciais inerciais. Esta analise culmina na introdu¢éo do intervalo invariante, uma
quantidade que permanece constante independentemente do referencial escolhido. E introduzida
a métrica de Minkowski e o conceito de vetores no espago-tempo.

W 2.7.1 Intervalo Invariante
W\ 2.7.2 Vetores de Posicao e Velocidade
W\ 2.7.3 Meétrica de Minkowski

N 2.8 Coordenadas de Rindler

Comentario do Autor

Na abordagem original, as coordenadas de Rindler [14] s&do introduzidas através de experién-
cias mentais com referenciais acelerados, definicao de aceleracao propria constante e a respetiva
infraestrutura matematica.

O seu valor pedagdgico reside em mostrar que a Relatividade Restrita ja descreve movimentos
acelerados, contrariando a ideia de que se aplica apenas a referenciais inerciais. Isso permite
analisar o paradoxo dos gémeos e outros casos realistas com aceleracao.
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Além disso, prepara o leitor para a Relatividade Geral, ao evidenciar que cada regidao do
espaco-tempo pode ser localmente aproximada pela geometria de Minkowski. Assim, reforca-se
que a Relatividade Restrita descreve completamente todos os fenédmenos exceto a gravidade,
mantendo validade local pelo Principio da Equivaléncia.

N 2.8.1 Referenciais Acelerados

N 2.8.2 Horizonte de Rindler

N 2.9 Paradoxos

Comentario do Autor

Ao explorar a Relatividade Restrita, surgem aparentes contradicbes que dao origem a diver-
sos paradoxos, resultantes sobretudo das simetrias criadas pelo caracter relativo do movimento.
Nesta seccao decidi incluir trés dos mais ilustrativos:

» Paradoxo da Causalidade: Relaciona-se com a auséncia de uma simultaneidade univer-
sal, questionando se é possivel que diferentes observadores discordem sobre a ordem
temporal de dois eventos, aparentemente invertendo a relacdo de causa e efeito.

» Paradoxo dos Gémeos: Aborda a aparente quebra de simetria na dilatagdo do tempo,
onde dois gémeos em movimento relativo envelhecem de forma diferente apesar de se
moverem a mesma velocidade relativa, levantando questdes sobre o que significa “passar
o tempo”.

« Paradoxo da Garagem: Envolve um carro em alta velocidade que parece caber numa
garagem mais pequena devido a contragdo do espaco, explorando as subtilezas da simul-
taneidade e da medicao de comprimentos em movimento.

Esta seccao é essencial para clarificar o que a primeira vista parecem inconsisténcias, mos-
trando que, ao contrario do que os paradoxos sugerem, a teoria é profundamente coerente e
internamente consistente.

WV 2.9.1 Paradoxo dos Gémeos

Y 2.9.2 Paradoxo da Garagem

N 2.10 Quadrimomento e outros

Comentario do Autor

Uma seccgéo que ird explorar a unificacdo da energia e do momento num Unico objeto geo-
métrico — o quadrimomento — esclarecendo a dindmica relativista e as leis de conservagédo no
espaco-tempo. Aqui apresentaremos uma derivagao da famosa equagao de equivaléncia massa-

energia £ = mc>.
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A Teoria da Relatividade Restrita parecia completa: previa corretamente fendmenos observaveis, e
lidava bem com velocidades e aceleracdes. No entanto, as tentativas de incluir a gravidade nesta teoria
tornaram claras as suas limitacoes.

Este capitulo sera breve e mostrara como a Relatividade Restrita se revelou insuficiente para incor-

porar a gravidade, abrindo caminho para a formulagao da Relatividade Geral.

Comentario do Autor

Este capitulo serve como transicao e motivagao para a formulagédo de uma teoria mais geral:
a da Relatividade Geral. Iremos identificar as limitages da Relatividade Restrita quando se con-
sideram os efeitos da gravidade, mostrando como isso conduz a ideia de um universo curvo. Esta
andlise prepara o terreno para o capitulo seguinte, onde exploraremos as ferramentas matemati-
cas necessarias para descrever este novo cenario.

3.1 Principio de Equivaléncia

Na relatividade restrita apenas os referenciais inerciais preservam a validade das leis da fisica, sendo
nesse contexto todos equivalentes. Estar num referencial inercial € uma experiéncia indistinguivel de
estar em qualquer outro: nao sentimos diferengas entre estar parados ou em movimento uniforme.
Se viajarmos num comboio-bala japonés (o famoso Shinkansen), em movimento rapido mas suave,
a sensacao € a mesma de estar em repouso. Sem podermos olhar pela janela, ndo conseguimos
distinguir se o comboio se encontra em movimento ou parado.

Ja num referencial acelerado a situagéo ¢ diferente: mesmo vendados, sentimos claramente quando
um carro acelera, trava ou faz uma curva. Nestes casos as leis da fisica ndo se manifestam de forma
simples, surgem forcas aparentes e comportamentos inesperados.

Isto acontece porque as diferentes partes de um corpo ndo aceleram todas ao mesmo tempo.
Quando um carro acelera, o banco move-se primeiro e empurra as nossas costas, que comprimem
os tecidos vizinhos, que por sua vez transmitem o empurrdo até todo o corpo acompanhar o carro.
Esta compresséao interna é precisamente a sensacao fisica da aceleracdo. Se todas as particulas do
corpo acelerassem de forma simultanea e uniforme, ndo haveria qualquer compressao nem sentiriamos
aceleracao.

A gravidade faz exatamente isto: acelera todas as particulas igualmente, sem distincdo de posicédo
ou massa. Por isso, quando apenas a gravidade atua, o efeito ndo é percetivel. Estar em queda
livre €, para nés, indistinguivel de estar num referencial inercial. Dentro de uma caixa fechada, néo
conseguiriamos distinguir se estamos a viajar a velocidade constante no espaco vazio ou a cair em
direcdo a Terra. Uma macéa que flutua ao nosso lado poderia estar em auséncia de gravidade ou
simplesmente a cair connosco. Pelo contrario, quem esta na superficie da Terra, aparentemente em
repouso, encontra-se na verdade num referencial equivalente a um referencial acelerado: o chdo exerce
uma forca que nos comprime de baixo para cima, tal como o banco do carro. Essa compressao é o que

sentimos como “peso”.
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(a) Aceleragao no carro propaga-se (b) Aceleragao em queda livre é simultanea

Figura 3.1: Diferentes aceleragoes

Isto € o que chamamos de principio de equivaléncia: um referencial em queda livre é, localmente,
indistinguivel de um referencial inercial. [12] Em termos praticos, isso significa que, se estivermos, por
exemplo, dentro de um elevador em queda livre,' ndo ha qualquer experiéncia que possamos realizar
que nos permita determinar se estamos sujeitos a um campo gravitacional.

Um outro exemplo notavel é a Estagao Espacial Internacional (ISS), que orbita a Terra a cerca
de 30000km/h. A ISS encontra-se permanentemente em queda livre, mas avanga tdo depressa que,
ao cair em direcdo a Terra, a curvatura do planeta leva a que a superficie Ihe “fuja” continuamente,
resultando numa orbita estavel. Dentro da estagdo parece que nao existe gravidade (Figura 3.2a):
objetos e pessoas flutuam, e sentimo-nos sem peso, como se estivéssemos no espago profundo. Mas
tudo isto é apenas ilusdo. Na realidade, a gravidade na ISS ¢ ainda cerca de 90% da que sentimos na
superficie da Terra. A estagado encontra-se apenas a uns 400 km de altitude — tao perto que, se a Terra
tivesse o tamanho de uma bola de ténis, a dérbita da ISS ficaria aproximadamente a altura do pelo da
bola. Esta escala esta representada na Figura 3.2b. A ideia comum de que “na ISS nao ha gravidade”
esta, portanto, errada: se ndo houvesse gravidade, a estacdo simplesmente seguiria em linha reta,
afastando-se da Terra. A sensagéo de auséncia de peso é, na realidade, um resultado direto do principio
de equivaléncia: como tudo dentro da ISS estd em queda livre com a mesma aceleracao, nao ha forgas
diferentes a comprimir-nos, e por isso sentimos como se a gravidade tivesse desaparecido.

O principio de equivaléncia aplica-se apenas localmente. Isto significa que, olhando para regides
pequenas do espaco-tempo, o comportamento em queda livre é indistinguivel do de um referencial
inercial. Mas se considerarmos regides maiores, aparecem variagdes que denunciam a presenga da

gravidade. O exemplo mais evidente sao as forcas de maré.

"Na realidade, para cumprir rigorosamente o requisito de validade local do principio de equivaléncia, a regido deveria ser
infinitesimal. No entanto, na maioria dos casos, considerar a regido de um elevador fornece uma boa aproximagao.
20 tamanho da ISS nao esta a escala.
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(a) Dentro da ISS (b) Distancia da ISS & superficie da Terra 2

Figura 3.2: O principio de Equivaléncia na ISS

WY 3.2 Forcas de Maré

Comentario do Autor

Na seccao anterior aborddmos o principio de equivaléncia, destacando que este é valido ape-
nas localmente. Nesta secgao, explicamos por que isso ocorre € mostramos como, mesmo num
referencial em queda livre, é possivel detetar a presenca de um campo gravitacional ao conside-
rarmos o referencial globalmente. Esta analise revela efeitos que diferem significativamente do
esperado num referencial inercial, conhecidos como for¢as de maré. A seccédo aborda qualitati-
vamente este conceito, recorrendo a ilustragdes e explorando consequéncias como a existéncia
de marés.

R 3.3 Limitacoes da Relatividade Restrita

Comentario do Autor

Nesta secgéo final serdo apresentadas experiéncias mentais em cenarios gravitacionais que
confrontam diretamente o principio da equivaléncia com a relatividade restrita:

+ Desvio gravitacional para o vermelho: llustra possiveis contradigbes ao combinar efeitos
de Doppler com o principio da equivaléncia.

« Maquina de energia infinita: Explora, de forma hipotética, como a gravidade poderia ser
usada para gerar energia de forma ciclica, revelando limites da teoria.

Estes exemplos sugerem que o espago-tempo ndo é plano, mas sim possui uma curvatura, que
serd explorada no proximo capitulo.

R 3.3.1 Desvio gravitacional para o vermelho
Y 3.3.2 Maquina de Energia Infinita
Y 3.3.3 Conclusio
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Nesta seccao vamos introduzir os conceitos matematicos fundamentais para a formulagao da Rela-
tividade Geral. Tal como na Relatividade Restrita, o espago-tempo tem quatro dimensdes. A diferenca
crucial € que, enquanto no caso restrito o espaco-tempo é plano, aqui ele pode ser curvo — e ao longo
deste capitulo veremos de forma concreta o que isso significa. E precisamente essa curvatura que esta
na origem de muitos efeitos surpreendentes e pouco intuitivos, que tornam a Relatividade Geral uma
teoria Unica.

Até agora, sempre que pensamos em geometria, pensamos nela em espagos planos — ou seja,
0 palco onde tudo acontece € plano. Por exemplo, se quisermos representar um triangulo em 2D,
usamos uma folha de papel. Este € o mundo plano, o0 mundo geométrico com o qual estamos mais
familiarizados (também chamado formalmente de espaco euclidiano).

Mas o que quero dizer com “mundo plano” vai além do que normalmente se associa ao plano em
duas dimensées. Uma reta é plana, mas uma circunferéncia (que chamamos de S') é curva. Um plano
é plano, claro, e uma esfera (a que chamamos S?) é curva. Nestes dois Ultimos casos conseguimos até
ver a curvatura, porque curvam numa direcao extra que ainda conseguimos visualizar — uma terceira
dimenséo.

Este mesmo conceito de curvatura pode ser até aplicado a espagos com mais dimensdes. Um
espaco de 3 dimensdes, por exemplo, pode também ser curvado de varias formas, mas como nao
conseguimos ver uma quarta dimensao, é mais dificil de imaginar.

Para perceber esta ideia, é Util olhar para um exemplo mais simples: o caso bidimensional. Um
espaco 2D pode ser curvado de muitas formas. Uma dessas formas é quando se curva de maneira a
fechar-se sobre si mesmo — formando uma superficie esférica, S2.

Imaginemos agora uma formiga 2D a viver nesta esfera (Figura 4.1). Localmente, a sua escala, o
mundo parece plano, com regras familiares (Figura 4.1b). Mas se a formiga andar sempre em linha

reta, eventualmente regressa ao ponto de partida (Figura 4.1a).

(a) Viséo Global (b) Viséo Local

Figura 4.1: Mundo da formiga

Isto seria completamente estranho para ela: nunca virou, andou sempre em frente, mas voltou ao
ponto inicial. Na sua perspetiva, o mundo é finito (pode ser totalmente percorrido), mas ao mesmo

tempo ilimitado (ndo tem barreiras). Este comportamento ndo existe num plano: um espaco plano finito
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tem de ser limitado (como um retangulo, por exemplo).

Para nés, seres tridimensionais, este fenédmeno é facil de entender: vemos o mundo da formiga
como uma superficie curva — uma esfera 2D imersa em 3D. Mas a formiga, vivendo num mundo 2D,
nao consegue visualizar essa curvatura.

Agora podemos fazer a analogia inversa: e se 0 nosso espaco 3D também curvar sobre si, tal como
o da formiga? Por exemplo, se formasse uma hiper-esfera (a que chamamos S3), andar sempre na
mesma direcdo levaria, eventualmente, ao ponto de partida. O universo seria finito mas ilimitado —
uma ideia que parece estranha porque, tal como a formiga, ndo conseguimos ver a dimenséo extra
onde essa curvatura ocorre.

Este é um exemplo importante: mesmo sem conseguirmos visualizar curvaturas em dimensdes
superiores, podemos detetar a curvatura através das propriedades do préprio espaco. Quando o com-
portamento de um espago diverge daquilo que seria esperado num mundo plano, algo nos diz que
estamos perante curvatura.

Neste texto vamos desenvolver ferramentas para explorar estes mundos exéticos — espagos com
formas incomuns, curvatura e propriedades que desafiam a nossa intuicao. Aprenderemos a descrevé-
los matematicamente e a navegar neles: construir "'mapas”(as chamadas cartas), identificar diregcdes,
fazer medigbes, definir distancias, detetar curvatura e muito mais.

O estudo da geometria destes mundos, que podem ser analisados rigorosamente de forma mate-

matica, é designado por Geometria de Riemann. [15]

N Curiosidade: Quem foi Bernhard Riemann?

Todos estes mundos, que partilham estas caracteristicas, serdo formalmente designados por Varie-

dades.

Comentario do Autor

Este capitulo apresenta a estrutura matematica necesséria para compreender a Relatividade
Geral (material de referéncia [16]. Os conceitos serdo introduzidos de forma intuitiva, seguindo
uma abordagem narrativa.

O fio condutor do capitulo pode ser descrito assim:

» Seremos exploradores de "mundos"— no sentido de locais ou espacos — e seremos res-
ponsaveis por cartografar todas as suas regioes.

» Como cartografos, focar-nos-emos em "mundos"que possam ser descritas por cartas em
R™, que chamamos variedades topoldgicas. Restringir-nos-emos a casos em que as cartas
se sobrepdem suavemente, isto &, variedades diferencidveis. Definiremos também curvas
como os caminhos nestas variedades.

» As cartas serao os nossos olhos: é através delas que exploramos a variedade. Aprendere-
mos a criar e interpretar coordenadas locais e a descrever mudancas de coordenadas entre

51



cartas.

» Definiremos vetores, que representam direcdes e intensidades, Uteis para descrever, por
exemplo, velocidades ao longo de uma curva.

* Introduziremos covetores, que funcionam como réguas da variedade, capazes de medir
propriedades dos vetores.

» Com vetores e covetores, surgem 0s tensores, cole¢cdes que funcionam como maquinas:
recebem vetores e covetores e produzem um escalar.

A partir destas ferramentas, surge a questao: o que significa “andar em frente”? Isto leva a
nogao de transporte paralelo, que permite comparar dire¢ées em pontos diferentes.

» A derivada covariante mede quanto um objeto difere da sua versao transportada paralela-
mente.

« Com ela, definimos rigorosamente as geodésicas, os caminhos que correspondem a “andar
sempre em frente”.

« A métrica é uma colecdo de réguas (tensor de covetores) definidas localmente, que podem
ser transportadas paralelamente para todos os pontos da variedade, mantendo orientagdo
€ comprimento.

» Finalmente, a curvatura descreve como o transporte paralelo altera dire¢des ao longo da
variedade.

Este guia servira de fio condutor. O desafio sera transformar esta narrativa em conceitos
formais, mantendo paralelismos com o quotidiano para aproveitar a intuicdo natural. Cada secgao
explicara em detalhe as escolhas feitas e a motivagao por detras delas.

4.1 Variedades

Como referimos, seremos exploradores e cartégrafos destes mundos que chamaremos de variedades.
Para compreender o que significa este conceito, precisamos antes de dar um passo atras e pensar no
que é, em termos matematicos, “definir um mundo”.

Nesta introdugdo vamos dar uma visao rapida e intuitiva destes conceitos, deixando as definicdes
formais e os detalhes rigorosos para seccdes seguintes.

Ora, para definir um mundo, ndo basta indicar todos os seus locais: precisamos também de saber
quais estao perto uns dos outros. Em linguagem matematica, isto significa que nao chega listar todos
0s pontos de um espago — é necessario descrever a sua estrutura de vizinhancas. Sempre que
temos um conjunto de pontos munido desta nocéo de proximidade, temos o que chamamos de espaco

topologico.
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Caixa de Ferramentas: Espaco Topol6gico

Um espago topoldgico é, de forma simplificada, um conjunto de pontos em que faz sentido fa-
lar de “pontos proximos” e de vizinhangas. Formalmente, isso é feito escolhendo uma topologia:
uma classe especial de subconjuntos, chamados abertos, que codifica exatamente quais séo as
vizinhangas possiveis no nosso conjunto de pontos.

Mas uma variedade ndo € apenas um espacgo topoldgico qualquer: € mais especial. De forma
simplificada, uma variedade é um espago que, localmente, “se parece” com um espago plano R™.

Formalmente, esse conceito corresponde ao de Variedade Topologica: um espaco topolégico em
que cada ponto possui uma vizinhanga que pode ser cartografada num aberto de R™. Sendo o nimero
n € a dimenséao da variedade.

Por exemplo, a Terra, vista como uma superficie esférica (Figura 4.2a), é uma variedade de dimen-
sd0 2, porque as suas vizinhangas podem ser representadas por cartas planas no espaco euclidiano
R? (Figura 4.2b). Se fossem necessarias 3 coordenadas para representar essas regioes, seria uma

variedade de dimensao 3, e assim sucessivamente.
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(a) Planeta Terra (b) Projecéo para R? (Cilindrica)

Figura 4.2: Terra como variedade S?

E muito Gtil trabalharmos em mundos cujas vizinhancas possam ser sempre cartografadas, pois
grande parte da nossa exploracao sera feita através destas cartas. Elas simplificam regides destes
mundos ex6ticos — muitos t&o complexos e multidimensionais que nos sao impossiveis de imaginar
— para espacos planos (euclidianos), onde estamos habituados a trabalhar e a realizar calculos mate-
maticos. Devemos pensar nestas cartas como os nossos olhos para a variedade: tal como 0s nossos
proprios olhos captam e traduzem o mundo exterior para um formato que o cérebro consegue interpre-
tar, as cartas traduzem a estrutura do espago num formato que conseguimos analisar e compreender.

O nosso foco, porém, sera num tipo de mundos ainda mais especial: uma subclasse de variedades
topolégicas chamada variedades diferenciaveis. Nestes espacos, ndo s6 podemos cartografar cada
vizinhanga em cartas, como também garantimos que, sempre que duas cartas se sobrepéem, a transi-
¢ao de uma para outra € feita de forma suave (isto é, diferenciavel). Noutras palavras, qualquer regiao
que seja coberta por mais de uma carta mantém uma representacao consistente: um caminho suave

numa carta continua suave em qualquer outra que cubra a mesma regido. Esta propriedade permite-
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nos aplicar as ferramentas do calculo — como derivadas e integrais — de forma consistente ao longo
de toda a variedade.
Nas proximas secgbes iremos, entdo, definir de forma mais precisa os conceitos de variedades

topoldgicas e diferenciaveis.

4.1.1 Variedade Topolégica

Uma variedade topolégica de dimensao n €, de forma simples, um espago topolégico em que todas as
vizinhancas podem ser descritas através de cartas que as mapeiam para regiées de R™." Em termos
intuitivos, trata-se de um “mundo” onde qualquer pequena regido pode ser cartografada numa regido
do espago plano.

Denotaremos genericamente uma variedade por M. No entanto, em exemplos concretos, podere-
mos usar notagbes especificas, como S? para a esfera ou T2 para o toro (o famoso donut).

O proximo passo € tornar esta ideia mais precisa: precisamos de definir com rigor o que é exata-
mente uma carta e quais sao as condi¢cdes que uma representagado deve cumprir para ser considerada

valida.

O que é uma carta?

Uma carta de uma variedade topol6gica de dimensao n € um mapa que associa pontos de uma regiao
U da variedade a pontos de uma regiao V em R™. Ou seja, € uma funcao (usaremos o termo mapa)
que recebe um ponto do nosso “mundo” e indica qual o ponto correspondente na sua representagao
em coordenadas.

Devido a esta utilidade, é frequente que uma carta seja também designada por sistema de coor-

denadas.

R Caixa de Ferramentas: Mapa (no sentido de fungéo)

Voltemos ao exemplo da Figura 4.2, onde tinhamos a variedade S? ao lado da sua representagédo em
R2. Tal correspondéncia ¢ feita por uma carta, neste caso com o nome ¢, onde, por exemplo, os pontos
A e B da variedade sao convertidos em pares de coordenadas: ¢(A) = (a1,a2) € p(B) = (b1, b2), que
permitem representa-los no plano euclidiano.

E importante realcar que uma carta ndo é a imagem resultante dessa representacdo, mas sim o
proprio mapa — o processo de associagdo entre pontos. A imagem da carta no espago euclidiano
chamamos imagem da carta.

Também podemos considerar a carta inversa ¢!, que associa pontos da imagem da carta aos seus

correspondentes na variedade original.

"Para maior rigor, exige-se também que o espago seja Hausdorff e possua uma base numeravel. Ndo entraremos aqui nesses
detalhes, mas estas condigbes servem para excluir espagos com comportamentos patologicos.
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Figura 4.3: Homeomorfismo ¢ entre a superficie da Terra e a sua respetiva imagem

No entanto, uma carta ndo é um mapa qualquer: é um tipo especial de mapa, chamado homeo-
morfismo.
Um homeomorfismo ¢ € um mapa entre dois espacos topolégicos, que associa pontos de uma

vizinhanga U de uma variedade M a pontos de uma vizinhanga V em R"™. Em notagéo formal:

0:UCM—VCR" (4.1.1)

Este tipo de mapa deve satisfazer as seguintes propriedades:

* ¢ é bijetiva, isto é, existe uma correspondéncia um-para-um entre os pontos de U e V.
Intuicao: Cada ponto de U, uma regido da nossa variedade que queremos cartografar,
corresponde a um unico ponto na imagem da carta V. E vice-versa: cada ponto de V

corresponde a um unico ponto em U. A correspondéncia € perfeitamente definida, sem
ambiguidades.

*  é continua.

Intuicao: Qualquer curva continua em U permanece continua quando mapeada pela
carta ¢ em V. Resumindo: um caminho continuo na regido do mundo que estamos a carto-
grafar € um caminho continuo na imagem da carta.

« o~ é continua.

Intuicao: Da mesma forma, o inverso da carta ¢!, que leva pontos de V de volta para
U, também preserva a continuidade. Resumindo: um caminho continuo na imagem da carta
€ um caminho continuo regido do mundo que estamos a cartografar.
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Comentario do Autor

Ao longo desta abordagem, havera momentos em que certos conceitos ou propriedades terao
de ser definidos. Sempre que possivel, o objetivo sera justificar essas definicdes através de uma
motivagao clara, recorrendo a blocos de intuicao.

Uma nota importante é que, por vezes, ndo é possivel representar uma variedade na sua totalidade
através de uma Unica carta, sendo necessario recorrer a varias cartas para garantir que todas as
regides sao devidamente cartografadas.

Por exemplo, no caso da Terra ilustrado na Figura 4.3, poderiamos pensar que a regido U descrita
pela carta o corresponde a variedade S? inteira. No entanto, essa carta cobre apenas uma parte da
superficie. De facto, ndo existe nenhuma carta Unica capaz de descrever toda a variedade S? de uma
s0 vez — sd0 necessdrias, pelo menos, duas cartas para o fazer.

Muitos poderiam dizer: “Mas parece que toda a Terra esta representada naquele mapa!”. Contudo,
veremos que ha sempre alguns pontos que nao podem ser incluidos na mesma carta . Para perceber
isso, precisamos de entender como ¢ traduz os pontos de uma regido de S? para uma regido de R2.

No caso desta carta, tal correspondéncia é obtida através da projec¢ao cilindrica.

Curiosidade: O que é uma projecao cilindrica da Terra?

Uma projecao cilindrica da Terra €, no fundo, uma forma de representar a superficie esférica
do planeta num plano.

A ideia é simples: imaginamos a Terra colocada dentro de um tubo cilindrico (sem tampa nem
fundo), de tal modo que o cilindro seja justo e tenha a mesma altura que a Terra, como se mostra
na Figura 4.4a. Esse cilindro sera a nossa tela, onde vamos “gravar” os pontos do globo.

Para projetar um local, basta imaginar que um raio de luz sai perpendicularmente ao eixo
central do tubo, atravessa o ponto em questdo da Terra e marca a sua posi¢éo no cilindro (Fi-
gura 4.4b). Se repetirmos este processo para muitos pontos, o cilindro fica preenchido com a
informacéo da esfera. Depois, € sé cortar o tubo e desenrola-lo para obter a imagem da carta
resultante.

(a) Terra inscrita num cilindro (b) Processo da projegao cilindrica

Figura 4.4: Como obter a projecéo cilindrica de S?
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Na Figura 4.4a j& estédo representados os paralelos e meridianos projetados no tubo, formando
uma espécie de grelha.

Note-se, no entanto, que esta técnica introduz distorgbes: por exemplo, na regido central
(zona B da Figura 4.4b) dois pontos no mesmo meridiano mantém aproximadamente a distancia
relativa ap6s a projecao; mas perto dos polos (zona A), dois pontos a mesma distancia real
acabam projetados muito préximos um do outro, evidenciando a deformagao provocada pela
projegéao cilindrica.

Podemos ver uma das razdes pelas quais esta carta ndo consegue descrever todos os pontos de
S2: o0 ponto C da Figura 4.4b, o polo sul, usando a mesma técnica de projecéo, seria mapeado para
multiplos pontos do tubo cilindrico. Isto significaria que um ponto da variedade seria enviado para varios
pontos na imagem da carta, quebrando a bijetividade de ¢ e tornando a carta invalida. Por isso, a carta

ndo pode contemplar os polos da Terra.

Outros conflitos surgem ao cortar o tubo, operagéo necessaria para achatar a superficie em R2. Ao

fazé-lo, caminhos continuos na variedade deixam de ser continuos na imagem da carta.

Se virarmos o globo ao contrério (Figura 4.5), observamos um exemplo: uma curva continua na

variedade que liga os pontos C' e D perde a continuidade quando representada na regido V C R2.
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Figura 4.5: U = S? implicaria perda de continuidade da carta ¢

Deste modo, ¢ deixaria de ser uma carta valida. E necessario escolher uma regido U c S2 que
respeite todas as propriedades do homeomorfismo. A solugdo consiste em retirar os pontos problema-

ticos.
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O dominio U da carta ¢ deixa de ser a variedade S2
na sua totalidade, excluindo os dois polos € um meridi-

ano no Pacifico (Figura 4.6).

Com este novo dominio, a incompatibilidade dos
polos ser mapeada para multiplos pontos desaparece.
Também o caminho de C' a D deixa de ser continuo em

U, resolvendo o outro problema. Assim, todas as propri-

edades do homeomorfismo séo satisfeitas, e a carta ¢
. Figura 4.6: Dominio U para a carta ¢
torna-se valida.

Para cobrir os pontos restantes de S2?, seria necessaria outra carta, v, garantindo que todas as

regides da variedade ficam devidamente representadas.

Carta Local

Uma carta local é simplesmente o par formado por uma regido U da variedade e a carta ¢ que a
descreve, escrito como (U, ¢). Podemos pensar assim: primeiro escolhemos a zona U do “mundo” que
queremos cartografar, e depois decidimos qual é a carta ¢ que vamos usar para a representar. O par
(U, ) diz-nos entdo duas coisas em simultaneo: para onde estamos a olhar e qual é a forma de traduzir
essa parte da variedade para um espago plano.

Mais uma vez, uma carta local (U, ¢) é frequentemente designada por um sistema de coordenadas

na regiao U na variedade.

Atlas

Podemos agora criar um Atlas do nosso mundo exoético: € o sitio onde reunimos todas as nossas cartas,
cada uma bem identificada com a regido da variedade que descreve. Em termos simples, um atlas é
apenas uma colegao de cartas locais (U,, v+ ) que, juntas, permitem navegar por todo o0 nosso mundo.
Aqui, o indice « serve apenas para distinguir cada regido e a respetiva carta — é a forma genérica de
escrever uma carta local.

Uma condicao essencial para que um conjunto de cartas locais forme um atlas é que a unido de
todas as regides U, cubra a variedade inteira. Em outras palavras: ndo importa onde nos encontremos,
havera sempre pelo menos uma carta que descreve a vizinhanga desse ponto. Pode até acontecer que

diferentes cartas mapeiem a mesma regiao, oferecendo perspetivas distintas. Matematicamente:

U o =m (4.1.2)

acA
A notagao habitual para um atlas é A, sendo definido como:

A= { (Uou @a) }ocEA- (41 3)
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Aqui, A é simplesmente o conjunto de indices necessario para identificar todas as cartas que compdem

o atlas.

4.1.2 Variedade Diferenciavel

Uma Variedade Diferenciavel (ou Variedade Suave) de dimensdo n é uma variedade topolégica de
dimenséo n equipada com um atlas diferenciavel maximal A.

Exploremos o que queremos dizer por atlas diferenciavel.

Atlas Diferenciavel

Um atlas diferenciavel é um atlas cujas cartas locais sdo todas compativeis entre si, ou seja, sempre
que duas cartas se sobrepdem, a transigao entre os seus sistemas de coordenadas é suave (C).
Para percebermos melhor o conceito de compatibilidade, consideremos duas cartas locais (U, ¢q)

e (Us,g) numa variedade M de dimensao n. Havera dois cenarios possiveis:

* Se U, e Ug ndo se sobrepdem, ou seja U, N Ug = @, entdo nado ha conflito entre elas: sao

automaticamente compativeis.

» Se, pelo contrario, U, e Ug se sobrepéem numa regido W = U, N Uz # @ (como ilustrado
na Figura 4.7), entdo cada ponto p € W pode ser descrito por dois sistemas de coordenadas

diferentes:
p=walp) €ER", p=ps(p) eR" (4.1.4)

Ou seja, p tera coordenadas p na imagem de ¢, e coordenadas p na imagem de ¢g.

v
N

Figura 4.7: Sobreposicdo de duas cartas locais.

Para passar de uma perspetiva a outra, definimos uma fungdo de mudanca de coordenadas na
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regido de sobreposigdo W = U, N Ug:

Fioa(W) = pg(W),  Fi=gpop,". (4.1.5)

Vamos explicar com calma o que isto significa:

v (W) é a representagdo em R”™ da regido W da variedade vista através da carta ¢,. Ou seja,

sdo todas as coordenadas p € R™ correspondentes a pontos p € W.

De forma equivalente, w3(1V) é a representacao da mesma regido W agora através da carta ¢z,

resultando nas coordenadas p € R".

A funcdo F toma um ponto p € ¢, (W) e devolve o mesmo ponto representado no sistema de
coordenadas da carta ¢z, ou seja F(p) = p € pg(W).

Intuitivamente, F(p) faz duas coisas: primeiro leva  de volta a variedade, p = ¢ (), e depois

aplica a carta ¢ para obter as novas coordenadas p = ¢g(p).

De forma analoga, podemos definir a funcao inversa que traduz coordenadas nestas regides mas

no sentido oposto, de ¢z (W) para de ¢ (W):

Fhips(W) = ga(W),  Fl=ggop;.

Teremos entédo que F~1(p) = p, para qualquer ponto p € W.

Dizemos que as duas cartas sdo compativeis se estas fungcdes de mudancga de coordenadas, F e

F~1, forem suaves (C*°).

Intuicdo: A compatibilidade entre duas cartas garante que, por exemplo, caminhos suaves

numa carta (uma certa perspetiva) também serdo suaves na outra, sem criar vincos. Isto assegura
que a mudanca de uma perspetiva para outra ndo distorce de forma brusca a forma ou a geometria
local da variedade.

Um atlas é dito maximal se contiver todas as cartas locais compativeis entre si. Em outras palavras,

se existir uma carta compativel com todas as cartas do atlas, essa carta deve pertencer ao atlas,

tornando-o, nesse sentido, “completo”.

Note-se que podem existir diferentes atlas maximais sobre a mesma variedade que ndo comparti-

Ilham cartas entre si, pois as cartas de um podem nao ser compativeis com as do outro.

Deste ponto do texto em diante iremos explorar apenas variedades diferenciaveis, referindo-as por

apenas variedades.

Y Exercicios Resolvidos

_

4.1.3 Curvas
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N 4.2 Coordenadas Locais

Comentario do Autor

Como podemos expressar uma variedade em coordenadas locais? Este é o objetivo desta
seccao: construir, passo a passo, a intuicdo necessaria para descrever uma variedade usando
coordenadas, através de exemplos familiares do dia a dia.

Comecaremos por analisar o espago R? sob duas perspetivas diferentes — as coordenadas
cartesianas e as coordenadas polares —, um cenario simples e intuitivo que nos permitira intro-
duzir gradualmente os conceitos fundamentais.

Abordaremos as diferentes notacdes associadas a cada carta usada para representar uma
regido local da variedade:

» Usaremos o simbolo ~ para referir que determinado objeto é relativo a carta genérica ¢
(principal).

» Usaremos o simbolo ~ para referir que determinado objeto é relativo & carta genérica ¢
(secundaria).

Aprenderemos também a expressar, em coordenadas locais, objetos como pontos, curvas,
mapas e fungdes escalares. Por fim, veremos como estas expressdes se transformam quando
mudamos de sistema de coordenadas (isto é, de carta).

4.3 Vetores

Nas secgoes anteriores criamos estes novos mundos exdéticos — as variedades. Construimos cartas que
nos permitem observa-los e navegar sobre a sua superficie, e até desenhar caminhos (curvas). Falta,
no entanto, algo essencial: algo que nos permita caracterizar a velocidade com que nos deslocamos
ao longo da variedade — o conceito de vetor.

Os vetores serdo precisamente os objetos que captam esta nocao de direcdo e intensidade em
qualquer ponto da variedade.

Uma forma intuitiva de introduzir esta ideia é através de fun¢ées escalares definidas na variedade.

Uma fungéo escalar (ou campo escalar) é uma aplicacéo
f:UCM—R, (4.3.1)

isto é, atribui a cada ponto de uma regido U da variedade (n&o precisa de ser toda a variedade) um
ndmero real.

Um exemplo seria uma fungéo que, a cada ponto do nosso mundo exoético, associa a temperatura
nesse ponto, ilustrada na Figura 4.8. Assim, a medida que percorremos a variedade, a temperatura vai

variando.

61



Comecando numa certa posigcao, a variagao deste valor de temperatura dependera da nossa velo-
cidade:

* Na direcao — havera diregbes em que a temperatura aumenta, outras em que permanece cons-

tante e outras em que diminui.

* Na intensidade — para uma mesma direcdo, a variagcdo da temperatura também depende da
intensidade da nossa velocidade. Por exemplo, se ao andarmos numa diregdo observarmos que
a temperatura varia a um ritmo de 4° por segundo, entdo, se corrermos ao dobro da velocidade, a

variagdo sera também o dobro, passando a 8° por segundo.

E precisamente esta nogao de “como uma fungao varia consoante a velocidade com que nos deslo-

camos” que ird motivar a definicdo formal de vetor.

M

Figura 4.8: Visualizacdo da funcdo de temperatura sobre a variedade M

4.3.1 Definicao Abstrata

Uma forma de compreender o conceito de vetor numa variedade é vé-lo como um operador. Ja perce-
bemos, intuitivamente, que estando num ponto p, diferentes diregbes e intensidades de movimento (ou
“velocidades”) produzem diferentes variagdes numa fungéo escalar — por exemplo, na temperatura f
medida ao longo da superficie. Assim, podemos pensar num vetor v ndo apenas como uma seta de-
senhada na variedade, mas como algo que, estando em p, nos diz como e quanto uma fungéo escalar
varia quando nos deslocamos infinitesimalmente naquela direcao aquela intensidade.

Em termos formais, dizemos que um vetor em p € um operador que atua sobre fungdes escalares
diferenciaveis, devolvendo a taxa de variacdo dessa funcao na direcéo e intensidade do vetor — sendo

essencialmente uma derivada direcional:
¢(0): C*(U) = R. (4.3.2)

Se considerarmos uma curva c¢(t) que passa pelo ponto p quando ¢ = 0, entdo o vetor tangente a

curva nesse ponto € o operador que age sobre fungdes f € C*°(U) da seguinte forma:

¢0)-f=—|  [fle®) (4.3.3)
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Esta expressao define, de forma abstrata, o que € um vetor: um operador de derivagdo que mede a
variagao de fungdes escalares ao longo de curvas que passam por p.

O espaco tangente num ponto de uma variedade € o conjunto de todos os vetores associados a
esse ponto. Denotamo-lo por 7;,,M, onde p indica o ponto da variedade a que os vetores pertencem e
M é o nome da propria variedade.

Na proxima subsecg¢ao, iremos reproduzir 0 mesmo raciocinio em coordenadas locais (Figura 4.9b),

permitindo-nos expressar um vetor na sua forma local.

X2
+ 1 - N
3 b = 1
2 AL":
M ] P
1 ==
| T p— i | v sl
0 LA LN B LI
1 2 3 4 5 x
(a) Variedade M com um caminho representado (b) Vizinhanga de p em coordenadas locais

Figura 4.9: Vetores na Variedade M

W\ 4.3.2 Forma Local

= Caixa de Ferramentas: Notacéo de Einstein

R 4.3.3 Mudanca de Coordenadas
N 4.3.4 Contravariante vs. Covariante

Y 4.3.5 Campo Vetorial
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N 4.4 Covetores

Comentario do Autor

Os covetores podem ser vistos como as réguas da variedade — sdo os objetos que nos
permitem “ler” ou medir a informacéao contida nos vetores. O objetivo desta sec¢do € compreender
intuitivamente o seu significado, recorrendo a exemplos concretos em espagos euclidianos e a
algumas analogias. Em duas dimensodes, por exemplo, podemos imagina-los como conjuntos de
retas orientadas que, ao atuarem sobre o espago tangente, permitem medir os vetores, revelando,
por exemplo, quais seriam as suas componentes num determinado sistema de coordenadas.

N 4.4.1 Forma Local

R Caixa de Ferramentas: Delta de Kronecker ( §)

R 4.4.2 Mudanca de Coordenadas

WY 4.4.3 Campo de Covetores
N 4.5 Tensores

Comentario do Autor

A primeira vez que me deparei com tensores a sua motivagao foi praticamente inexistente,
tendo sido definidos como quaisquer objetos geométricos que seguissem determinadas regras
de mudanca de coordenadas. Nesta seccao, o objetivo € construir sobre a estrutura das ultimas
duas seccgoes: vetores e covetores, construindo uma maquina que realiza calculos usando estas
"setas"e "réguas"da variedade. A intencdo é ser uma abordagem progressiva comegando por
tensores mais simples, introduzindo o produto tensorial e abordando a sua formulagéo local.

%

4.5.1 Forma Local

%

4.5.2 Produto Tensorial

%

4.5.3 Mudanca de Coordenadas

%

4.5.4 Campo Tensorial
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4.6 Transporte Paralelo

Até agora, no nosso mundo exético — a variedade — ja construimos varias ferramentas: sabemos
descrever regibes com sistemas de coordenadas, falar de diregbes com vetores, de medidas com co-
vetores e até montar maquinas mais complexas como tensores. Também ja conseguimos definir o que
significa percorrer um caminho sobre a variedade — aquilo a que chamamos uma curva.

Mas agora surge uma pergunta natural: imaginemos que estou num ponto da variedade e quero
comegar a caminhar de forma a manter a minha velocidade: sempre andando na mesma direcéo e a
um ritmo constante, que percurso (curva) devo fazer na variedade?

Este serd um tema que ira moldar estas 3 préximas secg¢bes: Transporte Paralelo, Derivada Covari-

ante e finalmente Geodésicas.

Comentario do Autor

Nesta seccado apresento uma abordagem diferente da forma classica de introduzir o tema.
Tradicionalmente, comega-se pela definicao da derivada covariante através de uma lista de pro-
priedades e depois se define o transporte paralelo como o transporte que a anula. Para mim, esta
ordem esta invertida: torna o conceito abstrato e pouco intuitivo, perdendo o sentido geométrico
essencial.

O meu plano segue uma sequéncia mais natural e motivada:

» Comecamos pelo transporte paralelo, explicando o que ele representa e porque é uma
escolha.

« Listamos as propriedades intuitivas que este deve ter ao atuar sobre escalares, vetores,
covetores e tensores.

* Introduzimos a derivada covariante como analogia a derivada direcional no espago eucli-
diano: comparamos vetores em pontos diferentes transportando-os paralelamente antes de
medir a variagao infinitesimal. Todas as propriedades da derivada covariante podem ser
derivadas através das propriedades do transporte paralelo.

« Esta logica permite definir de forma clara e motivada a derivada covariante para os objetos
geométricos mencionados, resultando na representagao local conhecida.

Esta abordagem, mais sequencial e intuitiva, torna mais facil para o leitor seguir toda a formu-
lagdo matematica.

Andar sempre “em frente” a um ritmo constante significa manter o nosso vetor da velocidade cons-
tante enquanto nos movemos. Mas isto levanta logo um problema: como é que sabemos, ao chegar a
um novo ponto, qual o vetor que representa o vetor de velocidade que eu tinhamos inicialmente?

Recordemos que numa variedade cada ponto tem o seu préprio espago tangente, e nao ha uma
forma natural de comparar diretamente vetores em pontos diferentes. Ndo podemos simplesmente

“arrastar” fisicamente o vetor ao longo do caminho, porque ele esta preso ao espaco tangente onde
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nasceu.

Esta secgao terd como foco resolver exatamente este problema: como podemos “transportar” um
vetor ao longo de uma curva, de forma a manter a sua direcdo e intensidade, para o podermos usar
sempre como referéncia?

O que faremos é o seguinte: ao longo do caminho, escolhemos, em cada ponto, um vetor que
represente a mesma direcao e intensidade que o vetor original. A esta escolha sistemética de vetores
em todos os pontos ao longo de uma curva — representantes do vetor original — € o que chamamos de
transporte paralelo.

E importante perceber que esta escolha é nossa — n&o é algo que vem automaticamente com
a variedade. Somos nés que decidimos o que significa “manter a direcdo” e intensidade. Uma vez
escolhida essa regra para a variedade, dizemos que um vetor foi transportado paralelamente de A
para B ao longo de um caminho se o vetor final em B resulta da aplicagcdo dessa regra ao longo de
todo o percurso. Ha muitas formas possiveis de definir o que significa “transportar paralelamente” — e

diferentes escolhas resultam em comportamentos diferentes.

4.6.1 Definicao

Embora o transporte paralelo de vetores seja a motivacao inicial desta seccéo, é igualmente importante
aprendermos a transportar paralelamente outros objetos geométricos — comegaremos por escalares,
seguindo para vetores e depois covetores — até chegarmos a formulagao geral do transporte paralelo
de um tensor.
Quando formos transportar um objeto geométrico ao longo de uma curva ¢, do ponto ¢(a) para o
ponto ¢(b), iremos usar a notagéo:
c_,(0). (4.6.1)

Aqui:
* P indica que se trata de um transporte paralelo;
» O sobrescrito ¢ indica a curva utilizada;
+ O subscrito a — b indica que comegamos em c¢(a) e terminamos em ¢(b);

» O simbolo [0 representa o objeto geométrico da variedade M que iremos transportar paralela-

mente.

Iremos usar esta mesma notacgao para os operadores de transporte paralelo de todos os objetos
geométricos mencionados, sendo que as ambiguidades quanto ao operador a que nos referimos serao
esclarecidas pelo contexto.

Ao longo do Anexo A (devido as limitacées de espaco), iremos especificar os operadores de trans-
porte paralelo para cada tipo de objeto geométrico, definindo as propriedades que estes operadores

deverdo ter. Estas propriedades serao motivadas a medida que séo apresentadas.
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4.7 Derivada Covariante

Na secgao de vetores aprendemos a calcular a taxa de variagdo de fungbes escalares ao longo da
variedade consoante uma direc¢ao e intensidade, ou seja, a derivada direcional. Por exemplo, para uma
funcdo temperatura f, que associa um nimero real a cada ponto da variedade M, podemos calcular
a derivada direcional aplicando um vetor v com a dire¢ao e intensidade desejadas, escrevendo v - f.
Isto é possivel porque, ao deslocarmo-nos numa certa direcdo, podemos sempre comparar a nova
temperatura com a temperatura inicial.

Agora, imaginemos um campo vetorial Y, em que cada vetor representa a velocidade do vento
num ponto da variedade. Perguntamo-nos: como varia a velocidade do vento ao movermo-nos numa
dada diregdo? Ao contrario do caso escalar, ndo podemos comparar diretamente vetores em pontos
diferentes, tornando impossivel calcular a derivada direcional da mesma forma.

E aqui que entra o transporte paralelo: ele permite transportar, passo a passo, um vetor (ou qualquer
tensor) da forma "mais direitinha possivel", de modo a mantermos connosco sempre uma referéncia do
seu valor original. No nosso exemplo, a cada passo movemo-nos para um novo espago tangente, mas
temos ndo sé o vetor que indica a nova velocidade do vento, como também o vetor do ponto inicial,
transportado paralelamente, para comparagao.

Esta ideia serve de base para definir um novo tipo de derivada direcional, adaptada a campos de

objetos geométricos (vetores, covetores, tensores): a Derivada Covariante.

Comentario do Autor

Esta abordagem é mais intuitiva que a da literatura tradicional, pois baseia-se diretamente
no transporte paralelo, trazendo até a possibilidade de formular a derivada covariante de forma
abstrata. Embora a notagdo possa ser (bastante) pesada em algumas derivagdes, o método
fornece uma intuicdo clara do que significa “derivar” um campo tensorial em variedades.

4.7.1 Definicao Abstrata

Queremos criar um operador capaz de calcular a taxa de variagao de campos geométricos num ponto
da variedade, em fun¢do de uma dire¢éo e intensidade. Este operador baseia-se no transporte paralelo
para comparar objetos em diferentes pontos.

A derivada covariante num ponto p recebe entdo como parametros:
* Um vetor v € T,,M, indicando a dire¢éo da derivada;
» Um campo tensorial T, que é o objeto geométrico a derivar.

O resultado é um tensor em p que caracteriza a taxa de variagdo de T nessa diregao:

ViT,M x TU(M) = T5M,  V,T:=V(u,T). (4.7.1)
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De forma analoga a derivada direcional, podemos imaginar “andar” um intervalo infinitesimal 4 na
direcdo do vetor v a partir de p. A derivada covariante compara entdo o tensor no ponto c¢(h) com o
tensor transportado paralelamente desde p:

Teony — P§n(Te(o))
h b

V,T = lim (4.7.2)
h—0

onde ¢ € uma curva com ¢(0) = p e ¢(0) = v.

Podemos generalizar esta definicdo substituindo o vetor v por um campo vetorial X, permitindo
derivar T' em diferentes diregbes em cada ponto da variedade. O resultado é outro campo tensorial,
dado por

(VxT),=Vx,T (4.7.3)

P
Assim, a derivada covariante generalizada recebe:
* Um campo vetorial X, indicando a dire¢do da derivada em cada ponto;
+ Um campo tensorial T, o objeto a derivar.

O resultado é um campo tensorial que representa a variacao infinitesimal de T em cada ponto, na
diregdo definida por X:
Vi X(M) x TUS(M) — TT)(M). (4.7.4)

Esta definicao abstrata fornece uma intuicdo geométrica clara: a derivada covariante mede como
um campo tensorial “muda” ao percorrer a variedade, respeitando a forma natural de transportar os
objetos geométricos — o transporte paralelo.

Embora util para intuicao, esta formulagéo nao é pratica para calculos explicitos, sendo geralmente
preferivel trabalhar com a sua forma local.

A partir desta definicao abstrata e das propriedades do transporte paralelo, podemos agora deduzir

algumas das propriedades fundamentais da derivada covariante.

4.7.2 Propriedades

Sejam X, Y, Z campos vetoriais, 7' e S campos tensoriais e f e g fungbes escalares. Valem as

seguintes propriedades:

1. Linearidade no campo derivado:

Vx (T+8) =VxT + V5. (4.7.5)

Prova

Como o transporte paralelo é linear no vetor transportado, temos:

;—>b(T + S) = CCL—>b(T) + ,Pg—ﬂ;(s)'
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Ao avaliarmos o campo tensorial V x (7' + S) num ponto genérico p € M, obtemos:

o (T S)ey — P5_n (T + 5)c(0))
(Vx(T +9)), = lim h

o Tew + Sew = (Poon (Te) + Pin(Se)

h—0 h
e Ten) = Po—on(Te(o)) 4 fim Se(h) = Pyn(Se(0))
h—0 h h—0 h

= (VXT)p + (VXS)p~

Como esta igualdade ¢é valida para todo o ponto p € M, concluimos que:

Vx(T+S) =VxT+VxS 11

2. Derivar funcoes escalares

Vxf=X-f (4.7.6)

Y Prova

3. Interacdao com o Produto Tensorial

Vx(T®S) =T (VxS)+(VxT)® S (4.7.7)
Prova

Temos do transporte paralelo de tensores:
g—>t(T® S) = sc—>t(T) ® ;:—>t(S)'

Ao avaliarmos o campo tensorial Vx (7' ® S) num ponto genérico p € M, obtemos:

o (T8 )en) = P (T ® 8 )eo)
(Vx(T®89)), = lim h

Te(n) ® Se(n) = Po_sn (Te(0) ® Se(0))

= A .
_ iy Tew ® Sen) = Pion (Te) @ Pion (Seqo))
h—0 h
i Tew @ Sew) = Pon (Te@) @ Péoon (Seqo))
= l1m
h—0 h
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=0

= lim (Te(n) © Poyn (Se0)) = Tetn) @ Posn (Se0))

Teny ® Seqn) = Ten) ® Piyn (Se(0))

= h
et Tehy ® P§_p (Se0) — Péon (Te0) © Pyr, (Se(0))
1m
h—0 h
Sc - PC SC
= lim Tc(h) ® lim < (h) 0—h ( (0)))
h—0 h—0 h

9 Tch - P (TCO) g c

=Te(0) ® (Vx ) o0y T (VX T) o0y @ P—s0 (Se0))
=T,® (Vx S)p + (Vx T)p ® S,
Como esta igualdade ¢é valida para todo o ponto p € M, concluimos que:

VxT®S) =T (VxS)+(VxT)® 5. 1

4.7.3 Em coordenadas locais

Sabemos entdo que a derivada covariante de um campo tensorial gera outro campo tensorial. Podemos
escrever as componentes do campo resultante quando visto em coordenadas locais.

Para um Campo Vetorial

Para um certa carta local (U, ¢):
VxY = (X -Y'+ X7 Y*T%,) 6 (4.7.8)

onde T, s&o certas fungbes associadas a V e as coordenadas locais, chamadas os Simbolos de
Christoffel.
Ou seja, a derivada covariante do campo vetorial Y na dire¢cdo X produz o campo vetorial descrito

acima em coordenadas locais.

N Prova

Para um Campo de Covetores

VW= (X -W; = X W, T%,) da’. (4.7.9)
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Prova

Para um certa carta local (U, ¢) onde p € U:

X = X7 9, W =W, dz*.

Podemos repetir os mesmos passos feitos para o campo vetorial em X, obtendo:

VW = (X Wy )da" + XTI W, Vo, dat.

Aqui
Vo, dz® = @?i da’,

e podemos provar que O, = —T'%;:

OF, = (Vq, da*)(0;) =

dak| =P, ( dak| )
= lim l( (h) O;h (0) ) (Pg_m( il .0y ))] -

h—0

45 (P ( 0l )) = (Poon( do¥] i) ) (P By )

= 1. =
hlg}) h

d$k|c(h) (Pgﬁh( 8’i|c(o) )) - dxk|c(o) ( ai|c(o))

= 1. =
hl—% h

dwk’c(h) ( ai|c(h)) - dxklc(h) (Pg—m( ai|c(0) ))

== h -
== @ | fim h -
=— dl’k(vajal) =
k
Ou seja,
Vo, dz* = —T%, da’.
Concluindo,

VxW = (X - W) da* + X7 Wy Vo, da* =
= (X -W;)da' — XI W, T%, da’ =

=(X W —XIW, T¥)da'. B
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R Para um Campo Tensorial

Comentario do Autor

Aqui usaremos a propriedade Vx (T ®S) =T®(Vx S)+(Vx T)®S para escrever a derivada
covariante de um tensor do tipo (r, s) em coordenadas locais. Sera dado como exemplo um tensor
do tipo (1,1).

Y 4.7.4 Transporte Paralelo

4.8 Geodésicas

Podemos agora procurar as curvas que nunca viram, aquelas que mantém sempre a mesma dire¢ao —
as que, em espacos euclidianos, chamamos de retas. Num espago mais geral, ou seja, numa variedade
diferenciavel, estas curvas recebem o nome de geodésicas.

Na verdade, uma geodésica ndo € apenas uma curva que segue sem virar: é também uma curva
percorrida a um ritmo constante. Em cada ponto, o vetor velocidade ¢ mantém néo sé a sua direcao,
mas também a sua intensidade.

Para que isso acontega, o vetor velocidade tem de ser transportado paralelamente a cada passo do
caminho. A ferramenta que nos permite verificar se isso acontece é a derivada covariante, que mede
exatamente o desvio entre um vetor e 0 seu transporte paralelo.

Assim, em cada ponto ¢(t) da nossa curva, ao avangarmos na diregio da velocidade ¢, queremos
que o vetor de velocidade ¢ seja transportado de modo a que esse desvio seja nulo. Dessa forma,
garantimos que o vetor no passo seguinte mantém exatamente a mesma diregéo e a mesma intensidade
do anterior. Matematicamente:

(Ved)ogpy = Vernlt) = 0. (4.8.1)

Esta é, portanto, a condicao fundamental que define uma geodésica.

4.8.1 Em coordenadas locais

Em coordenadas locais, é habitual usar as proprias coordenadas para nomear as componentes da

curva. Por exemplo, em R?, escrevemos:

c(t) = (x(t),y(1)), (4.8.2)

onde z(t) e y(t) representam as componentes da curva ao longo dos eixos = € y.
De forma analoga, numa variedade n-dimensional com coordenadas locais (z!,...,2"), podemos
escrever:
et) = (2'(t),...,2"(t)), (4.8.3)
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onde cada fungéo z'(t) representa a i-ésima componente da curva na carta escolhida.
Podemos entédo escrever, em coordenadas locais, as condigées que determinam se uma curva c é
uma geodésica:

A2zt dxd dxk
—+ — —TI%. =0 ara i=1,...,n. 484
az T g ar e = 0 P PT el (4.8.4)

A estas equacdes chamamos as equacodes geodésicas.

N Prova

N Exercicios Resolvidos
WV 4.9 Métrica

Comentario do Autor

Um dos passos mais importantes sera criar uma ferramenta g que nos permita fazer medicdes
na nossa variedade: distancias, angulos, areas, volumes... Chamaremos a esta ferramenta de
métrica, e sera o foco desta seccao.

Iremos abordar este conceito de forma ligeiramente diferente do método tradicional: imagi-
nemos que nos encontramos num ponto da variedade e queremos construir esta ferramenta de
medicao a partir do zero. Inspirada no produto interno ortonormal cartesiano, a métrica permitira
medir vetores no ponto considerado. Para isso, podemos montar, nesse ponto, uma colecao de
réguas — formalmente, um tensor — configuradas de forma a extrair as componentes de uma
base ortonormal dos vetores em questao e calcular o produto interno.

Depois de montada, podemos transportar paralelamente esta colegao de covetores para todos
os pontos da variedade, garantindo que a nossa ferramenta de medicdo se mantém consistente.
Ao longo desta secgdo exploraremos também outros conceitos relacionados, como compatibili-
dade com a métrica, torsao e comprimento de curvas, sempre através de uma abordagem intuitiva
e visual.
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%

4.9.1 Compatibilidade com a Métrica

%

4.9.2 Torsao

4.9.3 Inversa da Métrica

% %

4.9.4 Conexao Levi Civita

%

4.9.5 Comprimento de uma Curva

Comentario do Autor

Aqui sera usado o método tradicional para introduzir o conceito de comprimento de uma curva
usando a métrica, acompanhado da intuicdo que o motiva: o vetor tangente a curva sera inter-
pretado como vetor velocidade, e o parametro da curva como tempo. Através de passinhos
infinitesimais, serd possivel calcular o comprimento da curva.

Nesta subsecg¢ao sera apresentada a formulagao do conceito em coordenadas locais, seguida
de uma introdugédo as equagdes de Euler-Lagrange, culminando na demonstragdo de como a
conexao de Levi-Civita gera geodésicas que minimizam o comprimento da curva.

W\ 4.9.6 A métrica como ponte entre vetores e covetores

N 4.10 Curvatura

Comentario do Autor

Apos realizarmos o transporte paralelo de um vetor ao longo de uma curva fechada ele podera
ndo regressar exatamente com a mesma diregdo com que partiu. Mesmo tendo mantido o seu
comprimento constante durante todo o percurso, o vetor final pode surgir “rodado” em relagéo ao
inicial.

A curvatura sera entdo introduzida como o efeito resultante desse desvio: ela mede quanto
e de que forma o transporte paralelo ao longo de um circuito fechado falha em devolver o vetor a
sua orientagao original. Em espacos planos esse desvio € nulo, mas em variedades curvas ele
traduz precisamente a presenca de curvatura geométrica.

N 4.10.1 Tensor de Curvatura de Riemann
W 4.10.2 Tensor de Ricci

N 4.10.3 Escalar de Ricci
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A Relatividade Restrita, embora extremamente bem-sucedida, ndo consegue explicar o efeito da
gravidade sobre o movimento dos corpos. Para incluir a gravidade de forma consistente, é necessario
expandir a teoria, adotando um modelo em que a presenca de massa e energia influencia diretamente
a geometria do espago-tempo.

Neste capitulo iremos mostrar como o0s conceitos que aprendemos até agora se organizam para
formar a Relatividade Geral. O espago-tempo passa a ser visto como uma variedade com curvatura.

Pelo principio da equivaléncia, sabemos que, localmente, o espago-tempo é equivalente a um espaco

plano de Minkowski, onde a Relatividade Restrita continua valida.

Exploraremos a importancia da métrica do espacgo-tempo, e de que forma ela difere de uma métrica
Riemanniana classica. A partir da métrica, seremos capazes de calcular as geodésicas, que determi-
nam as trajetérias de corpos em movimento livre. Para isso, introduziremos as Equacdes de Campo
de Einstein, que relacionam a distribuicdo de matéria e energia com a curvatura do espago-tempo,
permitindo determinar a métrica em cada situacao.

Com estas ferramentas, estaremos preparados para analisar modelos que descrevem o espaco-
tempo ao redor de planetas, estrelas e buracos negros, e também para compreender fendmenos como

ondas gravitacionais e a cosmologia.

Y 5.1 Curvatura no espaco-tempo

Y 5.1.1 Espaco-tempo como variedade
WY 5.1.2 Métrica do espaco-tempo

WY 5.1.3 Geodésicas no espaco-tempo
WY 5.2 Equacées de Campo de Einstein
W\ 5.2.1 Solucées das Equacdes de Campo de Einstein

N 5.3 Meétrica de Schwarzschild

%

5.4 Buracos Negros

%

5.5 Ondas Gravitacionais

%

5.6 Cosmologia
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Nesta conclus&o procuro reunir as ideias centrais desenvolvidas ao longo desta dissertacao, salien-
tar o contributo original do trabalho, bem como apontar as suas limitagdes e possiveis caminhos para
desenvolvimentos futuros. O objetivo nao é repetir exaustivamente o que ja foi exposto, mas antes

oferecer uma visdo de conjunto que clarifique o alcance e a relevancia desta abordagem.

6.1 Obijetivo Principal

O objetivo fundamental desta dissertacéo foi a exposigcao e analise parcial de uma abordagem didatica
e auto-contida sobre a teoria da relatividade — restrita e geral — escrita em portugués e orientada
para estudantes universitarios com formagao basica em calculo. Este trabalho procurou colmatar uma
lacuna sentida na literatura disponivel em lingua portuguesa: a auséncia de um material acessivel,
rigoroso e a0 mesmo tempo narrativo, que guie o leitor passo a passo desde conceitos elementares até
aos fundamentos geométricos da relatividade geral.

Pretendeu-se também introduzir uma abordagem pedagdgica distinta, em que cada conceito € apre-
sentado primeiro pela intuicdo, por exemplo geométrica, e s6 depois formalizado matematicamente.
Assim, o texto nao se limita a expor resultados, mas acompanha o raciocinio que conduz a sua formu-

lacdo.

6.2 Sintese do Trabalho Desenvolvido

Ao longo da dissertacao, fomos seguindo a estrutura da abordagem integral, fazendo a adaptacéo
necessaria as limitagdes relativas ao nimero de paginas.

No Capitulo 1, partimos da fisica classica e analisamos a experiéncia que demonstrou a invariancia
da velocidade da luz. VerificAmos que este resultado era incompativel com o modelo de Galileu aceite
na altura, originando o problema da soma de velocidades. Este foi 0 nosso primeiro passo em direcao
a Relatividade Restrita, uma teoria que propée um novo modelo capaz de resolver esse conflito.

No Capitulo 2, comegamos a construir essa teoria com base no principio da invariancia da veloci-
dade da luz, desenvolvendo a estrutura necesséria de referenciais — definindo como medir o tempo
e 0 espaco, e como identificar eventos. Em seguida, exploramos as consequéncias profundas dessa
teoria, como a quebra da simultaneidade universal, a dilata¢gdo do tempo e a contragdo do espago.

Com base nestes resultados, avangdmos para compreender como 0 mesmo evento € registado em
diferentes referenciais em movimento uniforme, derivando assim as transformacdes de Lorentz. Por
fim, deduzimos a nova lei de adigdo de velocidades que respeita a invariancia da velocidade da luz.

No Capitulo 3, abordamos o papel da gravidade no contexto da Relatividade Restrita. Este capitulo
€ um passo essencial para justificar a necessidade de uma teoria mais geral — a Relatividade Geral —
e a introducao da matematica capaz de descrever espacos curvos.

Finalmente, no Capitulo 4, tornamo-nos exploradores de mundos: introduzimos o conceito de va-

riedade e as suas representacdes através de cartas locais, apresentdmos a nocao de direcdo com
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vetores, e desenvolvemos a ideia de transporte paralelo. A partir das suas propriedades esperadas,
construimos o conceito de transporte paralelo de forma rigorosa e, posteriormente, generalizamo-lo
numa derivada direcional adaptada a tensores gerais.

Estas sdo as pecas fundamentais para a construgao da teoria da Relatividade Geral, esbogada no

Capitulo 5.

6.3 Contributo e Relevancia

O contributo mais relevante desta dissertagdo é de natureza pedagogica. Propoe uma apresentacao
sequencial, rigorosa e intuitiva da Relatividade Geral, em portugués, pensada para estudantes que
contactam com o tema pela primeira vez.

Entre os principais contributos da abordagem desenvolvida, destacam-se:

A formulacdo de uma experiéncia intuitiva de dilatacdo do tempo (partilha da duracao de 1 se-
gundo entre referenciais), concebida de modo a poder ser realizada na dire¢do do movimento,

permitindo a sua descrigdo num cenario unidimensional.

» O desenvolvimento de uma narrativa concisa e intencional, que introduz o conceito de variedade

de forma intuitiva e progressiva.

* A reestruturacdo da introducao da derivada covariante, partindo do conceito de transporte para-
lelo, construido a partir de propriedades intuitivas, o que permite formular a derivada covariante

de modo a preservar uma visualizagdo geométrica clara deste operador.

Estas escolhas tornam as motivagdes dos conceitos mais naturais e faceis de visualizar. No entanto,
algumas destas ideias, que podem parecer triviais numa explicacao informal, revelam-se mais exigen-
tes na sua formulacdo matematica. Ainda assim, acredito que, no futuro, sera possivel otimizar esta
abordagem para que todas as ideias centrais tenham também uma expressdao matematica simples e
acessivel.

Do ponto de vista da comunidade cientifica de lingua portuguesa, este trabalho representa um passo
relevante no sentido de tornar mais acessivel uma das teorias centrais da fisica moderna, reduzindo a
dependéncia quase exclusiva de bibliografia em inglés.

Por fim, o caracter narrativo e exploratério distingue este texto dos manuais tradicionais: em vez de
ser uma mera compilagao técnica, constitui uma tentativa de reconstruir o proprio percurso do pensa-

mento, tornando a experiéncia de aprendizagem mais préxima de uma descoberta partilhada.

6.4 Limitacoes do Estudo

Apesar do esforco de abrangéncia, procurando reproduzir o maximo possivel da abordagem pretendida,

esta dissertagdo acaba por permanecer relativamente incompleta, em grande parte devido a limitagcao
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de paginas. Varios topicos relevantes ficaram de fora, quer por restricdo de espaco, quer por opgao
pedagdgica. Outros acabaram por ndo ser incluidos por falta de uma formulagdo que me parecesse

suficientemente satisfatéria. Entre estes ultimos, destacam-se:
+ Relatividade Restrita: O quadrimomento e a introdugéo da energia.

- Ferramentas matematicas necessarias: A condi¢ido de torsdo nula da conexao de Levi-Civita e

0 conceito de curvatura.

* Relatividade Geral: A maioria dos topicos— por exemplo, as Equag¢des de Einstein e a métrica
de Schwarzschild, excetuando a introducdo e a ligacdo com a matematica discutida no capitulo

anterior.

O restante contetido foi omitido por limitagdo de espago. Assim, o foco desta dissertagdo centrou-se
em melhorar a transi¢do até a Relatividade Geral, privilegiando uma constru¢ao intuitiva que motivasse

0s conceitos fundamentais.

6.5 Perspetivas Futuras

O trabalho aqui apresentado pode servir de base a multiplos desenvolvimentos. Entre as perspetivas

possiveis na sua continuagcao destacam-se:
+ Ainclusao dos topicos omitidos devido as limitagdes de paginas;

» O desenvolvimento de uma abordagem intuitiva que cubra os restantes temas;

A elaboracéo das ferramentas auxiliares ao longo da leitura, como exercicios resolvidos, curiosi-

dades, caixas de ferramentas e ilustragcoes apelativas;

A inclusao de tépicos avangados, como ondas gravitacionais ou solugbes mais complexas das

equagoes de Einstein;

* A evolugao natural deste texto para um manual didatico mais alargado, acessivel a comunidade

académica de lingua portuguesa;

A criacdo de materiais complementares, como videos de apoio, que permitam uma exposi¢ao

mais dindmica dos conteudos.

A intencéo seria, ao longo destes passos, por também a abordagem a prova, com feedback real
por parte do corpo estudantil, ou até mesmo de pessoas sem qualquer familiaridade com os tépicos
aqui tratados. O texto poderia assim ir sendo moldado com o tempo, amadurecendo naturalmente, sem
pressa — como um vinho em barril.

Em dltima andlise, se a relatividade geral nos mostrou que 0 espago e o0 tempo sao entidades
dinamicas, também a forma de ensinar ciéncia deve ser flexivel e adaptativa. Este trabalho procura dar
um passo nesse sentido, demonstrando que é possivel aproximar a matematica abstrata da intuicéo

humana sem abdicar do rigor da teoria.
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A.1 Transporte Paralelo de Escalares

Este operador toma num escalar real definido no ponto ¢(a) e devolve, no ponto ¢(b), 0 mesmo escalar,

de forma a representar o valor original. Matematicamente:
P, R—=R. (A.1.1)

Ao contrario de vetores ou covetores, que estdo associados a pontos especificos da variedade, um
escalar ndo depende da posi¢ao na curva: qualquer escalar definido em ¢(a) pode ser considerado
em c(b). Assim, o transporte paralelo de um escalar é o mais simples dos casos: consiste apenas em

manté-lo constante. Para um escalar \, temos:
asb(A) = A (A1.2)

Intuicao: Transportar um escalar ao longo da variedade, de modo a altera-lo o minimo possivel,
significa simplesmente manté-lo constante.

A.2 Transporte Paralelo de Vetores

Este operador toma num vetor definido no espago tangente 7.,y M e devolve o seu vetor representante
do espagco tangente T.;) M. Matematicamente:

,Pg%b : Tc(a)M — Tc(b)]\/[- (A21)
Tentar caracterizar o operador do transporte paralelo sera bastante mais complexo do que no caso

escalar. Iremos listar 4 propriedades essenciais que fara sentido o transporte paralelo de vetores ter:

1. E linear

O transporte paralelo de um vetor é linear no vetor. Para quaisquer vetores u,v e
escalares )\, k:

,P(i—>b()‘ vt+ku)=A Pg—w(”) +k P(f—w(u)
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Intuicao: Um vetor v pode ser decomposto numa base, sendo uma combinagao
linear de vetores da base. Imaginemos entao que criamos uma estrutura que contém
0 vetor v € a combinacdo de vetores da base que somam v, toda montada com os
vetores aplicados uns a seguir aos outros de acordo com a regra do paralelogramo.

Se o operador P nao altera a direcao de vetores entédo esta estrutura néo se de-
veria partir. Se se partisse seria estranho, quem carregasse esta estrutura de forma
paralela iria ver para os vetores separarem-se e deixarem de estarem ligados uns aos
outros, sugerindo que nao teria sido mantida uma direcdo constante no seu trans-
porte.

2. E bijetivo

E associagdo um para um entre os dois espacos tangentes (vetoriais). Ou seja obedece
a dois critérios:

I. E injetivo
Nao existem vetores diferentes que ao serem paralelamente transportados produzam
0 mesmo vetor. Por outras palavras, se o vetor final do transporte paralelo de dois
vetores € igual entdo é porque os vetores iniciais também eram iguais:

Vu,v € TyyM, Py _y(u) =Py ,(v) = u=w. (A.2.2)

Intuicdo: Ao transportar dois vetores diferentes, ou seja, vetores com dire-
cOes diferentes, de forma a que a direcao deles seja preservada, teremos que
no fim também terdo que ter dire¢des diferentes, logo ndo poderiam resultar no
mesmo vetor.

Il. E sobrejetivo
Qualquer vetor no espago tangente final é resultado de um transporte paralelo de um
vetor do espago tangente inicial:

Yw € Tc(b)M, Ju € Tc(a)M : P((j_ﬂ,(u) = w. (A.2.3)

Intuicdo: Imaginemos uma estrutura no ponto inicial que tem vetores que
apontam em todas as dire¢des; a0 mover essa estrutura paralelamente para o
espaco tangente final todas as diregées tém que ser contempladas.

* Como é bijetivo tera sempre uma inversa bem definida, sendo possivel defini-lo na
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. ~ . . —1
direcdo inversa, ou seja (P, ) .7
Intuicao: Isto faz sentido porque, para qualquer transporte paralelo, existe sem-
pre uma forma de recuperar o vetor original percorrendo a mesma curva no sentido
inverso até ao ponto inicial.

b )71 pode ser expressa como um
transporte paralelo ao longo da mesma curva, mas no sentido inverso. Assim, esta operagéo inversa satisfaz
também todas as propriedades desta lista.

aE possivel provar que a inversa de qualquer transporte paralelo (P

3. E independente da velocidade

Imaginemos duas curvas c € v que percorrem a mesma imagem na variedade — isto
€, tragcam exatamente o mesmo caminho. Suponhamos agora que uma € percorrida a um
ritmo diferente da outra. O transporte paralelo entre dois pontos sera 0 mesmo em ambas,
independentemente da velocidade com que o trajeto é percorrido. Formalmente:

ct) =v(Mt) = Pap(v) =Pl (0)- (A.2.4)

Se ¢(t) = y(\t), irde t = a at = bem c corresponde a percorrer 0 mesmo caminho
e no mesmo sentido que ir de Aa a A\b em ~, apenas com um ritmo diferente. Como se
trata do mesmo percurso, o transporte paralelo de um vetor ao longo dele produz o mesmo
resultado, independentemente da velocidade com que é percorrido.

Intuicdao: Eu e o meu amigo fazemos exatamente o mesmo percurso entre 0s
pontos A e B, cada um a transportar uma dire¢do (vetor). Eu caminho, ele corre —
mas a nogao de direcao em cada ponto ndo deve depender da rapidez com que nos
movemos. No final, temos de concordar quanto a orientagéo do vetor transportado.

4. E suave

O transporte paralelo do mesmo vetor inicial ao longo de curvas semelhantes deve
produzir vetores finais também semelhantes. No entanto, como estes vetores estarao de-
finidos em pontos diferentes da variedade, ndo os podemos comparar diretamente. Para o
fazer, recorremos a coordenadas locais, onde as imagens dos vetores podem ser compa-
radas através das suas componentes.

O que queremos dizer ao afirmar que o transporte paralelo é suave é que, quando
observado numa carta local, os vetores resultantes de transportar o mesmo vetor inicial ao
longo de curvas infinitesimalmente proximas tém componentes também infinitesimalmente
proximas.

Intuitivamente, isto € natural: dois transportes quase idénticos nao deveriam produzir
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resultados muito diferentes. Seria absurdo que um desvio mindsculo no percurso causasse
uma grande diferenga no vetor final.

Construcao local da ideia

Consideremos um ponto p € M e um vetor inicial v € T,,M. Escolhemos uma carta
local (U, ¢) tal que p = (0,...,0), e denotemos por ¢ 0 vetor v expresso em coordenadas
locais.

Definimos a versao local do transporte paralelo:
755—)1(6) = P(()jal(v)v (A.2.5)
ou seja, o transporte local é apenas a representagdo em coordenadas do transporte abs-

trato.

Agora, a cada ponto ¢ da vizinhanga de p associamos o vetor resultante de transportar
paralelamente © desde p até ¢ ao longo da reta c;(¢t) = ¢t. Isto define um campo vetorial
local:

Py iR 5 R™, Py(q) = Ps,,(0). (A.2.6)

No ponto de origem, temos simplesmente:

Ps(p) = . (A.2.7)

A independéncia da velocidade do transporte permite relacionar curvas com parame-
tros escalados:
exg(t) = cg\t) = Py, (0) = Pa(A). (A.2.8)

Derivada direcional e suavidade

A suavidade deste campo vetorial implica a existéncia de derivadas direcionais em
qualquer ponto. Em particular, no ponto p:
Ps(hi) — Ps(0) Poi () =0

DPAD) — T; — 1 0—h
9aPy(p) = lim ” Lim

(A.2.9)

Esta expressdo mostra que a derivada direcional do campo gerado pelo transporte
paralelo pode ser escrita apenas em termos do préprio operador de transporte.

Como a variedade é diferenciavel e as cartas sao compativeis de forma suave, este
campo mantém a suavidade em qualquer outro sistema de coordenadas.
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Intuicdo: Caminhos quase idénticos devem gerar transportes paralelos quase
idénticos. Imaginemos varios amigos a partir do mesmo ponto p, cada um a seguir
uma reta diferente (em coordenadas locais), todos transportando o mesmo vetor v.
Como os percursos sdo semelhantes, os vetores finais variam suavemente de ponto
para ponto, formando um campo vetorial continuo e derivavel. E esta suavidade que
garante que o transporte paralelo tenha um comportamento regular.

A.3 Transporte Paralelo de Covetores

Este operador toma um covetor definido no espago cotangente ThoMe devolve o seu representante

no espago cotangente T:(b)M . Matematicamente:

a

P(:*}b : Tc*(a)M — C*(b)M (A31)

Para definir o transporte paralelo de covetores, podemos introduzir uma condi¢cao que o relaciona

com o transporte paralelo de vetores:

o0 () (Pe_p(v) = a(v), (A.3.2)

onde v € um vetor e o € um covetor.
Esta equacao expressa que a avaliagdo de um vetor por um covetor é invariante se ambos forem

transportados paralelamente ao longo do mesmo caminho.

Intuicdo: Imaginemos que transportamos paralelamente, ao longo de uma curva, uma seta
(vetor) e uma régua (covetor) que mede essa seta. Se ambos sao transportados mantendo sempre
a mesma diregado, o valor que a régua mede sera sempre constante, pois qualquer alteragao
indicaria que a seta e a régua passaram a apontar em direcoes diferentes da original.

De forma equivalente, podemos reescrever a expressao isolando o transporte paralelo de covetores:

; : -1
ap(@) =ao (Py) (A.3.3)
onde a inversa do transporte paralelo se refere ao operador que atua sobre vetores. Interpretando
esta expressdo, vemos que usar o covetor transportado paralelamente ao longo de uma curva c é
equivalente a usar o covetor original, mas avaliando o vetor transportado paralelamente no sentido

inverso da mesma curva.
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Intuicao: Podemos imaginar uma “régua” (covetor) e uma seta (vetor). No método original,
transportamos a régua até a posicao da seta para medir. Usando a expressao com a inversa,
podemos proceder de forma equivalente: em vez de levar a régua até a seta, transportamos a
seta ao longo do mesmo caminho, mas no sentido inverso, até a régua, e realizamos a medicao.

Resumindo: levar o vetor a régua é equivalente a levar a régua ao vetor.

A partir desta nova condigcéo e das propriedades dos covetores é possivel definir o seu transporte

paralelo e provar que este segue as propriedades listadas em A.2.

A.4 Transporte Paralelo de Tensores

Podemos agora generalizar o transporte paralelo para um tensor arbitrario do tipo (r, s). Este operador
toma um tensor definido no espaco de tensores T(f(( ’L‘;)M e devolve o seu representante do espaco de

tensores Tc((’;)s)M . Matematicamente:

Pe oy T4 M — TG M. (A.4.1)
Um tensor pode ser visto como uma colegéo (por somas e produtos tensoriais) de vetores e cove-
tores. Assim, o transporte paralelo de tensores deve ser compativel com estas operagdes. Isto é, o

transporte paralelo deve preservar o produto tensorial:
g—)b(T ® S) = z(z:%b(T) ® Pg*)b(s) (A.4.2)

Esta condicao define naturalmente o transporte paralelo de qualquer tensor a partir dos operadores

ja definidos para vetores e covetores.

Intuicdo: Transportar paralelamente um tensor (cole¢éo de vetores e covetores) € 0 mesmo
que transportar separadamente cada um dos seus vetores e covetores constituintes e depois re-
construir o tensor com os resultados. Por exemplo, transportar um tensor 7' = v ® « € equivalente
a transportar paralelamente o vetor v e o covetor « e depois voltar a formar o produto tensorial. Se
o tensor for uma colecdo de colegbes, o raciocinio repete-se: transportam-se primeiro as partes
mais simples e s6 depois se recompde o todo.

A partir desta definicao e das propriedades do produto tensorial, o transporte paralelo estende-se de
forma natural a qualquer tensor do tipo (r, s), sendo possivel provar todas as propriedades fundamentais
— linearidade, suavidade e compatibilidade com o transporte de vetores e covetores.

Este operador sera o mais geral e versétil, pois o conceito de tensor abrange todos os objetos
geométricos que estudamos até aqui: escalares, vetores, covetores e combinagcdées mais complexas

destes.
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