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Resumo
Dois gémeos sao separados no seu 20° aniversario; um fica na Terra, o
outro viaja a uma velocidade proxima da velocidade da luz em direccao
a um planeta situado a 8 anos-luz e regressa. Que idade terda quando
regressar? Terd a mesma idade que o gémeo que ficou na Terra? E
que relacao tem isto tudo com o grupo de Mobius?

1 Transformacoes de Galileu

Como todos aprendemos no Secundario, facilmente se relaciona a posicao
de dois observadores inerciais. Considere-se um observador O, e seja O’ um
observador na posigao (a,0,0). Considere-se um ponto P. Se O atribui a
este ponto as coordenadas (z,y, z), O atribui (z/, v/, 2’), onde

/

r=124+a ¥r=x—a
y=1y S Y=y
z =2 Z =z

As coordenadas de um ponto (acontecimento) dependem do refer-
encial (observador) que se considera.

Suponhamos que O’ se estd a mover segundo o eixo dos xx com uma
velocidade v. Se O’ parte da origem, a abcissa do referencial O’ (vista por
0O) é dada por a = wvt. Assim, O’ vé um acontecimento P com coorde-
nadas (¢, 2,y 2'), enquanto O vé o mesmo acontecimento com coordenadas
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Y Y
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t=1t =t
=2 + vt ' =x — vt
/ - / -
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t 1 0 00 t
- 2| | —v 100 z
v | | 0 010 y
z 0 0 0 1 z

Isto na Mecanica Classica, e pensou-se ser assim durante séculos. No
fim do século XIX, descobriu-se que quando a velocidade aumenta muito, os
calculos, aplicando as transformacoes de Galileu, comecavam a apresentar
um erro cada vez mais significativo.

Sejam:
u’ - velocidade de um objecto em relagao a O’
v - velocidade de O" em relacao a O

Qual a velocidade u do objecto em relacao a O7 De

T =ut
x/ — u/t/
obtém-se a lei da adigao das velocidades:

x  x+ot
U= —=

t t
Isto nao faz sentido quando se consideram velocidades muito elevadas.

Por exemplo, se v’ = ¢ (velocidade da luz) e v > 0,

/
=u +v

U=c+v>c
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Mas é um facto experimental que a velocidade da luz é a mesma
em todos os referenciais. Nao se podem ter velocidades superiores a
velocidade da luz.

2 Transformacoes de Lorentz

Introduzimos o factor de correccao v = v(v) = v(||v]]):

/
(1) r=uvt+ —
Y

Determinacao de 7:
Pelo Principio da Relatividade, se v é a velocidade de O’ em relacao
a O, entao (—v) é a velocidade de O em relagdo a O’. Por analogia com ([l

T
(2) ¥ =—vt' + =
5

Por outro lado, ([Il) é equivalente a
(3) ' =~(x —vt)
De @) e B):

y(x —vt) = —vt' + o
Y

<:>vt':£—’yx+*yvt<:)

(@ )esom)

) - { ' =y(x —vt)

t =g gt

)

/

1
ot ==
v

Se em t = z = 0 for emitido um sinal luminoso (velocidade= ¢)

r=ct
' =ct

(todos os observadores véem a luz & mesma velocidade, direccao e sentido),
e portanto
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ct’ = y(ct — vt)
t =12t 4+t
t'=T(c—v)t
<9y 1730+7)t &
1 — 2
@l(c—v): fyc+’y(:)
c Yv
2 V _ 2 2
@7;0(1—Z>_1 VY- &
2
9 v
<=>’7<———2+1——):1<=>
c c
1
() &y = =
-5
De @) e @),
]__ 12
- 1
t = <+ t=
v2 v2
VWi a T2
o2
e 1
—= < x‘—'— t:
v4/1 Z—; —Z—i
_v 1
= < x4+ t
v2 v2
ez T2

Portanto diferentes observadores fazem diferentes medigcoes de
espaco e de tempo.
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Quando v < ¢, a Tranformacoes de Lorentz sao bem aproximadas por

¥ =x—vt

=t
(ou seja, as transformagoes de Galileu estao correctas para velocidades baixas
relativamente a velocidade da luz).

Pelo Principio da Relatividade as transformagoes inversas sao

z’ ot/
1—
v
t+02
2
_w?
1 2

xr =

‘ <
[

~ N

c
x

t =

Sejam:
u’ - velocidade de um objecto em relagao a O’
v - velocidade de O’ em relacao a O

Qual a velocidade u do objecto em relacao a O7 De

T =ut
x=ut
obtém-se a regra relativista para a adicao de velocidades:

v+ 1+

c2

z o+t uw +v
U:?_

Assim, se u' = ¢
c+v  clc+w)
u = =
1+ 2 c+o
Para simplificar as férmulas, vamos usar unidades nas quais ¢ = 1 (por
exemplo, medindo o tempo em anos e as distancias em anos-luz).

=l

DEFINIGAO. Espaco-tempo de Minkowski

O espaco-tempo de Minkowski é R* com coordenadas t, z, y, z (a primeira
coordenada é de tempo e as restantes sao de espago).

DEFINIGAO. Produto interno de Minkowski
Dados dois vectores de R?,

ﬁ: (tl,ZL'l,’yl, 21)
7=

(t27 T2, Y2, 22)7
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define-se
< ’17,77 >= 1119 — T1T2 — Y1Y2 — Z1%9.

(Na realidade é um pseudo-produto interno, pois nao satisfaz positividade).
Pode mostrar-se que o produto interno de Minkowski é invariante sob as

transformacoes de Lorentz, i.e., tem sempre o mesmo valor independente-
mente do referencial em que é calculado.

Norma de um vector: dado
T = (I0,$U173727373)

define-se

|Z]|* = 25 — 21 — 23 — a3,

Existem 3 tipos de vectores:

tipo tempo: |l Z||* > 0
tipo luz ou nulo: [|Z]|> =0
tipo espaco: I1Z]I*> <0

No caso de um vector do tipo tempo, +/||Z||? corresponde ao tempo medido
por um observador que vé o acontecimento em posicao constante; no caso de
ser um vector do tipo espago, v/ —||Z||? corresponde a distancia medida por
um observador que vé o acontecimento no mesmo instante.

Ezxemplo.

Paradoxo dos Gémeos: Dois gémeos, Alice e Bernardo, separam-se
no seu 20° aniversdario: enquanto Alice fica na Terra (que constitui muito
aprorimadamente um referencial inercial), Bernardo parte a 80% da veloci-
dade da luz na direccao de um planeta situado a 8 anos-luz da Terra, que
alcanga 10 anos mais tarde (medidos no referencial da Terra). Apds uma
curta estadia, Bernardo regressar a Terra, novamente a 80% da velocidade
da luz. Consequentemente, Alice tem 40 anos quando revé o irmao. Quantos
anos terd Bernardo?

Seja t; o tempo da primeira parte do percurso e t, o tempo relativo a
segunda parte.

t1 = /< (10,8),(10,8) > = V36 = 6
ty = v/< (10, —8), (10, —8) = /36 = 6
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Para o Bernardo passaram 12 anos, logo tera 32 anos quando regressar a
Terra. Portanto Alice e Bernardo tém 8 anos de diferenca quando se reen-
contram!

(raio deluz)

Define-se o grupo de Lorentz como o conjunto de todas as transformacoes
lineares A : R* — R* que preservam o produto interno de Minkowski.
Pretende-se relacionar o grupo de Lorentz com as transformacgoes de Mobius;
para isso é necessario clarificar alguns conceitos.

3 Projeccao Estereografica

Definimos S? = {(x,y,2) e R: 2 +y* + 22 =1}, a = {(z,y,2) e R: z = 0}
e fazemos a identificacao R? ~ C.

DEFINIGAO. Projeccao Estereografica

A projeccao estereografica ¢ : S\ N — C é uma aplicacao que para cada
ponto P = (z,y, z) associa a intersec¢ao ¢ da recta que une N = (0,0,1) e
P com «. Portanto

Tty
C('x?y?’z) - 1 — )
ou em coordenadas esféricas (r = 1),
sinf
(0, ¢) = ———¢”

1 —cosf
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PROPOSICAO.
A projeccao estereogrdfica de uma circunferéncia y C S* é uma recta (se
N € 7) ou uma circunferéncia (caso contrdrio).

Esta proposi¢ao, apesar de nao ter uma demonstracao simples, é relati-
vamente facil de verificar intuitivamente. Definimos ainda

C(N) = C(anal) =00

Assim, pode-se pensar na esfera S? como o plano complexo reunido com
o ponto no infinito:

S? ~ C U {oo}

4 Transformacoes de Mobius

DEFINIGAO. Transformagoes de Mobius
Uma transformagao de Mébius é uma funcao f: CU{oo} — CU{0} da
forma

_a(+b
el +d

f(Q)
com a,b,c,d € C,ad — be # 0.

O conjunto GL(2,C) = {A € M5(C) : det A # 0} é um grupo.
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Considere-se a funcao
H:GL(2,C) = M
a b aC+0b
H =
( c d ) ¢ +d
(M designa o grupo das transformagdes de Mdbius com a operacao de com-

posigao)

Como H(A-B) = H(A) o H(B), H é um homomorfismo de grupos. O
ntcleo de H, Ny, pode ser determinado resolvendo

a ¢\ aC +b o B
H(C d)—((:)CC+d—C(:)b—C—OAa—d,

ou seja,

NH:HS 2} :aeC\{O}}:{a[:aEC\{O}}
Assim,
N GL(2,C)
SN
O conjunto SL(2,C) = {A € GL(2,C) : det A = 1} é um subgrupo de
GL(2,C). Se considerarmos a restrigao de H a SL(2,C),

M

H|SL(2,(C) . SL(Q,(C) - M,

vemos que o nicleo deste homomorfismo é determinado por

a b\ a¢ +b - B
H(C d)—((i)cngd—C(:)b—C—O/\a—d

e ainda por

det(i Z) =lad—-—bc=1a=d=1Va=d=-1
Portanto Ny, , ., = {£]}
Assim,

SL(2,C
M~ SL2C)
{1}
Seja {€p, €1, €2, €3} uma base ortonormada do espago-tempo de Minkowski
e U = tey + xe] + yéy + ze3 um vector.
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Pode-se identificar ¥ com uma matriz hermitiana V' usando a fungao I :

R* - Hy = {V € My(C) : V* = V} definida por

I(ﬁ):V:_< t+z x+z‘y)

r—1y t—=z
Uma vez que

1
detVzé(tQ—xQ—yQ—ZQ): < U, U >,

W N

podemos considerar a fungao F': SL(2,C) — O(3,1) dada por

F(g)V =gVg",

(note-se que det(F'(g)V) = det V). Esta aplicacao é um homomorfismo de
grupos, ja que F(gh)V = F(g) o F(h)V, Vven, VgnesLi0)-

E possivel mostrar que N = {£I}, e que F é sobrejectiva. Logo,

SL(2,C) _
e 0(3,1),

e portanto
0(3,1) = M

O grupo das transformacoes de Lorentz é isomorfo ao grupo das
transformacgoes de Mobius.

Este isomorfismo tem a seguinte interpretagao: dois observadores distin-
tos estao relacionados por uma transformacao de Lorentz. Por outro lado,
cada observador situa a um objecto cuja luz lhe chega de uma determinada
direcgao no ponto correspondente de S? (a sua “esfera celeste”). Acontece
que diferentes observadores situam o mesmo objecto em pontos diferentes
das suas esferas celestes. A funcao f : S? — S? que relaciona as duas esferas
celestes é exactamente a transformacao de Mobius associada a transformacao
de Lorentz que relaciona os dois observadores.

Usando as propriedades da projeccao estereografica e das transformacoes
de Mobius (vistas como transformacgoes f : C — C), é possivel mostrar
que estas transformacoes (vistas como transformacoes f : S? — S?) levam
circulos para circulos. Portanto se um observador vé um objecto com um
contorno circular, todos os outros observadores verao o mesmo objecto com
um contorno circular. Em particular, isto sera verdade se o objecto for
esférico.
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Exemplo.
Velocidade de O’ em relacao a O: ¥ = ve,.

Seja u = arctanv. A transformagao de Mobius que corresponde a este
transformacao de Lorentz é

f(¢) =e€"¢
Assim, um objecto no ponto P da esfera celeste do observador O sera
visto pelo observador O’ num ponto P’ mais préximo de V.
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