Relatividade Matematica

Ficha 7

A entregar até 3 aula de Sexta-feira dia 17 de Abril

1. Seja g uma métrica Lorentziana escrita na forma dada pelo Lema de Gauss,
g = —dt* + hjjdx'da?
e considere a congruéncia geodésica tangente a %.

(a) Mostre que a segunda forma fundamental B da congruéncia satisfaz
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onde K é a segunda forma fundamental das hipersurficies de ¢ constante.

(b) Conclua que a expansdo da congruéncia das galdxias num modelo FLRW é
= — =3H.
a

2. Seja (M, g) uma variedade Lorentziana.
(a) Use a férmula para a derivada de Lie de um tensor,
(£xg)Y,2) =X -g(Y.Z) —g(£xY, Z) — g(Y, £x Z)
para mostrar que
(£xg)(Y,Z) = g(Vy X, Z) + g(Y,VzX).
(b) Mostre que esta férmula pode ser escrita como
(£x9)w =V Xy, +V, X,
(c) Suponha que X é um campo de Killing, i.e. £xg = 0. Use a equagdo de Killing
VX, +V, X, =0

para mostrar que X é uma solucdo da equacdo de Jacobi. Interprete este facto geo-
metricamente.



3. Suponha que o tensor energia-momento é diagonalizavel, (7},,) = diag(p, p1, p2,p3). Mostre
que:

(a) T} satisfaz a condigdo de energia forte se e sé se p + Zg):l pi >0ep+p >0
(i=1,2,3).

(b

(c

) T, satisfaz a condi¢do de energia fracaseesése p>0ep+p; >0 (i =1,2,3).
)

(d) T, satisfaz a condi¢do de energia nula se e sé se p+p; > 0 (i = 1,2, 3).
)

T,
T, satisfaz a condi¢do de energia dominante se e sé se p > |p;| (i = 1,2, 3).

(e) As trés primeiras condigBes sdo independentes a excepgdo de que a condigdo de energia
dominante implica a condicdo de energia fraca.

(f) As trés primeiras condi¢des implicam a condi¢do de energia nula.



