Relatividade Matematica

Ficha 9

A entregar até a aula de Terca-feira dia 11 de Maio

1. Seja (M, g) uma variedade Lorentziana temporalmente orientada pelo campo vectorial do
tipo tempo X € X(M). Dada ¢ € C°(M) seja

1
TMV = ,U,(z)al/gb - ig/uz (aa¢aa¢ + m2¢2)

o tensor energia-momento associado a equagdo de Klein-Gordon para ¢, e Y € X(M) o
campo vectorial definido por
Y, =T,X".

(a) Mostre que
1
Y = (X ¢)grad¢ —  ((grad ¢, grad ¢) + m?¢?) X.
(b) Mostre que Y é causal.

(c) Mostre que Y é passado.

2. (Desigualdade de Sobolev) Seja @@ o cone sélido fechado em R™ com altura H, angulo
sélido €) e vértice na origem. Seja ¥ : R — R uma fungdo decrescente de classe C'*° com
Y(r)=1parar< % e ¢(r) =0 para r > % Mostre que:

(a) Para qualquer fungdo de classe C*° f: @ — R e qualquer k € N tem-se
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onde (r,0) sdo as habituais coordenadas esféricas em R" e r = R(f) é a equagdo da
base do cone (aqui f(r,0) representa a fungdo f expressa em coordenadas esféricas).

(b) Existe uma constante C, dependendo de H e €, tal que
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(c) Para k > 7 temos |f(0)| < C"[|f| m#(q), onde a constante C’ s6 depende de H e Q2.



