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Mecanica Geométrica

2019/2020
1° Exame - 14 de janeiro de 2020 - 13:00

. O trené de Chaplygin é um modelo para um patim de massa m > 0 e momento de

inércia I > 0, cuja ldmina se encontra a uma distancia [ > 0 do centro de massa.
Corresponde ao sistema mecanico com espaco de configuracdes R? x S, energia cinética

K(z,y,0,v%, v, 0%) = % ((’U"")2 + (vy)Q) + 5(119)2

e restricao ndo holénoma dada pelo nicleo da forma diferencial
w = sin @dx — cos Ody — 1df.

(a) Mostre que esta restricdo ndo é semi-holénoma, ou seja, que a distribui¢do definida
por w é n3do integravel.

(b) Escreva as equagdes do movimento e coloque-as na forma

mx = Asinf
mg = —Acosf
16 = ising — 1y cos 6
A= —#{rl (abécosQ + g'/ésin@)
Quais s3o as condicdes iniciais apropriadas para estas equacgdes?
(c) Sabendo que para qualquer movimento se tem

lim (6(t),0(t)) = (6o, 0),

t——+00

com 6y € R constante, prove que

. . . 2K .
tl}linoo(x(t), y(t)) = £4/ F(COS 6o, sinbp),

onde K € Ra“ é a energia cinética do movimento e o sinal a escolher é sempre o
negativo exceto quando (9(75) = 0. (Sugestﬁo: Para determinar o sinal, calcule a derivada de

Zcosh + ysinf e use as equagdes do movimento para estimar a derivada da norma de (x,y))

(d) Mostre que a fungdo Lagrangeana K : T(R? x S') — R é hiper-regular, e que
a correspondente funcdo Hamiltoniana K : T*(R? x S') — R define um sistema
completamente integrdvel.



(2/20) (e) Verifique que as equagdes do movimento em (b) s&o equivalentes ao fluxo do campo
vetorial
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restrito 3 subvariedade de 7*(R? x S') dada por

I
Po = %(pmsinﬁ—pycosﬁ),

onde )
=TT (pzpo cos 8 + pypgsinb) .
Serd que se tem +(X)w = —dK, mesmo que apenas na subvariedade?

(2/20) 2. Seja (M,{-,-}) uma variedade de Poisson e H € C°°(M) uma fun¢do diferenciavel.
Mostre que o conjunto dos campos Hamiltonianos Xp € X(M) tais que Xp - H =0 é
uma subdlgebra de Lie de (X(M),[,+]). Serd que esta subélgebra tem dimensio finita?

3. Considere um modelo de Friedmann-Lemattre-Robertson-Walker da forma
g=—dt®dt+a*(t) (dz ®dz + dy ® dy + dz ® dz),
onde t € Rt e o fator de escala a : RT — R satisfaz

lim a(t) =0 e lim a(t) = +oo.

t—0t t—+o00
Mostre que:
(2/20) (a) A curva ¢(t) = (t,0,0,0) é uma geodésica maximizante, ou seja, se 7y é outra curva
do tipo tempo unindo os pontos (ty,0,0,0) e (¢1,0,0,0), com t; > ty > 0, entdo
T(y) < 7(c) = t1 — to;
(2/20) (b) Todas as galaxias sdo visiveis a partir do acontecimento (¢p,0,0,0) (ou seja, ndo
existe um horizonte no passado) se e s6 se

/to dt
— = +00;
o al(t)

(2/20) (c) Todas as galaxias sdo alcangdveis por um raio de luz a partir do acontecimento
(t0,0,0,0) (ou seja, ndo existe um horizonte no futuro) se e sé se

/+Oodt_+oo
to a’(t) '

(Nota: A existéncia de um horizonte no passado explica porque é que o céu é escuro a noite, fornecendo assim uma
solugdo para o paradoxo de Olbers; o modelo atual para o nosso Universo, que corresponde, em certas unidades,

2
a a(t) =sinh3 (%), possui horizonte tanto no passado como no futuro).



