Resumos de Mecanica Geométrica

25 de Junho de 2002

I. Variedades Pseudo-Riemannianas

1.

Uma variedade pseudo-Riemanniana é um par (Q,g), onde (Q é uma variedade dife-
rencidvel e g € 77(Q) é simétrico e n3o degenerado (dito uma métrica pseudo-Riemanniana
em (Q.) Se além disso g é definido positivo, (@, g) diz-se uma variedade Riemanniana.

Seja (Q,g) uma variedade Riemanniana e f : N — @ uma imersdo. Entdo h € 7,)(N)
definido por

h(vp, wp) = g(fsvp, frwp)
para vy, w, € T,N,p € N define uma métrica Riemanniana em N, dita a métrica induzida
por g em N.

Se (@, g) e (M, h) sdo variedades pseudo-Riemannianas, um difeomorfismo f : Q — M
diz-se uma isometria se

h(fxvp, frwp) = g(vp, wp)
para quaisquer vp, w, € T,Q,p € Q.

. Um grupo de Lie G é um grupo com uma estrutura diferencidvel tal que a aplicacdo

GxG3(x,y)—axy teq

é de classe C*°.

Dado um grupo de Lie G e x € G, define-se a translaccdo esquerda (direita) por z como
sendo o difeomorfismo L, : G — G (R, : G — @) dado por L,(y) = zy (R.(y) = yx)
para todo oy € G. Uma métrica pseudo-Riemanniana g em G diz-se invariante a esquerda
(direita) se L, (R,) é uma isometria para todo o = € G.

Se G é um grupo de Lie, g = T.G diz-se a sua dlgebra de Lie (onde e € G é o elemento
neutro do grupo).

g(+,+) = (-,+) é uma métrica invariante a esquerda no grupo de Lie G sse

</U{L'a w:v>:r = <(La:*1)* Uz, (fol)* w:v>e

para todo o x € (G. Portanto qualquer forma bilinear simétrica ndo degenerada em g
define uma métrica invariante a esquerda em G.

Se (@, (-,-)) é uma variedade pseudo-Riemanniana e ¢ : R — @ é um mergulho, o
comprimento do segmento ¢([a,b]) é dado por
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Uma conexdo afim numa variedade diferencidvel @) é uma aplicagdo V : X(Q) x X(Q) —
X (Q) tal que
(i) fo+gyZ = vaZ + ngZ;
(i) Vx(Y 4+ 2)=VxY +VxZ;
(i) Vx(fY) = X(f)Y + fVxY
para todo o X, Y, Z € X(Q), f,g € C>(Q).
Seja V uma conexdo afimem @, X,Y € X(Q), p € Q. Entdo VxY(p) € T,Q s

depende de X (p) e dos valores de Y ao longo de uma curva tangente a X em p. Se
(x!,...,2") s3o coordenadas locais em torno de p,
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VY = (XY I X07E) —
onde as n? funcdes F;k : QQ — R, ditas os simbolos de Christoffel, sdo definidas através
de 5 5
— =T .

V% Ok Ik O
Um campo vectorial X definido ao longo de um caminho ¢ : R — @ diz-se paralelo ao
longo de c se

DX
— =V X =0.
dt ¢
O caminho ¢ diz-se uma geodésica da conexdo V se
D¢
— =0.
dt
Em coordenadas locais (z!,...,2") as equacdes das geodésicas s3o
B 4Thalih =0 (i=1,...,n).

Uma conexdo V numa variedade pseudo-Riemanniana (Q, (-, -)) diz-se compativel com a
métrica se
X -(Y,Z)=(VxY,Z)+(Y,VxZ)

para todo o X,Y, Z € X(Q). Em particular isto significa que um referencial ortonormado
transportado paralelamente ao longo de uma curva permanece ortonormado.

A conexdo V diz-se simétrica se
VxY - VyX =[X,Y]
para todo o X,Y, Z € X(Q). Em coordenadas locais isto traduz-se na condi¢cdo
e=Th; (5 k=1,...n).

Teorema de Levi-Civita: Dada uma variedade pseudo-Riemanniana (Q, (-, -)) existe uma
nica conexdao V em () tal que

(i) V é simétrica;
(i) V é compativel com (-, ).



Em coordenadas locais os simbolos de Christoffel para esta conexdo sdo

1
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onde (¢7) = (gl-j)f1 e 0= %.
15. Se (@, (,-)) é pseudo-Riemanniana e ¢ : R — ) é uma geodésica (da conexdo de Levi-
Civita) entdo (¢(t),¢(t)) é constante. A geodésica diz-se do tipo
(i) Espago se (¢(t),c(t)) > 0;
(i) Tempo se (¢(t),¢(t)) < 0;
(iii) Luzse (¢(t),¢(t)) = 0.
Se a geodésica € do tipo espaco ou tempo entdo o parametro ¢ da geodésica é proporcional
ao comprimento de arco.
Il. Sistemas Mecéanicos em Variedades Riemannianas
1. Um sistema mecanico é um triplo (Q, (-,-), F), onde ) é uma variedade diferencidvel, dita
o espaco de configuragbes, (-,-) é uma métrica Riemannianaem Q e F : TQ — T*Q,
dita a forca exterior, satisfaz F(T,Q) C T,;Q para todo o p € Q.
2. Dado um sistema mecéanico (Q, (-,-),F),
(i) A energia cinética é a aplicagdo C*° K : TQQ — R dada por
K(vp) = %<Up7vp>

para todo o v, € T,Q,p € Q; em coordenadas locais (¢*,...,q"),

(i) O operador massa é a aplicagdo C*° u: T'QQ — T dada por
1(vp) = (vp, ) € T,Q

para todo o v, € T,Q,p € Q; em coordenadas locais (¢*,...,q"),
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p (q aqi> = 9ijq'dq’.
(iii) F diz-se posicional se é constante ao longo das fibras, i.e., se F(v,) = F(w,) para
todo o vy, w, € T,Q,p € Q.
(iv) F diz-se conservativa se existe U : Q — R tal que F(v,) = —dU(p) para todo o
p € Q (em particular qualquer for¢a conservativa € posicional); a fun¢do U diz-se a
energia potencial.
3. Dado um sistema mecénico (@, (-,-), F), a Lei de Newton é a equagio diferencial

p (%) = F(4)

@ = Vi

é a aceleragdo da curva (V é a conexdo de Levi-Civita). Uma solu¢do ¢ : R — @ da
equacao de Newton diz-se um movimento do sistema mecanico.

onde
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. Em coordenadas locais (¢, ..., q") tem-se

Dg\ _[d (0K OK| .
B\t ) ~ |t \og ) ~ag | %1

Em particular se 7 = —dU é conservativa as equacdes do movimento sido
d (0K oK _ oU
dt \ 0¢' d¢t  9q¢t

. Num sistema mecanico conservativo (Q, (-, ), —dU) a energia mecénica E,, = K + U é

constante ao longo de qualquer movimento.

Os ponto criticos da energia mecanica E,, : T'(Q — R ddo os levantamentos para a seccio
nula de T'Q dos pontos criticos de U : () — R, e coincidem com os pontos de equilibrio
do sistema dindmico definido pela Lei de Newton no espaco de fase T'Q).

Seja (Q, (-,+), —dU) um sistema mecénico e h € R tal que

Qn={peQ:Ulp) <h} #2.

A métrica de Jacobi na variedade ()}, é dada por

{((vps wp)) = 2[h — U (p)|(vp, wp)

para todo o vy, w, € T,Q,p € Q.

Teorema de Jacobi: Os movimentos de um sistema mecéanico conservativo (Q, (-, ), —dU)
com energia mecanica h sdo, a menos de reparametrizacdo, geodésicas da métrica de Ja-
cobi na variedade Q).

. Uma curva ¢ : R — @) é uma geodésica reparametrizada sse satisfaz a equacdo

D¢
0 F(ne

para f € C*(R).

Seja (@, (-,-)) uma variedade Riemanniana com conexdo de Levi-Civita V e ((-,-)) =
e*’(-,-) uma métrica conformemente relacionada com (-,-) (onde p € C*(Q)). Entdo a
conexdo de Levi-Civita V de ((-,-)) é dada por

VxY =VxY +dp(X)Y 4+ dp(Y)X — (X,Y)grad p
para todo o X,Y € X(Q), onde grad p é definido por (grad p, Z) = dp(Z) para todo o
Z e X(Q).

Uma restricido holénoma é uma subvariedade N C @ tal que dim N < dim@. Uma
curva ¢ : R — @ diz-se compativel com N se ¢(t) € N para todo o t € R.

Uma forca de reaccdo num sistema mecinico com restricdo holénoma (Q, (-,-),F,N) é
uma aplicagdo R : TN — T*Q com R(T,N) C T;Q para todo o p € N tal que as
solucdes da Lei de Newton generalizada

u(5) =+ Ra)
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com condic3do inicial em T'N s3o compativeis com N. Diz-se que a for¢a de reacgdo é
perfeita, ou que satisfaz o principio de D'Alembert, se

T R(vy) € TplN

para todo o v, € T,N,p € N.

13. Dado um sistema mecénico com restrigdo holénoma (@, (-,-),F, N) existe uma dnica
forca de reaccdo R : TN — T*(@ que satisfaz o principio de D'Alembert. As solucdes da
Lei de Newton generalizada

n () =+ R

sdo exactamente os movimentos do sitema mecanico (N, ((-,-)),Fn), onde ((-,-)) é a
métrica induzida em N por (-,-) e Fn é a restricdo de F a T'N. Em particular, se
F = —dU é conservativa entdo Fny = —d (U|n).

14. Seja (@, (-,-)) uma variedade Riemanniana com conexdo de Levi-Civita V e (N, ({-,-)))
uma subvariedade com a métrica induzida e conexdo de Levi-Civita D. Ent3o

DxY = (vx?)T

para todo 0 X,Y € X(N), onde X,Y sdo extensdes quaisquer de X,Y a X(Q) e
T TQ|y — TN designa a projeccdo ortogonal. Além disso,

B(X,Y)=ViY — DxY

(dita a segunda forma fundamental de N) estd bem definida, e B(X,Y)(p) € T, N ¢
uma fungdo bilinear simétrica de X (p), Y (p) para todo o p € N.

I1l. Corpo Rigido

1. Um corpo rigido com um ponto fixo é qualquer sistema mecanico da forma (SO(3), ({-,-)), F),
onde

(81, 55)) = /C ($1€. $26) pl€) Pt

para algum aberto conexo limitado C' C R? contendo 0, dita a configuracdo inicial, e
alguma fung3o continua p: C — R, dita a densidade de massa ({-,-) designa o produto
interno Euclidiano usual em R3).

2. A métrica ((-,-)) definida em SO(3) por um corpo rigido com um ponto fixo é invariante
a esquerda (portanto existem tantos corpos rigidos com um ponto fixo como produtos
internos definidos positivos em s0(3) ~ R3, i.e., como matrizes reais 3 x 3 simétricas
definidas positivas).

3. Usando a identificacdo

RY? ~ M3(R) D SO(3)

temos
TsSO3) = {SA: A" = —A} = {SA: A€ s0(3)} = (Lg), 50(3).

((-,-)) é invariante & esquerda sse

<<SA7 SB>>S - <<A7 B>>I
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O momento angular de um corpo rigido cujo movimento é descrito por S : R — SO(3)
é o vector

= [ (s S d*¢.
p(t) = [ [(508) x (S0e)] e
Se S: R — SO(3) é uma geodésica de (SO(3),((-,-))) entdo p(t) é constante.
Existe um isomorfismo vectorial €2 : s0(3) — R? tal que
AE=Q(A) x &

para todo 0 £ € R? e A € s0(3).
O operador linear I : R3 — R? dado por

Hw:Agxwx@m@fs

diz-se o tensor de inércia do corpo rigido.

O tensor de inércia de um corpo rigido é um operador linear simétrico definido positivo e
1 . . 1 1
K = (3, 8))s = 5((S4,54))s = (12,9,

onde S =SA e Q= Q(A).

Existe uma base ortonormada {ey, ez, e3} de R? na qual I admite a representacdo I =
diag(Iy, I2, I3). Os eixos Req, Res, Res dizem-se os eixos principais de inércia e os valores
préprios I, I3, I3 os momentos principais de inércia de C.

Se o eixo dos zz é um eixo de simetria de C, i.e., se em coordenadas cilindricas (r,0, z)
para R3 se tem (r,0,2) € C sse (r,0 + 7, 2) € C e p(r,0,2) = p(r,0 + 7, 2), entdo Re,
€ um eixo principal de inércia de C' e o correspondente momento principal de inércia é

= T 2 3 .
&—L[@Mﬁﬂ£

Equacées de Euler: As equag¢des do movimento do corpo rigido com 1 ponto fixo na
auséncia de forcas exteriores s3o dadas por

10 = (IQ) x Q.

Na base {e1, ez, e3} dos eixos principais de inércia, estas equagdes escrevem-se

0O = (I — 13)Q203
LSOy = (I3 — 1)
303 = (I — I,)195
SQ = w é a velocidade angular instantanea do corpo rigido: em cada instante, o corpo

roda em torno de Rw com velocidade angular ||w||. Portanto €2 é a velocidade angular
no referencial (acelerado) ligado ao corpo rigido.
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Se I} > I > I3, os pontos de equilibrio das equacdes de Euler sdo dados por
Q=4 e; (i=1,2,3),

e sdo estaveis para ¢ = 1,3 e instaveis para i = 2.

O elipsdide de inércia é o conjunto
E={€cR: (I£,€) = 1}.

Teorema de Poinsot: Se S : R — SO(3) é um movimento do corpo rigido com um ponto
fixo na auséncia de forcas exteriores, entdo S(t)F rola sem escorregar sobre um plano
fixo perpendicular ao momento angular (constante) p, onde F é o elipsdide de inércia.

Se I > I, > I3, as rotagdes em torno de Rej, Res sdo estdveis ndo sé para Q(t) mas
também para w(t).

Angulos de Euler: Correspondem as coordenadas locais (6, o, ) €]0, 7[x]0, 27[x]0, 27|
em SO(3) definidos por

cosp —senp 0 1 0 0 costy —sentyp 0
S(0,p,1%) = | senp cosp 0 0 cosf —send seny cosy 0
0 0 1 0 senf cosf 0 0 1

A interpretacdo geométrica destes angulos é a indicada na figura.

plano horizontal

linha nodal

Sel1 =1 entdo a energia cinética do corpo rigido com um ponto fixo nas coordenadas
locais (0, ¢, 1,0, ¢,1) de TSO(3) é dada por

K = % (9’2+<p2sen29) +% (z/}+¢cose)2.



18. Pido de Lagrange: Assumindo que o centro de massa de C' € um ponto do eixo dos zz,
éon =17 [ €O =1
CM = 371 . p =€,

o 3¢ £ ;o . .
(ond.e M = fc p(&€)d>E é a massa de C) e que a tnica forca exte.:rlor provém d.o campo
gravitacional constante, obtém-se um sistema mecanico conservativo com energia poten-
cial

U = Mgl cos®.

19. A inclinacdo 6 do eixo do pido de Lagrange em relagdo a vertical varia no tempo da
mesma forma que no sistema unidimensional com energia

- I ;, (P.— P3cosf)?
E=—0 Mgl cos @
2 + 21 sen? 6 +Mgheost,
oK 0K
onde P, = — e P3 = —— s3o constantes do movimento.
1o W)

20. Uma condicdo necessaria para a estabilidade da posiciao vertical do piao é
(P3)? > 41, M gl.

21. O pido veloz: Para (P3)? > (P.)% e

o IlMgl
(P3)?
suficientemente pequeno 6 possui um ponto de equilibrio estdvel préoximo do angulo 6

tal que P, — P3ycosfy = 0. A frequéncia das oscilagdes de solugdes periddicas préximas
deste ponto de equilibrio, dita frequéncia de nutacdo, é dada assimptoticamente por

Py
WNUT ™~ I_
1

Se o eixo do pido se encontra imével no instante inicial (o = 6y = 0), entdo a amplitude

de nutacdo é dada pela expressdo assimptética

I Mgl sen 6

aNUT ~ (P2

e o valor médio de ¢, dita a frequéncia de precessio, por

Mgl
WPREC ™ Tg

IV. Restricoes Nao Holénomas

1. Uma distribuicdo de subespacos de dimensao m < n = dim ) é um subfibrado

=% c1Q

PeEQ



tal que ¥, C T),QQ é um subespaco de dimensdo m. A distribuicdo diz-se C'™° se para
todo o p € @ existe uma vizinhanga U 3 p e campos X1,...,X,, € X(U) tais que

Y, =span{Xig, ..., Xmq}

para todo o ¢ € U. A distribuicdo diz-se integrdvel se () é folheada por subvariedades
integrais, i.e., subvariedades imersas N C () de dimensdo m tais que

2, = T,N

para todo o p € N. Se X € X(U) nsatisfaz X,, € ¥, para todo o p € U escrevemos
abreviadamente X € 3.

2. Teorema de Frobenius: Uma distribuicdo C'*° X é integrdvel sse X, Y € ¥ = [X,Y] € %.

. Férmula Mdgica de Cartan: Se w € Q%(Q) e X € X(Q) entio
Lxw=X|dw+ d(X]|w).

. Sew e QYQ) e X,Y € X(Q) entdo

dw(X,)Y) =X -wY)-Y - wX)—-w(X,Y]).

. Se a distribuicio ¥ é dada localmente pelos niicleos das formas w!, ..., w™ ™™,
¥ = ker(w!) N ... Nker(w™™™),

entdo X é integrdvel sse
do* AW AL AW =0

parat=1,....,n—m.

. Se ¥ é uma distribuicdo C'*°, a sua distribuicdo ortogonal é a distribuicdo

ot=J 3y cre.
PEQ

Deste modo ¥ define duas projeccdes ortogonais ' : TQ — Y e + : TQ — Xt
Designamos por Fx. o conjunto das forcas exteriores F em () tais que

Flup) = F (v

para todo o v, € T'Q.

. Uma forca de reaccdo num sistema mecénico com restri¢des (Q, (-, ), F, %) é uma forca
R € F¥; tal que as solucdes da Lei de Newton generalizada

Dg .
pl|— ) =F+R)q)
dt
com condi¢do inicial em X sdo compativeis com Y. Diz-se que a forca de reacgdo é
perfeita, ou que satisfaz o principio de D'Alembert, se

IR (vy) € E;

para todo o v, € T,Q,p € Q.



8. Dado um sistema mecdnico com restrigdes (@, (-,-),F,>) existe uma Unica for¢a de
reaccdo R € F¥, que satisfaz o principio de D'Alembert.

9. A segunda forma fundamental da distribuicio ¥ é a aplicacdo B : TQ x ¥ — ¥ definida
por
B(vp,wp) = (VxY)*

onde X,Y € X(Q) satisfazem Y € ¥, X(p) = v, Y (p) = wp. Se {Z1,...,Z,} é um
referencial local tal que {Z1,...,Z,,} é uma base para ¥ e {Z,,41,...,Z,} é uma base
para ¥+, entdo

(VxY)* Z ZF’“X’YJZk
k=m+1 j=1

onde
Vz, 4= F Zk

Portanto B sé depende de X (p),Y (p) e é bilinear. Note-se que a resticdo de B a ¥ X 3
s6 é simétrica se X for integravel, uma vez que

IV =TV & V42 =V327Z &7, 2] =0.

10. Se num sistema mecanico com restri¢des conservativo (Q, (-, -}, —dU, X) a for¢a de reac¢do
satisfaz o principio de D'Alembert, ent3o a energia mecénica E,, = K + U é constante
ao longo de qualquer movimento com condi¢do inicial em .

V. Mecanica Lagrangeana

1. Um Lagrangeano é uma funcdo C*° L: TQ xR — R. Se¢g: R — Q é um caminho C'*
ea <beR, aacgio de q(t) em [a,b] correspondente ao Lagrangeano L é o ndmero real

S = / bL(q(t) t)dt

(note-se que ¢(t) € Ty»@Q). Uma variagio de q(t) em [a,b] € uma fungdo C'° v
Rx] —¢e,e[— Q (¢ > 0) tal que

Y(¢,0) = q(t)
paratodoot € R e
v(a,a) = q(a)
v(b, ) = q(b)
para todo o « €] — ¢,¢[. A uma variagdo de ¢(t) corresponde a fungdo S :] —e,¢[— R
dada por
b
S(a) = [ Lei(t.a). s
a
(onde 4 = 8—7 = 8t) O caminho ¢(t) diz-se um ponto critico da acgdo correspondente
ao Lagrangeano L no intervalo [a, b] se
ds
—(0) =0
70

para qualquer variagcao 7.
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. O caminho ¢ : R — @ é um ponto critico da ac¢do correspondente ao Lagrangeano
L:TQ xR — R no intervalo [a, b] sse satisfaz as equacdes de Euler-Lagrange

d (0L OL
dt (aqz) o 0 =Len)

para todo o t € [a,b], onde (¢!, ..., ¢") sdo coordenadas locais em () nalguma vizinhanca
de algum ponto de ¢([a,b]) C Q.

. Os movimentos de um sistema mecénico conservativo (Q, (-,-), —dU) s3o os pontos
criticos da accdo correspondente ao Lagrangeano L =T — U em qualquer intervalo.

. As geodésicas de uma variedade pseudo-Riemanniana (@, (-, -)) sdo os pontos criticos da
acgdo correspondente ao Lagrangeano L : T'QQ — R dado por

L(vp) = %<Upv”p> = K(vp)

em qualquer intervalo

. As geodésicas ndo nulas de uma variedade pseudo-Riemanniana (@, (-,-)) sdo, a menos
de reparametrizacdo, os pontos criticos do comprimento, i.e., 0s pontos criticos da accdo
correspondente ao Lagrangeano L : T'(Q — R dado por

1
L(vp) = [(vp, vp)|2
em qualquer intervalo.

. Se o caminho ¢ : R — @ satisfaz (¢(t),(t)) # 0 para todo o t € [a,b] e o comprimento

b 1
5= / d(0), d(t)) bt

de ¢(t) entre g(a) e q(b) é < (ou >) que o comprimento de qualquer outro caminho entre
0s mesmos pontos entdo q|(, 5 € um arco de geodésica (a menos de reparametrizagdo).

. O caminho ¢ : R — @ é um ponto critico da acgdo correspondente ao Lagrangeano
L :TQ xR — R no intervalo [a,b] restrita aos caminhos que satisfazem a restricdo
global (isoperimétrica)

/bF(q'(t),t)dt =0

e a restrigdo local (dindmica)

fla(t),t) =0
para todo o t € [a,b] (F, f:TQ xR — R de classe C*) sseexistem A€ Re p: R — R
de classe C*° (ditos os multiplicadores de Lagrange) tais que ¢(t) satisfaz as equa¢des de
Euler-Lagrange para o Lagrangeano L + AF + u(t)f.

. As solugdes das equagbes de Euler-Lagrange com L = K — U e restricao holénoma
dependente do tempo (dada em coordenadas locais (¢',...,q") por f(q!,...,q",t) = 0)
sdo movimentos do sistema mecanico que satisfazem o principio de D'Alembert.

. As solucdes das equacgoes de Euler-Lagrange com L = K — U e restricdo linear nas
velocidades (dada por ker w para alguma 1-forma w) satisfazem o principio de D' Alembert
sse a distribuicdo kerw for integravel (i.e., se a restricdo for holénoma). Caso contrario
obtém-se a chamada mecinica vakondmica (de variational axiomatic kind).
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10. Se (@, (-,+)) é uma variedade Riemanniana, w € Q1(Q) e U € C*(Q), os pontos criticos
da accgdo correspondente ao Lagrangeano L : T'(Q — R dado por

L(vp) = %< s Up) +w(vp) —U

s3o os movimentos do sistema mecénico (Q, (-, ), F), onde
F(vp) = —dU — vp]dw.

Este sistema mecanico diz-se conservativo com termo magnético, ja que a energia mecanica
FE,, = K 4+ U é conservada ao longo dos seus movimentos.

VI. Mecanica Hamiltoniana

1. Escrevemos
TQxT*Q=TQ xqT*Q = U T,Q x T;Q.
PEQ
Dado um Lagrangeano L : TQ x R — R, definimos a funcio H : TQ x T*Q x R — R
através de )
H (vp, wp, t) = wp(vp) — L(vp, t).
Os pontos criticos de ﬁ\{wp}prQX{t} : T,Q — R formam uma subvariedade de T'Q) x
T*@Q x R — R que é o grafico de uma funcdo de dominio T'Q) x R; se esta variedade for
também o grafico de uma func¢do de dominio T*Q) xR, o Lagrangeano diz-se hiper-regular.

2. Dadas coordenadas locais (q!,...,¢") em Q, introduzimos as correspondentes coordena-
das locais induzidas em T'Q e T*Q:
1 n -1 ‘N % 8 .
(q 7"'7q ’q 7"'7q )Hq 8ql7
(¢"-- a1, pn) = pidg’.
3. Um Lagrangeano hiper-regular L : TQQ x R — R define um difeomorfismo que preserva
fibras entre TQ) x R e T*Q) x R, dado localmente por p; = qui (dita a transformagdo de
Legendre), e uma fungdo O H : T*Q x R — R, dada localmente por H = p;j* — L
(dita o Hamiltoniano), tais que a transformac¢3o de Legendre leva solugdes das equagdes de
Euler-Lagrange (definidas em T'Q x R) em solu¢des das equagées de Hamilton (definidas
em T*@Q x R), dadas localmente por

i OH
7 = 3p;
: OH
bi = T oq°

4. Se 7w : T*Q — @ é a projec¢do candnica, definimos a I-forma candnica (ou I-forma
tautoldgica, ou potencial simpléctico candnico) 6 € Q1 (T*Q) através de

0(ap) = Ty

para todo o v, € T™Q, e a forma simpléctica candnica w € Q%(T*Q) como sendo w = df.
Em coordenadas locais,

0 = pidg’;
w = dp; Ndg'.
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10.
11.

12.

13.

14.

15.

Se %—Ij =0& %—% = 0, as equacdes de Hamilton definem um fluxo cujo correspondente

campo vectorial satisfaz
Xpg|w=—dH.

Em particular, Xy - H = 0, i.e.,, o Hamiltoniano mantém-se constante ao longo das
solu¢bes das equagdes de Hamilton (ou equivalentemente ao longo das solugdes das
equagdes de Euler-Lagrange).

Uma variedade simpléctica é um par (M,w), onde M é uma variedade diferencidvel e
w € Q*(M) é fechada (dw = 0) e ndo degenerada (v,|w = 0 para todo o v, € T,M
implica v, = 0).

. Se Q é uma veriedade diferencidvel de dimensdo n entdo (T*Q,w = df) é uma variedade

simpléctica de dimensdo 2n (6 é a 1-forma candnica).

Se (M,w) é uma varidedade simpléctica entdo dim M é par.

. Se (M,w) é uma variedade simpléctica e H € C°°(M) entdo o campo hamiltoniano

gerado por H é o (udnico) campo vectorial X € X(M) tal que

XHJ(,U = —dH
(—Xp diz-se o gradiente simpléctico de H). O fluxo de X diz-se o fluxo hamiltoniano
gerado por H.

H é constante ao longo do fluxo hamiltoniano gerado por H (i.e., X - H =0).

Teorema de Darboux: Seja (M,w) uma variedade simpléctica de dimensdo 2n e p € M.
Entdo existem coordenadas locais (¢',...,q", p1,...,pn) Numa vizinhanca de p (ditas
coordenadas de Darboux) tais que nessa vizinhanga

w=dp; Ndg' =dpy Ndg" + ...+ dp, A dq".

n Vezes

, . . ) . ~ ~ —_——~—,
Se (M,w) é uma variedade simpléctica de dimensdo 2n entdo w” =W A ... Aw é uma
forma de volume em M (e portanto M é orientdvel).

Um simplectomorfismo entre duas variedades simplécticas (M,w) e (N,Q) é um difeo-
morfismo ® : M — N tal que ®*Q = w.

O fluxo hamiltoniano gerado por H € C°°(M) é um grupo a 1 pardmetro de simplect-
morfismos.

Teorema de Liouville: O fluxo Hamiltoniano preserva o volume simpléctico: se A C M é
mensurdvel e H € C*°(M) entdo

vol <<I>tXH (A)) = vol(4),

onde @f(H(p) designa o fluxo de Xy € X (M) no instante t € R com condigdo inicial
p € M, i.e., asolugdo do problema de Cauchy

X
%(I)t H(P) =Xy
o5 (p) = p

e o volume simpléctico é definido por

vol(A) = / W,

A

)
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16.

17.

18.
19.

20.

21.

22.

23.

24.

X € X(M) diz-se localmente hamiltoniano se para todo o p € M existe uma vizinhan¢a
U>peH e C®(M) tais que tais que X |w = —dH em U.
X € X(M) é localmente hamiltoniano sse <IJ§( é um grupo a 1 pardmetro de simplecto-
morfismos.
Se F,G € C*°(M), o seu paréntesis de Poisson é {F,G} = Xr(G) = dG(XF).
(C®°(M),{-,-}) é uma dlgebra de Lie, i.e., tém lugar as seguintes propriedades:

(i) {F,G} = —{G, F} (anti-simetria);

(i) {aF + BG,H} = o{F,H} + p{F, H} (bilinearidade);

(i) {F,{G,H}} +{G,{H,F}} + {H,{F,G}} = 0 (identidade de Jacobi),
para todo o a, B € Re F,G, H € C*°(M). Além disso, o paréntesis de Poisson satisfaz
também

(iv) {F,GH} ={F,G}H + {F, H}G (identidade de Leibniz),
para todo o F,G,H € C*(M).
C*®(M)> H — Xy € X(M) éum homomorfismo de dlgebras de Lieentre (C*°(M),{-,-})
e (X(M)v ['7 ])v e,

(i) Xarise = aXr+ BXea;

(i) Xirey = [XF, X,
paratodooa,3 € Re F,G,H € C*°(M). O nicleo deste homomorfismo sdo as fun¢des

constantes, e a imagem sdo os campos hamiltonianos (que em particular formam uma
subdlgebra de Lie de X(M)).

Uma variedade de Poisson é um par (M,{-,-}), onde M é uma variedade diferencidvel e
{,-}:C®(M) x C*®(M) — C>*(M) satifaz
(i) {F,G} = —{G, F} (anti-simetria);
(i) {aF + PG, H} = o{F,H} + B{F, H} (bilinearidade);
(i) {F{G,H}} + {G,{H,F}} + {H,{F,G}} = 0 (identidade de Jacobi);
(iv) {F,GH} = {F,G}H + {F, H}G (identidade de Leibniz),
para todoo a,f € Re F,G,H € C>®(M).

Se (M, {-,-}) é uma variedade de Poisson e H € C*°(M), o campo hamiltoniano gerado
por H é o campo Xy tal que Xy (F) = {H, F} para todo o F' € C*°(M).

Qualquer variedade simpléctica (M, w) é naturalmente uma variedade de Poisson (M, {-,-});
os campos hamiltonianos definidos pelas duas estruturas coincidem.

Se (M,w) é uma variedade simpléctica de dimensdo 2n, o sistema de coordenadas locais

(¢',...,¢",p1,...,pn) é um sistema de coordenadas de Darboux sse
{d'.d} = {pi,p;} = 0;
{pi, ¢’} = 6ij

(i,j=1,...,n).

VII. Sistemas Completamente Integraveis

1.

Dada uma variedade simpléctica (M, w) de dimens3o 2n, definimos o Hamiltoniano como
uma fungdo fixa H € C*°(M) fixa cujo fluxo hamiltoniano desejamos estudar.
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F € C°°(M) diz-se um primeiro integral se {H, F'}=0.

3. Se F,G € C°°(M) sdo primeiros integrais, entdo {F, G} é ainda um primeiro integral.
4. Fy,...,F, € C®°(M) dizem-se

10.

11.

12.

(i) independentes se {dF,...,dF,,} sdo covectores linearmente independentes em
cada ponto de M,

(ii) em involugdo se {F;, F;} =0 (i,j=1,...,m).
Se Fi,..., F, € C>®(M) sdo independentes e estdo em involu¢do entdo m < n.

H diz-se completamente integravel se existem n primeiros integrais F1, ..., F, indepen-
dentes e em involugio.

Se H é completamente integravel, o conjunto

My={peM:Fi(p)=fi,.... Fulp) = fu} 72 (= (f1,...,fn) €R")

€ uma subvariedade de M de dimensdo n, invariante para o fluxo hamiltoniano de H,
na qual se encontra definida uma ac¢do de R™ localmente livre e transitiva em cada
componente conexa.

Dado p € My, o subgrupo de isotropia de p é
F={teR": &¢(p) =p} CR"

(onde ® : R™ x My — My designa a acgdo de R™ em My).

. O subgrupo de isotropia de p é um subgrupo discreto de R™ que n3o depende da escolha

de p em cada componente conexa Mf de Ms.

Seja I" um subgrupo discreto de R™. Entdo existem k € {0,1,...,n} vectores linearmente
independentes e, ..., e, tais que I' = spany{eq,...,e,}.
M ¢é difeomorfa a T* x R"*, onde k é o niimero de geradores do subgrupo de isotropia

de p. Em particular, se M} é compacta, entdo é difeomorfa ao toro n-dimensional T™.
(Assumiremos daqui em diante que este é de facto o caso).

Teorema de Arnold-Liouville: Seja (M,w) uma variedade simpléctica de dimensdo 2n e
H € C*(M) completamente integrdvel com Fy,..., F, € C°(M) primeiros integrais

independentes em involugdo. Se as interseccGes das superficies de nivel de Fy,..., F,
sdo compactas entdo s3o unides finitas de toros n-dimensionais, invariantes para o fluxo
de Xp. E possivel escolher coordenadas de Darboux (p!,...,¢", I1,...,I,) numa vi-
zinhanga de qualquer um destes toros invariantes (coordenadas accdo-angulo) tais que
(p!,...,9") mod 27 s3o coordenadas naturais nos toros (coordenadas dngulo) e (I1,. .., 1),
dadas por

1

T Jyi

(onde ; é o gerador da homologia do toro associado a ¢° e 6 é o potencial simpléctico,
df = w) sdo constantes em cada toro (coordenadas accdo). Em particular nestas coor-
denadas H = H(I4,...,I,), e portanto

: 0
Xg :wl(h"”’]n)ﬁgoi
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13.

14,

15.

16.

17.

18.

19.
20.

21.

com w' = %; por outras palavras, o fluxo hamiltoniano de X g nestas coordenadas é
7
dado por

@t)(H(gpl,...,gon,Il,...,In) = (gpl+w1t,...,<p"+w"t,[1,...,ln).

A construgdo das varidveis ac¢ao-angulo num sistema completamente integravel sé en-
volve operagdes “algébricas” (inversdo de fungdes) e “quadraturas”’ (célculo de integrais
de fungdes conhecidas). Dado que uma vez encontradas as coordenadas ac¢do-angulo o
célculo do fluxo de X é trivial, diz-se que qualquer sistema completamente integravel é
“soldvel por quadraturas” (daqui a origem da designagdo “completamente integrdvel”).

Sejam ¢ = (p',..., ") mod 27 coordenadas naturais no toro n-dimensional T" =
R"/(27Z)" e w = (w!,...,w") € R™. O fluxo ® : R x T" — T dado por

Pi(p) = p +wt

diz-se o fluxo linear no toro com frequéncias w!, ..., w".

As frequéncias w € R" dizem-se independentes se sdo linearmente independentes sobre
Q, i.e., se k-w # 0 para todo o k € Z™ \ {0}.

Seja f: T™ — R continua. A sua média espacial é o niimero real

—_ 1 .
fzw/wf(so)d@

e a sua média temporal é a funcdo

T
F(@) = lim 1/0 Flo + wt)dt

T—+oco T

(definida no conjunto dos pontos ¢ € T"™ para os quais o limite existe).

Teorema Ergddico: Se as frequéncias w sdo independentes, a média temporal existe para
todoop T e

Se as frequéncias w sdo independentes entdo {¢ + wt}¢>o é denso no toro para todo o
we .
Se as frequéncias w s3o independentes e n > 2 entdo ¢ + wt ndo é periddico.

Seja (M,w) uma variedade simpléctica de dimensdo 2n e H € C*°(M) satisfazendo as
condi¢bes do Teorema de Arnold-Liouville. H diz-se ndo-degenerado se

Ow! 0*H
(5 ) = (5791, #¢

(i.e., se localmente as frequéncias (w!,...,w™) parametrizam os toros invariantes).

Se H é n3o-degenerado ent3o

(i) Quase todos os toros invariantes possuem frequéncias independentes;

(i) Se n > 2 entdo o conjunto dos toros invariantes que njo possuem frequéncias
independentes é denso no conjunto de todos os toros invariantes.
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22. Teorema KAM (Komolgorov-Arnold-Moser): Seja (M,w) uma variedade simpléctica de

dimensdo 2n e Hy € C°°(M) completamente integravel e ndo-degenerado (portanto as

frequéncias (w!,...,w") = (%—%’,...,%—II{?) parametrizam os toros invariantes). Dados

1
Hy€C®(M), H=Hy+ecHyev>n—1, existe u =0 <5§) tal que numa vizinhanga
de cada toro invariante de H( cujas frequéncias satisfazem

k- wl| > pl[k]| ™

para todo o k € Z" \ {0} existe um toro invariante de H com as mesmas frequéncias.
. - : : : . 1
Em particular, a fraccdo dos toros invariantes destruidos pela perturbacdo é O <52) (no

sentido da medida de Lebesgue nas frequéncias).
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