Resolucao Sumaria da
52 ficha de exercicios de Mecanica Geométrica

23 de Abril de 2002

1. Escreva as equacdes do movimento de um péndulo esférico de comprimento [ e massa m,
i.e., de uma particula de massa m que se move sobre a superficie esférica z2 + 3> + 22 =
I? sob a accdo do campo gravitacional constante. Existe alguma quantidade conservada
além da energia? (Sugestdo: Use coordenadas esféricas (6,p) na superficie esférica e
recorde que a energia potencial correspondente ao campo gravitacional constante é dada
por U(z,y,z) = mgz, onde g € a aceleracdo da gravidade).

Resolugdo: Uma vez a forga de reacgdo (exercida pela haste do péndulo) n3o ¢ indicada,
assumimos que esta satisfaz o principio de D'Alembert. Sabemos ent3o que os movimentos
do péndulo esférico sdo os movimentos do sistema mecanico (N, ((-,-)), —dU|n), onde

N:{(%Z/,Z) €R31$2—|—y2+22:l2}

e ((-,-)) é a métrica induzida em N pela métrica da energia cinética de uma particula de
massa m em R3,
() =m(dz ® dz + dy ® dy + dz @ dz).

Portanto em coordenadas esféricas (6, ¢) temos
((-,)) = mi*(df ® df + sen® Odyp @ dyp),

ou seja,
1 .
K= §ml2 (92 + sen? 9¢2> .
A energia potencial restrita a NV é dada em coordenadas esféricas por

U =mglcosb.

Portanto as equagdes do movimento vém

ony on_ ov @ 20\ _ . 72 2
i \ 5 70 20 @dt( l9> ml“ sen 6 cos 0p° = mglsen 6

& 6 = senfcos 0 + %sen&
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Desta equacdo é imediato que a quantidade
P, = ml?sen? 0

é constante ao longo do movimento (pode mostrar-se que P, é a componente do momento
angular da particula segundo o eixo dos zz).

. Mostre que existe um isomorfismo vectorial € : s0(3) — R3 tal que

AE=Q(A) x &
para todo 0 £ € R? e A € 50(3).
Resolucao: Se
0 —c b
c 0 —a |€s0(3)
b a 0

€ uma matriz anti-simétrica arbitraria ent3o

T bz — cy a T
Al y | = ecx—az | =] b | x| v
z ay — bx c z
Portanto definindo
Q(A) = (a,b,¢)
vemos que
AE=Q(A) x &

para todo 0 £ € R® e A € s0(3). A aplicagio Q : s0(3) — R? assim definida é um
isomorfismo vectorial, uma vez que é claramente linear e bijectiva.

E interessante notar que se A, B € s0(3), com Q(A) = (a,b,¢) e Q(B) = (a, 3,7), entdo

0 —c b 0 —y p 0 —y p 0 —c b
[A,B] = c 0 —a 0 0 —a |- 0 0 —«a c 0 —a
b a O -6 a 0 -6 a 0 b a O

0 ba —af ca— ay by — 0 a

a
= | aB - ba 0 B-by | =97 ca—ay | =27 b | x| B
Y

ay—ca by—cB 0 af — ba c

ou seja,
Q([A, B]) = Q(A) x Q(B).

3

Isto mostra que (R?, x) é uma &lgebra de Lie isomorfa a s0(3).



3. Seja C' um corpo rigido com um ponto fixo 0 € C e densidade p : C — R*. Suponha
que o eixo dos zz é um eixo de simetria de C, i.e., suponha que em coordenadas cilindricas
(r,0, z) para R3 se tem (r,0,2) € C sse (r,0+7,2) € Cep(r,0,z) = p(r,0+7,2). Mostre
que Re, é um eixo principal de inércia de C' e que o correspondente momento principal de
inércia é

_ r 2 3
I - /C (€)1 pl€)d%

Resolucao: Basta notar que

Ie) = | f6 x (e x p(e)e
= / {(r cosOe, + rsenbe, + ze,) x [e, x (rcosfe, + rsenbe, + ze;|} p(r,0, z)rdrdfdz
C

= / [( cosfe; + rsenfe, + ze,) x (rcosbe, — rsenbey)| p(r, 0, z)rdrdddz

J.

/ r2ezp (r,0,2)rdrdfdz = Ie,,

r? cos? fe, + r? sen’ e, — rz cosfe, — rz sen Qey) p(r, 0, z)rdrdfdz

Q

Q

onde
_ 2 _ 2 3
L= /Cr p(r,0, 2)rdrdfdz = /C r(€))2 ple)d’.

e onde usdmos o facto de que a simetria de C em relacdo ao eixo dos zz implica que por
exemplo

/ rzcosOp(r,0, z)rdrdddz
C

= / rzcosfp(r,0, z)rdrdfdz + / rzcosOp(r, 0, z)rdrdfdz
{0<0<n} {m<b<27}

= / rzcosfp(r,0, z)rdrdfdz + / rzcos(p + m)p(r, p + m, z)rdrdpdz
{0<0<n} {r<p+nr<2r}

= / rzcosOp(r,0, z)rdrdfdz — / rz cos p(r, @, z)rdrdedz = 0
{0<f<m} {0<p<n}

(e analogamente para o outro integral).



