Resolucao Sumaria da
22 ficha de exercicios de Mecanica Geométrica

9 de Maio de 2002

1. Considere as coordenada locais (), ) usuais em S? C R? definidas pela parametrizacio
g :]0, 7[x]0, 27r[— R3 dada por

a)

g(0, ) = (sen @ cos ¢, sen fsen p, cos )

Determine a express3o nestas coordenadas da métrica Riemanniana induzida em S? pela
métrica Euclidiana usual em R3.

Calcule os simbolos de Christoffel da conexdo de Levi-Civita associados a estas coorde-
nadas locais.

Mostre que as geodésicas sdo circulos maximos (Sugestdo: note que pode sempre
escolher as coordenadas por forma a que a condi¢do inicial da geodésica satisfaca
(0> v, 0, 90) = (gv 0,0, 800))

Seja ¢ : [0,27] — S? dado por (6,¢) = (6o,t), onde 6y € }0,%[ (portanto ¢ ndo é
uma geodésica). Seja V' um campo vectorial paralelo ao longo de ¢ tal que V(0) = %.
Calcule o angulo pelo qual V' é rodado quando regressa ao ponto inicial. Sera a conexdo
de Levi-Civita de S? com a métrica induzida uma conexdo plana? (Nota: O dngulo que
calculou é exactamente o dngulo pelo qual o plano de oscilacdo do Péndulo de Foulcaut
- i.e., um péndulo suficientemente comprido e pesado para oscilar durante dias - roda ao
longo de um dia num local a latitude % — 0y; a razdo para isto € que o plano de oscilagado
do péndulo permanece fixo em relagdo as estrelas a medida que a Terra roda sobre o seu
€ixo).
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Resolugao: Uma vez que z; € simplesmente o vector velocidade da curva descrita em S?
quando se faz variar # mantendo ¢ constante, temos

889 = g? = (cos B cos ¢, cos O sen p, —sen )
e portanto
o 0
oo = <89’ 8«9> =1
Analogamente,
aa@ = gi = (—sen @ sen @, send cos p,0)



e portanto

Concluimos que a métrica induzida em S? pela métrica Euclidiana usual em R3 é dada por

g =df @df + sen? Odp @ de.

Portanto
goo 9oy 1 0
(gij) = = )
9ob Gy 0 sen®f
e consequentemente
ij -1 1 0
(97) = (gi5)" =
0 —_
sen? 6

Os simbolos de Christoffel podem ser agora calculados: por exemplo

1, 1
—g” (0p9pi + 0pgpi — Digpyp) = 5996 (0 +0— 9y (Sen2 9)) = —senfcosd.
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Dos oito simbolos de Chrisfoffel apenas trés n3o se anulam: o que calculdmos acima e

Fg@ = er = cotgd.

Usando estes simbolos podemos agora escrever as equacdes das geodésicas:
0+ Ffjjcij:j =0 < 6 —senfcosfp? = 0;
$+T5i'd) =0 ¢+ 2cotg 60y = 0.

Dada uma condigdo inicial para uma geodésica em S? (i.e., um vector tangente a S2),

podemos sempre escolher as coordenadas (6, ¢) de modo a que o vector seja gbo% no ponto

de coordenadas (%,0), i.e., tal que a condicdo inicial possua coordenadas (%,0,0, gbg) em

T.S?. Nesse caso a solucio das equacdes acima com esta condic3o inicial é (6, p) = (%, gbot),
que é efectivamente um circulo maximo. Como ser um circulo mdximo n3o depende da
escolha de coordenadas, concluimos que qualquer geodésica é um circulo maximo.

As equacoes do transporte paralelo do vector V' sao

Vo4 Ffji'ivj =0 V9t FZWVSD =0« V7 —senfycoshyV¥ = 0;
Ve TV =06 VP +T7,V! =04 VP + cotg V'’ = 0.

Estas equacdes implicam por exemplo

VO 4 cos?0V? =0 < V? = Acos(cosbpt + B)



onde A, B € R s3o constantes, e portanto

1 . A
Ve= —— V= sen(cos Ot + B).
sen 6y cos Oy sen 6

A condic3o inicial é V?(0) = 1, V¥(0) = 0, donde concluimos que A = 1, B = 0 e portanto
VY = cos(cos fot);

Ve — _

sen(cos Oot).
sen vg

Note-se que em particular
V), V(t)) = (V"2 +sen? 6 (V¥)? = 1.
Portanto o dngulo « entre V(0) e V(2m) é dado por
cosa = (V(0),V(2n)) = V(2r) = cos(2x cos ),

ou seja,
o = £27 cos by.

. Mostre que se (¢, ...,q") sdo coordenadas locais no espaco de configuracdes @@ de um

sistema mecanico entdo
Dq\ ﬁ 0K B oK dd
F\at ) = lat \og )~ aq |1

onde p: TQ — T*Q é o operador massa e K : T'() — R é a energia cinética.

Resolucao: Basta notar que
Dq i 0 P
7 (dt> = [(Q’ + Fﬁkqjq’“) aqi} = qui (qz + Féw”qk) dq'

= gui {q’ + 59" (D3 Gkm + Oxgjm — 8mgjk)qjq’“] dq'

o1 i
= {gzﬂlZ + 5(3j9k1 + Orgji — 6lgjk)q]qk] dq'

= (guq +0jgnd’ ¢* — 5009k’ qk) dg'
= (gijqj + 0jgrid’ ¢~ — 509k’ qk) dq"

. 1 Y
e que uma vez que em coordenadas locais K = 5g;;4"¢’ se tem

d [OK 0K d s 1 1
pr <aqi> “ o7 dl (9i5¢) — iaigjkqjqk = 0§’ + Ohgi; ¢’ d" — §8igjkqjqk

= giji’ + 0jgri¢’d" — 50igjkd’ g~



