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1. Dadas duas matrizes A,B ∈ Mn×n(R), considere os campos vectoriais X,Y ∈ X(Rn)
definidos por

Xx = Ax, Yx = Bx.

(a) Mostre que [X,Y ]x = (BA−AB)x.(3 val.)

(b) Determine o fluxo de X. Será X completo?(3 val.)

2. (Grau de uma aplicação) Sejam M e N variedades de dimensão n compactas, conexas
e orientadas e f : M → N uma aplicação C∞.

(a) Mostre que existe um número real deg(f), dito o grau da aplicação f , tal que(3 val.) ∫
M
f∗θ = deg(f)

∫
N
θ

para qualquer forma de grau máximo θ ∈ Ωn(N). (Use o facto de que θ = kω+ dα
para algum k ∈ R, onde ω ∈ Ωn(N) é um elemento de volume e α ∈ Ωn−1(N)).

(b) Calcule o grau da aplicação f : S1 → S1 dada por f(z) = zk, onde k ∈ Z e(3 val.)
S1 = {z ∈ C : |z| = 1}.

(c) Prove que se f não é sobrejectiva então o seu grau é zero.(4 val.)

(d) Recorde que g : M → N se diz homotópica a f se existe H : M × R → N , de(4 val.)
classe C∞, tal que H(p, 0) = f(p) e H(p, 1) = g(p) para todo o p ∈ M . Mostre
que se g é homotópica a f então deg(g) = deg(f).


