
Geometria Riemanniana

Ficha 2

A entregar at�e �a aula de Ter�ca-feira dia 3 de Outubro

1. Uma superf��cie de Riemann �e uma variedade topol�ogica de dimens~ao 2 munida de um

atlas cujas fun�c~oes de transi�c~ao s~ao holomorfas (em particular �e uma variedade diferenci�avel

de dimens~ao 2).

(a) Use a projec�c~ao estereogr�a�ca para mostrar que S2 �e uma superf��cie de Riemann.

(b) De�na aplica�c~ao holomorfa entre duas superf��cies de Riemann, e mostre que a com-

posi�c~ao de aplica�c~oes holomorfas �e holomorfa.

(c) A projec�c~ao estereogr�a�ca a partir do p�olo Norte permite-nos pensar em S2 como

C [ f1g, onde 1 se diz o ponto no in�nito. Uma transforma�c~ao de M�obius �e

qualquer aplica�c~ao f : S2 ! S2 da forma

f(z) =
az + b

cz + d
;

onde a; b; c; d 2 C satisfazem ad � bc 6= 0, e as opera�c~oes envolvendo 1 s~ao as

�obvias. Mostre que qualquer transforma�c~ao de M�obius �e uma aplica�c~ao holomorfa.

(Sugest~ao: Mostre que as aplica�c~oes f(z) = 1

z
e g(z) = az + b s~ao holomorfas).

(d) Note que qualquer aplica�c~ao holomorfa �e de classe C1. Mostre que a derivada de uma

transforma�c~ao de M�obius em qualquer ponto �e uma transforma�c~ao linear invert��vel.

N~ao precisam de entregar:

2. Mostre que as parametriza�c~oes ' : R ! R e  : R ! R dadas por '(x) = x e  (x) = x3

induzem estruturas diferenci�aveis n~ao equivalentes em R. Mostre ainda que estas estruturas

s~ao difeomorfas.

3. Mostre que qualquer aplica�c~ao C1 �e necessariamente cont��nua.
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