Geometria Riemanniana

Ficha 2

A entregar até a aula de Terca-feira dia 3 de Outubro

1. Uma superficie de Riemann é uma variedade topoldgica de dimensao 2 munida de um
atlas cujas fun¢des de transi¢do sdo holomorfas (em particular é uma variedade diferencidvel
de dimensdo 2).

(a) Use a projeccdo estereografica para mostrar que S? é uma superficie de Riemann.

(b) Defina aplicacdao holomorfa entre duas superficies de Riemann, e mostre que a com-
posicdo de aplicacdes holomorfas é holomorfa.

(c) A projeccio estereogréafica a partir do pélo Norte permite-nos pensar em S? como

C U {00}, onde co se diz o ponto no infinito. Uma transformacdo de Mdobius é
qualquer aplicacdo f : S? — S? da forma

az+b

f(z) = m7

onde a,b,c,d € C satisfazem ad — bc # 0, e as operagdes envolvendo oo sdo as
6bvias. Mostre que qualquer transformacao de Mobius é uma aplicacdo holomorfa.
(Sugestdo: Mostre que as aplicagdes f(z) = 1 e g(z) = az + b sio holomorfas).

(d) Note que qualquer aplicagdo holomorfa é de classe C™°. Mostre que a derivada de uma
transformacdo de Mobius em qualquer ponto é uma transformac3o linear invertivel.

Nao precisam de entregar:

2. Mostre que as parametrizacdes ¢ : R — R e 1) : R — R dadas por ¢(z) = z e ¢(z) = 23
induzem estruturas diferencidveis n3o equivalentes em R. Mostre ainda que estas estruturas
sao difeomorfas.

3. Mostre que qualquer aplicacdo C'°° é necessariamente continua.



