
Geometria Riemanniana

Ficha 13

A entregar at�e �a aula de Ter�ca-feira dia 19 de Dezembro

1. Use a aplica�c~ao de Gauss para mostrar que Sn(r) =
�
x 2 Rn+1 : kxk = 1

	
possui curvatura

constante K = 1

r2
.

2. Considere a aplica�c~ao f : R� ]0; 2�[! R
3 dada por

f(s; �) = (h(s) cos �; h(s) sin �; g(s)) ;

onde h > 0 e g s~ao aplica�c~oes diferenci�aveis tais que

(h0(s))2 + (g0(s))2 = 1:

A imagem de f �e a superf��cie de revolu�c~ao S com eixo Oz, obtida rodando a curva �(s) =
(h(s); g(s)), parametrizada pelo comprimento de arco s, em torno desse eixo.

(a) Mostre que fs := (df)
�
@
@s

�
e f� := (df)( @

@�
) s~ao ortogonais.

(b) Determine a aplica�c~ao de Gauss e calcule a matriz da segunda forma fundamental S

associada ao referencial fEs; E�g, onde Es = fs e E� =
1

kf�k
f�.

(c) Calcule a curvatura m�edia H e a curvatura de Gauss K da superf��cie S.

(d) Usando este resultado, dê exemplos de superf��cies de revolu�c~ao com:

i. K � 0;

ii. K � 1;

iii. K � �1;

iv. H � 0 (que n~ao um plano)1.

N~ao precisam de entregar:

3. Seja M uma variedade Riemanniana, p 2 M e � � TpM um subespa�co de dimens~ao 2.
Dado " > 0 su�cientemente pequeno, Np = expp(B"(0) \ �) �e uma subvariedade de M .

Mostre que se considerarmos em Np a m�etrica induzida ent~ao KN (p) = KM (�)

4. Seja M uma variedade Riemanniana. Uma subvariedade N � M diz-se totalmente

geod�esica se a imagem de qualquer geod�esica de M tangente a N nalgum ponto est�a

contida em N . Mostre que:

(a) N �e totalmente geod�esica sse B � 0, onde B �e a segunda forma fundamental de N .

(b) Se N �e totalmente geod�esica ent~ao as geod�esicas de N s~ao geod�esicas de M .

(c) Se N �e o conjunto dos pontos �xos de uma isometria ent~ao N �e totalmente geod�esica.

Indique exemplos de subvariedades totalmente geod�esicas de Rn, Sn e Hn.

1Superf��cies com curvatura m�edia nula chamam-se superf��cies m��nimas; pode mostrar-se que se uma superf��cie
com bordo compacta possui �area m��nima dentre todas as superf��cies com o mesmo bordo ent~ao tem que ser uma
superf��cie m��nima)
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