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1. Considere a estrutura de grupo de Lie em H = f(x; y) 2 R
2 : y > 0g determinada pela

identi�ca�c~ao (x; y) '

�
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�
. Mostre que:

(a) Se fe1; e2g designa a base can�onica de h ' R
2 ent~ao [e1; e2] = �e1.(2 val.)

(b) R� f0g �e um ideal de h.(2 val.)

(c) R� f1g �e um subgrupo normal de H.(2 val.)

(d) A aplica�c~ao exponencial exp : h! H �e um difeomor�smo.(2 val.)

(e) As �orbitas da ac�c~ao deH emH por conjuga�c~ao est~ao contidas em rectas horizontais.(2 val.)

(f) H n~ao possui subgrupos normais discretos n~ao triviais.(2 val.)

(g) H �e o �unico grupo de Lie conexo com �algebra h.(2 val.)

2. Os acontecimentos �a superf��cie da Terra podem ser modelados pela variedadeM = R�S2,
onde (t; p) 2 R � S

2 representa o acontecimento que ocorreu no ponto p 2 S
2 no

instante t 2 R. Sejam (�; ') as habituais coordenadas esf�ericas em S
2, de�nidas pela

parametriza�c~ao � : ]0; �[� ]0; 2�[! S
2 dada por

�(�; ') = (sen � cos'; sen � sen'; cos �):

Devido ao movimento de rota�c~ao da Terra, rel�ogios sincronizados ao longo de uma curva

c : [0; 1]! S
2 registam valores diferentes num dado instante. Mais precisamente, os acon-

tecimentos em que os rel�ogios marcam todos o mesmo valor de�nem um levantamento

ĉ : [0; 1]!M de c compat��vel com a distribui�c~ao D de�nida pela forma diferencial

� = dt� sin2 � d'

(para uma certa escolha de unidades). Mostre que:

(a) A distribui�c~ao D n~ao �e integr�avel.(3 val.)

(b) Se a curva c �e fechada, a dessincroniza�c~ao entre o rel�ogio inicial e o rel�ogio �nal �e(3 val.)

igual a �2A, onde A �e a �area orientada da projec�c~ao de c no plano fz = 0g.


