Resumos de Geometria Diferencial

6 de Janeiro de 2006

I. Fundamentos

1. Particoes da Unidade

1.

Toda a cobertura aberta de uma variedade diferencidvel (Hausdorff, satisfazendo o 2°
axioma da numerabilidade) possui uma subcobertura numeravel.

. Toda a variedade diferencidvel M possui uma exaustdao compacta, i.e. uma familia

de compactos { K, }nen tal que K, C int K41 e U;:g K, =M.

. Uma particdo da unidade numa variedade M é uma familia {¢;}ic; C C°(M) tal

que
(i) {supp ¢i}icr é localmente finita;
(i) @i(p) = 0 e Yye; ¢i(p) = 1 para todo o p € M.

Seja {Uq}aca uma cobertura aberta da variedade M. Ent3o existe uma particdo da

unidade contavel {¢, },cn subordinada a cobertura {Uy}aca (i.e. supp ¢, C U,,
para todo o n € N) com supp ¢,, compacto para todo o n € N.

. Seja {Uqy}aca uma cobertura aberta da variedade M. Entdo existe uma partigdo da

unidade {Pq }aca tal que supp ¢, C U, para todo o a € A.

. Seja M uma variedade e FF C U C M com F fechado e U aberto. Ent3o existe

¢ € C(M) tal que
(i) 0 < ¢(p) <1 paratodo o p € M,
(i) ¢(p) =1sepeF,

(iii) suppo C U.

2. Subvariedades

1.

Uma subvariedade (imersa) de M é um par (N, ®), onde N é uma variedade e
® : N — M é uma imersdo injectiva. Se & : N — ®(N) é um homeomorfismo, @
diz-se um mergulho, e (N, ®) diz-se uma subvariedade mergulhada.

. Seja (N, @) uma subvariedade de dimens&o d de uma variedade M. Paratodoop € N

existem coordenadas locais (V,z!,...,z%) centradas em ®(p) e uma vizinhanca U de
p tais que
dU)={qeV:z¥tl(q)=...=2%4¢q) =0}.

Se (N, ®) é mergulhada, podemos escolher V' tal que ®(U) = ®(N)NV.

. Se (N, ®) é uma subvariedade de M e ¥ : P — M é uma aplicagdo diferenciavel

tal que W(P) C ®(NN), existe uma unica aplicagdo U : P — N, dita a aplicacio
induzida, tal que ¥V = ® o V.



Seja (N, ®) uma subvariedade de M, ¥ : P — M ¢é uma aplicagdo diferencidvel tal
que ¥(P) C ®(N) e ¥ : P — N a aplicagdo induzida.

(i) Se W é continua entdo é diferenciavel.

(ii) Se @ é um mergulho entdo W é continua (logo diferenciavel).

. Uma subvariedade inicial de M é uma subvariedade (IV, ®) tal que toda a aApIicagéo

diferencidvel ¥ : P — M com ¥(P) C ®(N) se factoriza por uma aplicagdo ¥ : P —
N diferenciavel.

. Dizemos que (Ny,®;) e (Na, P2) sdo subvariedades equivalentes de M se existe

um difeomorfismo ¥ : Ny — N tal que &1 = P50 V.

.SejaAC Mei:A— M ainclusdo. Entio:

(i) Fixada uma topologia em A, existe no maximo uma estrutura diferencidvel em
A tal que (A, i) é uma subvariedade.

(ii) Se (A,17) é subvariedade para a topologia induzida, ent3o esta é a (nica topologia
em A tal que (A, 1) é subvariedade.

. Se ¢ € N é um valor regular de ¥ : M — N (i.e., se d,¥ é sobrejectiva para

todo o p € U~1(q)) entdo ¥~1(q) é uma subvariedade mergulhada de dimensdo
dim M — dim N.

. Se Q@ C N ¢é uma subvariedade mergulhada e ¥ : M — N é transversal a @ (i.e.,

se imd, ¥ + Ty, @ = Ty, N para todo o p € U71(Q)) entdo ¥1(Q) é uma
subvariedade mergulhada de codimensao igual a codimensdo de (). Em particular, se
M e () sdo subvariedades mergulhadas transversais de N, M N(Q é uma subvariedade
mergulhada de dimens3o dim M + dim Q — dim V.

. Folheacoes

1.

Uma folheacgdo de dimens3o k da variedade M é uma decomposicdo F = {Ls}aca
de M em conjuntos conexos por arcos disjuntos (folhas) tais que para qualquer
ponto p € M existe um aberto distinguido U > p e uma carta distinguida
(', ... 2%yt y?F) U — R tal que as componentes conexas de L, N U

(placas) sdo os conjuntos da forma

{q € U :y'(q) = constante, ..., y**(q) = constante}.

. Seja F uma folheagdo k-dimensional de M. Qualquer folha de F é uma subvariedade

inicial de dimensao k de M.

3. Se uma folha de uma folheagdo é fechada entdo é mergulhada.
. Quocientes
1. Seja M um espaco topoldgico Hausdorff e ~ uma relacdo de equivaléncia em M tal

que a projec¢do natural m : M — M/ ~ é uma aplicagdo aberta. Entdo M/ ~ é
Hausdorff sse o grafico de ~, dado por

R={(p,q) € M x N :p~q},

€ um subconjunto fechado de M x M.

. Seja M uma variedade e ~ uma relacdo de equivaléncia em M. As seguintes afirmacGes

sdo equivalentes:



(i) Existe uma estrutura diferencidvel em M/ ~ tal que m : M — M/ ~ é uma
submersao.

(i) O gréfico R de ~ é uma subvariedade propria (i.e. mergulhada e fechada) de
M x M e a projeccdo p1 : M x M — M restrita a R é uma submersio.

3. Uma accado do grupo G na variedade M é um homomorfismo de grupos ¥ : G —
Diff (M) (escrevemos g -p = ¥(g)(p)). O quociente de M pela acgdo ¥ : G —
Diff (M) é o quociente G\ M de M pela relagdo de equivaléncia ~ definida por p ~ ¢
sse existe g € G tal que p = g - q. O subgrupo de isotropia de p € M é o subgrupo
Gp={9€G:g-p=p}. A acgdo diz-se livre se G}, = {e} para todo o p € M.

4. A acgdo ¥ : G — Diff (M) diz-se propriamente descontinua se

(i) Para todo o p € M existe um aberto U 3 p tal que g- U NU = & para todo o
g€ G\ Gy

(i) Se p 7 q entdo existem abertos U 5 p, V 3 ¢ tais que g - U NV = & para todo
ogeG.

5. Seja ¥ : G — Diff (M) uma acgdo livre e propriamente descontinua. Ent3o existe
uma estrutura diferencidvel G \ M tal que 7 : M — G\ M é um difeomorfismo local
(que é um revestimento). Se M é simplesmente conexa, entdo M é o revestimento
universal de G\ M, e mi(G\ M) =G.



Il. Teoria de Lie

1. Derivada de Lie

1.

Dados X,Y € X(M) e p € M, defina-se

W(e) = 85" 0 65V 0 6Y7 0 6Y7 ()
para € > 0, onde ¢ e ¢35 sdo os fluxos de X e Y. Entdo

d
X, Y| = — €).
XY= g W)

. Seja X € X(M) e ¢l o fluxo de X. A derivada de Lie da fun¢do f € C*°(M) ao

longo de X € a fungdo £xf € C°°(M) definida por

(£x1)(p) = lim = (F(6 () — F()).

t—0 t

Tem-se
£xf=X-f.

. Seja X € X(M) e ¢ o fluxo de X. A derivada de Lie do campo vectorial Y € X(M)

ao longo de X é o campo vectorial £xY € X(M) definido por

1 _
(£xY)p = lim = (d65" - Yyg 4y = V7 ) -

Tem-se
£xY =[X,Y].

Sejam X,Y € X(M) campos vectoriais com fluxos ¢’ e ¢5.. Entdo [X,Y] =0 sse

¢ © by = by o Py

2. Teorema de Frobenius

1.

Uma distribuicao D de dimens3o k na variedade M é uma aplicacdo que a cada ponto
p € M associa um subespaco k-dimensional D, C T,M. A distribuicdo D diz-se de
classe C'*° se para qualquer ponto p € M existe um aberto U 3 p e campos vectoriais
X1,..., X € X(U) tais que

Dy = (X1(q), - - -, Xk(q))

para todo o ¢ € U. Diz-se que X € X(M) é tangente a D (X € X(D)) se X, € D,
para todoop € M.

. Uma subvariedade conexa (N, ®) de M diz-se uma subvariedade integral de D se

d,®(T,N) = Dy (p)

para todoo p € N.

. Uma distribuicao D em M diz-se:

(i) involutiva se X,Y € X(D) = [X,Y] € X(D);



(i) integravel se existe uma folheagdo F de M cujas folhas sdo subvariedades inte-
grais de D.

4. Teorema de Frobenius: D é integrivel sse é involutiva. Neste caso, a folheacdo que
integra D é Unica.
3. Grupos de Lie
1. Uma algebra de Lie é um espago vectorial g com uma operagdo [-,] : gx g — ¢
(paréntesis de Lie) que satisfaz:
(i) Anti-simetria: [X,Y] = —[Y, X|;
(ii) Bilinearidade: [aX +bY, Z] = a[X, Z] + b[Y, Z];
(iii) Identidade de Jacobi: [X,[Y, Z]| + [Y,[Z, X]]|+ [Z,[X,Y]] =0
(X,Y,Z g, a,beR).
2. Um grupo de Lie é um grupo G com uma estrutura diferencidvel tal que as aplicagées
w:GxG— Ger:GFXGE— G dadas por

u(g,h) =gh e g =g"

s3o diferenciaveis.

3. Seja G um grupo de Lie. Um campo vectorial X € X(G) diz-se invariante a esquerda
se (Ly), X = X para todo o g € G, onde a aplicagdo L, : G — G, definida por
Ly(h) = gh para todo o h € G, se diz a translaccao esquerda por g. O paréntesis
de Lie de campos vectoriais induz uma estrutura de algebra de Lie no subespago
g C X(G) formado pelos campos invariantes a esquerda, e a aplicagdo g — T.G dada
por X — X, é um isomorfismo vectorial (portanto podemos identificar g = T.G, e g
tem dimensdo dim G).

4. Um homomorfismo de algebras de Lie é uma aplicacdo linear ¢ : g — b tal que

O([X,Y]) = [o(X), (Y]

para todo o X,Y € g.

5. Um homomorfismo de grupos de Lie é uma aplicacao diferencidvel ® : G — H
que é um homomorfismo de grupos:

O(gh™") = d(g)2(h) ™"

para todo o g,h € G. A aplicagdo induzida ®, = d.® : g — h é um homomorfismo
de algebras de Lie.

6. Um subespaco ) C g de uma dlgebra de Lie g diz-se uma subdlgebra de Lie se
[X,Y] € b paratodoo X,Y €.
7. Uma subvariedade (H, ¢) de um grupo de Lie G diz-se um subgrupo de Lie se
(i) H é um grupo de Lie;
(i) ®: H — G é um homomorfismo de grupos de Lie.
4. Integracio de Algebras de Lie em Grupos de Lie

1. Seja G um grupo de Lie conexo e U uma vizinhanca da identidade e € G. Entédo
“+oo
G=Ju"
n=1

onde U ={g1 - gn:91,...,9n € U}.



2. Seja G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g. Dada uma subdlgebra h C g existe um
tinico subgrupo de Lie conexo H de G com d&lgebra de Lie b.

3. Teorema de Ado: Toda a dlgebra de Lie de dimensdo finita g possui uma repre-
sentacao fiel, i.e. um homomorfismo injectivo ¢ : g — gl(n) (para algum n € N).

4. Corolario: Dada uma dlgebra de Lie de dimens3o finita g existe um grupo de Lie G
com dlgebra de Lie isomorfa a g.

5. Sejam M, N espacos topoldgicos. Uma aplicacao de revestimento é uma aplicacio
sobrejectiva m : N — M tal que para cada ponto p € M existe um aberto U > p
com 71 (U) = U,ca Va, onde cada V,, C N é aberto, V, N V3 = @ para o # f3
e mly, : Vo — U é um homeomorfismo. Se N é l-conexo (i.e. N é conexo e
m1(N) = {e}), o revestimento diz-se o revestimento universal, e é linico a menos
de isomorfismo. Se M é uma variedade diferenciavel entdo N possui uma estrutura
diferencidvel tal que w : N — M é um difeomorfismo local. Se N é conexa entdo N
com esta estrutura diferencidvel é uma variedade diferencidvel.

6. O revestimento universal G de um grupo de Lie G é um grupo de Lie, e a aplicacdo de
revestimento 7 : G — G é um homomorfismo de grupos de Lie (portanto as algebras
de Lie de G' e G s3o isomorfas).

7. Corolario: Dada uma dalgebra de Lie de dimensdo finita g existe um grupo de Lie
1-conexo G com dlgebra de Lie isomorfa a g.

8. Se GG é um grupo de Lie 1-conexo com dlgebra de Lie g entdo para todo o homomor-
fismo ¢ : g — h existe um dnico homomorfismo ® : G — H tal que &, = ¢.

9. Corolario: Dada uma &lgebra de Lie de dimens3o finita g existe um tnico (a menos
de isomorfismo) grupo de Lie 1-conexo G' com algebra de Lie isomorfa a g.

10. Seja G um grupo de Lie com 3lgebra de Lie g. A aplicacao exponencial exp : g — G
¢é a aplicacdo definida por

exp(X) = 6k (e),
onde e € G é a identidade. Esta aplicagdo satisfaz:
(i) exp((t + s)X) = exp(tX) exp(sX);
(i) exp(—tX) = (exp(tX))™";
(iii) exp é de classe C° e dgpexp = id;
(iv) Se ® : G — H é um homomorfismo, ® o exp = expo D,.
11. A aplicagdo exp : gl(n) — GL(n) é dada por

—+00

1
exp(A) = Z EA".
n=0 "

12. Se G é um grupo de Lie e H C G é um subgrupo fechado entdo H é um subgrupo
de Lie mergulhado.

5. Accoes de Grupos de Lie

1. Uma acgdo do grupo de Lie G na variedade M diz-se diferencidvel se a aplicacao
G x M — M dada por (g,p) — g - p é de classe C*°. A ac¢do diz-se prépria se a
aplicagdo G x M — M x M dada por (g,p) — (p,g - p) é prépria (i.e. transforma
inversamente compactos em compactos).



. Uma representagao de G é um homomorfismo de grupos de Lie ¥ : G — GL(V). A
representacao adjunta Ad : G — GL(g) é dada por Ad(g)(X) = de¥4(X), onde
VU, : G — G é o homomorfismo de conjugacdo por g € G, ¥,(h) = ghg™'. Se G ¢
um grupo matricial, Ad(g)(X) = gXg~'.

. Se a ac¢do diferenciavel do grupo de Lie G na variedade M ¢ livre e prépria entdo
G \ M possui uma estrutura diferencidvel, compativel com a topologia quociente, tal
que m: M — G\ M é uma submers3o, com

dim(G\ M) =dimM — dimG

. Se G é um grupo de Lie e H é um subgrupo fechado, entdo a ac¢do de H em G por
multiplicacdo a direita (e a esquerda) é livre e prépria.

. Seja G um grupo de Lie que age de forma diferencidvel na variedade M. Entdo

(i) Os subgrupos de isotropia G, = {g € G : g - p = p} séo fechados;

(i) As orbitas {g-p: g € G} sdo subvariedades (imersas), e a aplicagdo

G/G, — M dadapor gGp+—g-p

€ uma imers3o injectiva;
(iii) Se a acgdo ¢é transitiva (i.e. se sé existe uma érbita), entdo a aplicagdo

G/G, — M dadapor gGp—g-p

é um difeomorfismo equivariante (i.e. leva a ac¢do de G em G/G, na acgdo
de G em M). (Neste caso M diz-se um espago homogéneo para G; portanto
qualquer espago homogéneo para G é da forma G/H, onde H é um subgrupo
fechado).

. Seja G um grupo de Lie com uma acgdo diferencidvel ¥ : G — Diff(M). A acc¢ao
infinitesimal da algebra de Lie g de G em M é a aplica¢do ¢ : g — X(M) dada por

d
P(X)p = &l exp(tX) - p.

Esta aplicacdo é um anti-homomorfismo de dlgebras de Lie, i.e.

P(IXY]) = =[(X), (V)]

. Uma accao infinitesimal de uma &lgebra de Lie g numa variedade M é um anti-
homomorfismo ¢ : g — X(M). Se g tem dimensdo finita e ¢(X) é completo para
todo o X € g entdo existe uma acgdo diferencidvel ¥ : G — Diff (M) tal que ¢ é a
ac¢do infinitesimal associada a ¥, onde G é o grupo de Lie 1-conexo com algebra g.



I1l. Forma Diferenciais

1. Formas Diferenciais
1. Uma forma diferencial de grau k é uma seccdo de A*T* M. O conjunto das formas
diferenciais de grau k designa-se por QF(M).
2. QM) = @gzo QF(M) com o produto exterior é uma algebra de Grassmann, i.e.
(i) (aw+bn) AN =awAb+bnAb,
(i) wAn=(—1)deswdeen, A
(i) (WA ANO=wA(nA0)
(a,b e R,w,n, 0 € Q(M)).
3. Se ® : M — N é diferencidvel e w € Q¥(M), o pull-back de w por ® é a forma-k
d*w € QF(N) definida por

O*w(X1,..., Xp) = w(d®(Xy),...,d0(X})).

4. &*: Q(N) — Q(M) é um homomorfismo de &lgebras de Grassmann, i.e.
(i) ®*(aw + bn) = a®*w + bP*n;
(i) ®*(wAn) = D*w A D'
(a,b € R,w,n € Q(M)).
5. Se X € X(M) e w € QX(M), define-se ixw € Q*1(M) mediante

in(Xl, oo >ch71) = w(X,Xl, ve 7Xk71)-

6. ix : QM) — Q(M) satisfaz:
(i) ix(aw + bn) = aixw + bixn;
(i) ix(wAn) =ixwAn+ (—=1)%8“w Aixn (i.e. ix é uma derivagdo graduada);
(iii) ipxqgyw = fixw + giyw;

(iv) ixdf = X(f);

(a,beR, f,ge C®°(M),X,Y € X(M),w,n € Q(M)).
7. Se dim M = d, u € Q4M) diz-se uma forma de volume se ji, # 0 para todo o

p € M. M diz-se orientdvel se possui uma forma de volume.
8. Se w € QF(M), a sua derivada exterior dw € QFT!(M) define-se mediante

k
dw(Xo, X1,. .., Xp) :Z(—Uix-( (X0, Xy, Xp)

+Z Z+Jw XZ,X}Xo,...,XZ',...,X]‘,...,Xk)

1<J

9. d: Q% — Q°F! é a tnica operacio que
(i) E R-linear: d(aw + bn) = adw + bdn;
(ii) E derivacio graduada: d(w A1) = dw A n+ (—1)38%w A dp;
(iii) E extens3o do diferencial: df(X) = X (f) para f € QO(M) = C>°(M);
(iv) d? =0.
10. Se ® : M — N é diferencidvel e w € QF(M) entdo d®*w = ®*dw.



11.

12.

13.
14.
15.

16.

17.
18.

19.

Diz-se que w € QF(M) aniquila a distribuicio D se w(X1, ..., X}) = 0 para quaisquer
X1,..., X, € (D). O aniquilador de D é o conjunto I(D) C Q(M) de todas as
formas diferenciais que aniquilam D.

Se D é uma distribuicdo de dimens3o k entdo I(D) é um ideal de (M) localmente
gerado por d — k formas-1 independentes. Reciprocamente, qualquer ideal deste tipo
define uma distribuicdo de dimens3o k.

Um ideal I C Q(M) diz-se um ideal diferencial se w € I = dw € I.
Uma distribuicdo D ¢ involutiva sse I(D) é um ideal diferencial.

Seja X € X(M) e ¢% o fluxo de X. A derivada de Lie da forma-k w € Q¥(M) ao
longo de X é a forma-k £ xw € QF(M) definida por

1 %
(£x)p = lim 5 (%) @) —p).

Lx : QM) — QM) satisfaz:

i) £x(aw +bn) =afxw+bLxn;
(i) £x(wAn) =LxwAn+wA £xn (i.e. £x é uma derivagdo);
(i) £xf = X(f)
(iv) £x(dw) = d(£xw);

(V) £X(iyw) = Z'[X7y]o.) + iy(fxw).
(a,beR, feC®(M), X, Y € X(M),w,n € Q(M)).
Férmula mégica de Cartan: £xw = ixdw+dixw (onde X € X(M) ew € QF(M)).
Se M é uma variedade de dimens3o d orientdvel e i, v sdo duas formas de volume
entdo v = fu onde f € C°°(M) ndo tem zeros. Dizemos que 1 é equivalente a v se
f > 0. Uma orientacao para M é uma classe de equivaléncia de formas de volume.
Uma carta local (U, ¢) diz-se compativel com a orientagdo [u] se

(6~Y)*u e [dat Ao A dad].

Dada uma forma-d com suporte compacto w € Q%(M) e uma orientagio [1] para M,
define-se o integral de w em M com essa orientacdo da seguinte forma: se (U, ¢) é
compativel com [u] e suppw C U,

] w- /¢ O

fdz* A .. A dat = fdzt ... dx?
Rd Rd

onde

para qualquer fun¢do com suporte compacto f € Cgo(Rd). O caso geral pode ser
reduzido a uma soma finita de integrais deste tipo usando uma particdo da unidade.
Se M e N s&o variedades de dimensdo d orientadas (i.e. orientdveis e com uma
escolha de orientagdo) e ® : M — M é um difeomorfismo que preserva orienta¢des
(i.e. se [u] é a orientagdo de N entdo [®*u] é a orientagdo de M) entdo para qualquer

w € Q4N)
/w:/ d*w.
N M



20. Se M é uma variedade de dimens3o d orientada, C C M é um conjunto fechado
com medida nula (i.e. a imagem de C por qualquer carta local tem medida nula) e

/ /

21. Teorema de Stokes: Se M é uma variedade com bordo de dimens3o d orientada e

w € QI71(M) entdo
o),
oM

(onde o bordo OM possui a orienta¢do induzida).
22. Se M é uma variedade (sem bordo) de dimens3o d orientada e w € QI~1(M) tem
suporte compacto entao
/ dw = 0.
M

Em particular, se M é compacta e w € Q4~1(M) entdo
% dw = 0.
M

1. Um complexo diferencial é um par (C,d), onde

(i) C é um espaco vectorial Z-graduado, i.e. C'= @, C* é uma soma directa de
espacos vectoriais indexados em Z;

(i) d: C — C é uma transformagio linear de grau 1 (i.e. d(C*) c C**1) tal que
d?> = 0 (d diz-se o diferencial).

O espaco dos cociclos-k do complexo é

2. Cohomologia de de Rham

Z8C) = {z € C* . dz = 0},
e o espaco dos cobordos-k£ do complexo é
BE(C)={dz: ze C* 1.

A cohomologia do complexo é¢ H(C) = @), H*(C), onde o k-ésimo espaco de
cohomologia ¢

()
H*(C) = :
2. Um homomorfismo de complexos entre (A,d4) e (B,dp) é uma aplicagdo linear

f:+A— B que:
(i) Preserva a graduacdo: f(A*) c B¥;
(i) Comuta com os diferenciais: fda = dpf.
Um homomorfismo de complexos induz um homomorfismo (i.e. uma aplicag3o linear
que preserva a graduagdo) em cohomologia f : H(A) — H(B).
3. Uma forma diferencial w € QF(M) diz-se:
(i) Fechada se dw = 0;
(i) Exacta se w = dn para n € QF~1(M).

10



9.

A cohomologia de de Rham de uma variedade M é a cohomologia H (M) do com-
plexo diferencial (Q2(M),d).

. Uma aplicagdo diferencidvel ® : M — N induz um homomorfismo em cohomologia

®* : H(N) — H(M). Se ® é um difeomorfismo, ®* é um isomorfismo (portanto a
cohomologia de de Rham é um invariante de variedades diferencidveis).

. A cohomologia de suporte compacto de uma variedade M é a cohomologia H.(M)

do complexo diferencial (Q.(M),d). Se M é compacta, H.(M) = H(M).

. Uma aplicacdo diferencidvel prépria ® : M — N induz um homomorfismo em coho-

mologia ®* : H.(N) — H.(M). Se ® é um difeomorfismo, ®* é um isomorfismo
(portanto a cohomologia de suporte compacto é um invariante de variedades dife-
rencidveis).

. Se a variedade M possui finitas componentes conexas ent3o:

(i) HO(M) = R!, onde I é o niimero de componentes conexas de M;
(i) HO(M) =R, onde I’ é o niimero de componentes conexas compactas de M.
HO(SY) = HY(S') = R.

. Invariancia por Homotopia

1.

. Lema de Poincaré: H"*(R?) = {

Sejam (A,da) e (B,dp) complexos diferenciais, e f,g : A — B homomorfismos.
Uma aplicagdo linear h : A — B diz-se um operador de homotopia para f e g se
(i) h é de grau —1 (i.e. h(A*) c B¥ 1),
(i) f—g=+dph+hda.
Se f e g admitem um operador de homotopia ent3o coincidem em cohomologia.

. Seja M uma variedade diferencidvel, 7 : M xR — M a projecgdo natural w(p,t) =pe

s: M — M xR asecgdo s(p) = (p,to) (comtg € R). Entdon* : H(M) — H(M xR)
es*: H(M xR) — H(M) sdo inversos um do outro (portanto H(M xR) = H(M)).
Rsek=0

Osek#0

Uma homotopia (diferencidvel) entre ® € C>*(M,N) e ¥ € C*(M,N) é uma
aplicagdo H € C°(M x R, N) tal que H(p,0) = ®(p) e H(p,1) = ¥(p) para todo
ope M.

Se &, ¥ € C*°(M, N) sdo homotédpicas entdo ¢* = ¥* em cohomologia.

. Duas variedades M e N dizemn-se ter o mesmo tipo de homotopia se existem

aplicagdes ® € C*°(M,N) e ¥V € C*°(N, M) tais que Vo P e o ¥ sio homotdpicas
aidy eidy. Se M e N possuem o mesmo tipo de homotopia entdo H(M) = H(N).

. Uma variedade M diz-se contractil se possui o tipo de homotopia de um ponto. Se

R se k =0
M & contractil entio HF(M)={ =
Ose k#0

. Seja M uma variedade e N C M uma subvariedade mergulhada. Diz-se que uma

aplicagdo m € C°(M, M) é uma retraccao por deformacado de M em N se
(i) 7(M) = N;
(i) m|n = idn;
(iii) 7 é homotdpica a idyy.
Se existe uma retraccdo por deformacdo de M em N, N diz-se um retrato por
deformagao de M. Neste caso, H(M) = H(N).
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4. Sucessao de Mayer-Vietoris

1.

5.

Se C* (k € 7Z) sdo espacos vectoriais e fi, : CF — C*F*! sdo homomorfismos, a
sucessao

diz-se exacta se im f_1 = ker fr. Uma sucessao exacta curta é uma sucessdo da

forma
0—>ALB£>C—>O

(por outras palavras, f é injectiva, g é sobrejectiva e im f = kerg). Definem-se
sucessOes exactas de complexos diferenciais exigindo que os homomorfismos fornecam
sucessOes exactas grau a grau.

. Se

0-C"—... =C?—0
é uma sucessdo exacta de espacos de dimens3o finita entdo

d
> (1)’ dimC* = 0.

=0

. Dada uma sucessao exacta curta

0-AaLBL oo

de complexos diferenciais, existe uma sucessao exacta longa associada em coho-
mologia:

= 15 A) L HE(B) & HNC) S B (4) - -

A aplicacdo d* : H*(C) — H**1(A) diz-se o homomorfismo de conexao.

. Sucessao de Mayer-Vietoris: Seja M uma variedade e U,V C M abertos tais que

M = U UYV. Entdo existe uma sucessdo exacta longa
s HE M) L HR U)o BHRV) S HE U A V) L B (M) S

onde f(w) = (w|v,wlv) e g(8,n) = Olunv — nlvav.

Hk(Sd)’i Rsek=0ouk=d
~ ] 0 caso contrario

5. Férmula de Euler

1.

Uma cobertura aberta {U,}aca de uma variedade M diz-se uma boa cobertura se
qualquer interseccao finita Uy, N...NU,, é difeomorfa a R?. M diz-se de tipo finito
se possui uma boa cobertura finita.

Toda a variedade possui uma boa cobertura. Portanto qualquer variedade compacta
é de tipo finito.

. Se M é do tipo finito ent3o os espacos H*(M) e H¥(M) possuem dimensio finita.
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4.

O k-simplice standard é o conjunto

k
Ak:{(tl,...,tk)eRk:tl,...,tk>0e Zti<1}.

i=1

Um k-simplice regular na variedade M é uma aplicacdo o : A¥ — M que é um
mergulho (ou seja, admite uma extensdo a um aberto U O AF que é um mergulho). A
face-i do k-simplice regular o : A¥ — M é o (k— 1)-simplice regular o : A¥=1 — M
dado por

o(th, ...t 0t DY sei=1,...k

ol(th, ...t =
o (1 — Z;?;}tj,tl,...,tk—1> sei=0

. Uma triangulacao de uma variedade compacta M de dimensdo d é uma coleccdo

finita {0}, de d-simplices regulares tais que:

Td
(i) M =[] imo,;
a=1 .
(i) Se imo, Nimos # & entdo imo, Nimog = imo}, = imo} para algum
i i=0,....d

. A caracteristica de Euler de uma variedade de tipo finito M é

x(M) = dim H*(M) — dim HY(M) + ... + (=1)¢dim H(M).

. Férmula de Euler: Seja M uma variedade compacta de dimensdo d. Para qualquer

triangulacdo de M,
X(M) =rqg =141+ ...+ (=1)%r,

onde r; designa o nimero de faces-i na triangulag3o.

. Dualidade de Poincaré

1.

2.

Se M é uma variedade entdo H*(M x R) = H*=1(M) para todo o k € Z.
Rsek=d

Lema de Poincaré para formas de suporte compacto: Hf (R?) = .
0 caso contrario

. Sucessao de Mayer-Vietoris para cohomologia de suporte compacto: Seja M

uma variedade e U,V C M abertos tais que M = U U V. Entdo existe uma sucessao
exacta longa

I gh oy £ HRFOY e HE (V) L HEO V) L Y (M) - -
onde f(w) = (~w,w) e g(,n) =0 +n.

. Dualidade de Poincaré: Seja M uma variedade de dimens3o d orientada e de tipo

finito. Ent3o a forma bilinear

H*(M) x H*(M) - R
(), [n]) — /an

é nio degenerada. Em particular, H*(M) = (Hg_k(M)))k (este isomorfismo é valido
mesmo que M ndo seja de tipo finito).

13



5. Seja M uma variedade compacta e orientada de dimensdo d. Entdo H¥(M)
HI=k(M). Se d é impar entdo x(M) = 0.
6. Seja M uma variedade conexa, orientdvel, de dimensdo d. Entdo
(i) HY(M) =R se M é compacta;
(i) HY(M) =0 se M n3o é compacta;
(i) HI(M) = R.
7. Seja M uma variedade conexa n3o orientdvel de dimensdo d. Entdo HY(M)
HI(M) 0.

. Teoria do Grau

1

1. Se M é uma variedade conexa, compacta e orientada, uma escolha candnica para o

isomorfismo HY(M) = R é

w]— [ w.
M

Designamos a classe de cohomologia 3 € HY(M) associada a 1 € R por este iso-
momorfismo a orientagdo de M (note-se que pps determina de facto uma orientagdo
em M).

. Sejam M e N variedades de dimensdo d conexas, compactas e orientadas, e ¢ :
M — N uma aplicagdo diferencidvel. O grau de ® é o nimero real deg ® tal que
®* = (deg @)y, ou, equivalentemente, tal que

/ @*w:degq)/ w
M N

. Sejam M e N variedades de dimens3o d conexas, compactas e orientadas. Se ¢ :
M — N eW: M — N sao homotédpicas entdo deg ® = deg V.

. Sejam M e N variedades de dimens3o d conexas, compactas e orientadas. Sejaq € N
um valor regular de ® : M — N, e para cada p € ®!(q) defina-se

para qualquer w € Q4(M).

1se dy® : T,M — T,N —
sgnpcb—{+ se dp »M — T, N preserva orientacdes

—1se d,®:T,M — T,N inverte orientagdes

Entdo
deg® = Z sgn, ©
pe®~'(q)
(em particular, deg @ € Z).

. Se U € R? é um aberto, zy € U é um zero isolado de X € X(U) e e > 0 é tal que X
n3o se anula em B.(z0)\ {xo} entdo a aplicacdo de Gauss de X em x ¢ a aplicagcdo
G : 84! — s dada por

Xz

G(ZC) = M7

e o indice de X em x é
ind,, X = degG.
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6. Se M é uma variedade e py € M é um zero isolado de X € X(M), o indice de X em

po é
ind,, X = indg ¢+ X,
onde (U, ¢) é uma carta local qualquer centrada em py.

7. Se M é uma variedade, X € X(M) e pp € M é um zero de X entdo o diferencial de
X : M — TM é uma aplicagao dp, X : Tpy M — ToTM = T,,)M @ Tp,M da forma
dp, X = id x9p, X. O zero pg diz-se nao degenerado se 0,, X : T,y M — T, M é
um isomorfismo. Se py é um zero ndo degenerado entdo € isolado e

+1 se det 9p, X >0

indy, X =
—1se det9p, X <0

8. Teorema de Poincaré-Hopf: Se M é compacta e X € X(M) possui finitos zeros

{p1,...,pN} entdo
N

X(M) = ind,, X.
=1
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IV. Fibrados

1. Fibrados Vectoriais

1.

Sejaw : E — M uma submers3o. Uma carta trivializante de dimens3o r para 7 é um
par (U, ¢), onde U C M é um aberto e ¢ : 7~ 1(U) — U x R" é um difeomorfismo tal
que 71 o ¢ = m. Designamos por ¢ : E},, — R" o difeomorfismo obtido por restricao
de ¢ a fibra E, = 77 1(p).

. Uma estrutura de fibrado vectorial de rank r em M é um terno { = (w, E, M),

onde m: E — M é uma submersdo com uma colecgdo C = {(Ua, ¢a)}aca de cartas
trivializantes de dimens3o r que satisfaz:

() Uaea Ua = M;

(ii) As cartas sdo compativeis: dados «, 3 € A e p € U, NUpg, as funcdes de
transicdo g,s3(p) = ¢h o (qﬁg)_l : R" — R" sdo isomorfismos lineares (portanto
cada fibra E,, possui uma estrutura de espaco vectorial);

(iii) C é maximal.

. Seja & = (w,E, M) um fibrado vectorial de rank r e U C M um aberto. Uma

aplicagcdo s : U — FE diz-se uma secgao se m o s = idy. O conjunto das secgcdes em
U designa-se por I'y(E), e I'(E) = I'py(E). Um referencial em U é um conjunto
de secgbes {s1,...,s.} C I'y(E) tais que {s1(p),...,sr(p)} é uma base de E, para
todoopeU.

. Sejam & = (m, E1, M) e & = (ma, B2, Ms) fibrados vectoriais. Um morfismo

de fibrados vectoriais é uma aplicacao diferencidvel ¥ : Fy — FE5 que transforma
linearmente fibras de & em fibras de &;. Diz-se que & e & sdo:

(i) Equivalentes se existem morfismos ¥ : E; — Ey e V' : Ey — E; que sdo
inversos um do outro.

(ii) Isomorfos se sdo equivalentes, M; = My e U((E1),) = (E2)p.

. Seja {Uy} uma cobertura aberta de M. Um cociclo subordinado a esta cobertura é

uma familia de aplicagBes gog : Uy N Ug — GL(r) satisfazendo

Gap (P)gﬁ'y (p) = Jary (p)

para todo o p € U, N Ug N U,. Dois cociclos {gas} € {75} dizem-se equivalentes
se existem aplicagdes A\, : U, — GL(r) tais que

9o (P) = Xa(D)9as(P) A5 (P)

para todo o p € U, N Ug.

. As funcdes de transicdode um fibrado vectorial formam um cociclo. Funcbes de

transicdo d fibrados isomorfos formam cociclos equivalentes.

. Dado um cociclo {gns} subordinado a uma cobertura aberta {U,} de M, existe

um fibrado vectorial £ = (m, E, M) que admite trivializagdes {¢,} cujas fungdes de
transicdo sdo {gag}. Dois cociclos equivalentes {g.s} e {g, 5} determinam fibrados
vectoriais isomorfos.

. Um fibrado vectorial n = (7, F, N') dize-se um subfibrado vectorial de £ = (7, E, M)

se F' C E é uma subvariedade mergulhada de E e a inclusdo é um morfismo de
fibrados.

16



0.

10.

11.
12.
13.

14.

15.

16.

17.

18.

Se V: (m, E,M) — (7,F,M) é um morfismo de fibrados que cobre a identidade e
tem rank constante, podemos definir os seguintes fibrados vectoriais:

(i) O ndcleo de U, ker ¥ C E, cujo espago total é {v e E: ¥(v) =0},

(i) A imagem de ¥, im ¥ C F, cujo espaco total é {U(v) : v € E};

(iii) O co-nucleo de ¥, coker ¥, cujo espago total é F// ~, onde wi ~ wy <

wyp —wo € imW,

Se (¢ = (m,E,M) en = (r,F, M) séo fibrados vectoriais sobre a mesma base com
fungdes de transicdo {gns} e {hag}, podemos construir novos fibrados vectoriais a
partir de construgdes naturais fibra a fibra. Assim definimos:

(i) A soma directa £ @ 7, com fibras E, @ F}, e fungdes de transicao g,3 @ hag;
(i) O produto tensorial £ @17, com fibras £, ® F), e fungdes de transicdo gog® hag;
(iii) O fibrado dual £, com fibras £} e fungdes de transicdo g;é;

(iv) O k-ésimo produto exterior AF¢, com fibras AkE; e funcdes de transicio

Gap N -+ N Gag;

(v) O fibrado dos homomorfismos de Hom({,n) = & ®@ 1.
Um fibrado vectorial de rank r £ diz-se orientavel se A"¢ é trivial.
Uma variedade M ¢é orientavel sse T'M é um fibrado vectorial orientavel.
Seja {gap} um cociclo para o fibrado vectorial £. O fibrado £ é orientdvel sse existe
um cociclo equivalente {g 5} com det g/,5 > 0.
Se o fibrado £ = (m, E, M) é orientdvel e M é orientavel entdo F é uma variedade
orientavel.
Uma estrutura Riemanniana num fibrado vectorial £ = (7, E, M) é uma escolha C*
de produtos internos (-, ), : B, X E, — R (i.e. s1,52 € [(E) = (s1,52) € C°(M)).
Qualquer fibrado vectorial £ admite uma estrutura Riemanniana. Em particular, £ ~
£
Seja {gap} um cociclo para o fibrado vectorial {. Entdo existe um cociclo equivalente
{943} com valores em O(r).
Seja ¢ : M — N uma aplica¢do diferencidvel e £ = (m, E, N) um fibrado vectorial de
rank r. O pull-back de £ por ) é o fibrado vectorial de rank r ¢*¢ = (7, V*E, M),
onde

Y E={(p,v) € M X E :1p(p) = m(v)}

e 7(p,v) = p (portanto as fibras de ¥*¢§ sdo (Y*E), = Ey). A partir de trivia-

lizagBes {¢ } de & podemos construir trivializagdes {qﬁa} de ¢*¢ tomando ¢f = ﬁ(”).

Os respectivos cociclos estdo relacionados por Gag = gag © .

2. Classe de Thom e classe de Euler

. Seja { = (m, E, M) um fibrado vectorial. Entdo H(E) = H(M).
. Seja & = (m, E, M) um fibrado vectorial de rank r, com E e M orientdveis de tipo

finito. Entdo HX(E) = H*"(M).

. Dualidade de Thom: Seja £ = (7, E, M) um fibrado vectorial de rank r orientdvel

e M uma variedade compacta e orientdvel. Entdo H¥(E) = H*="(M).

A classe de Thom de um fibrado vectorial de rank r orientado & = (w, E, M) sobre
uma variedade compacta, conexa e orientada M é a imagem [U] € H](F) de [1] €
HO(M) pela dualidade de Thom H!(E) = H(M).
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5. A classe de Thom de um fibrado vectorial de rank r orientado £ = (m, E, M) sobre
uma variedade compacta, conexa e orientada M é a dnica classe [U] € H.(E) que se
restringe a cada fibra £, como o gerador canénico de H(E),), i.e.

/ iU =1
Ep

para todo o p € M, onde i : £, — E é a inclus3o.

6. Seja & = (m, E, M) um fibrado vectorial de rank r orientado sobre uma variedade
compacta, conexa e orientada M. A classe de Euler de £ é a classe

x(§) = [s"U] € H" (M),

onde [U] € H](F) é a classe de Thom de £ e s : M — E é uma secgdo global de &.
7. Seja & = (m, E, M) um fibrado vectorial orientado sobre uma variedade compacta,
conexa e orientada M. Se £ admite uma secgdo que n3o se anula entdo x(§) = 0.
8. Seja M uma variedade compacta, conexa e orientada e dimensdo d. Ent3o para

qualquer campo vectorial X € X(M) com finitos zeros {p1,...,pn} tem-se
N
X(TM) = (Z ind,, X) pwe HY(M),
i=1

onde p € HY(M) é o gerador candnico.
3. Conexdes e curvatura

1. Uma conexao num fibrado vectorial £ = (w, E, M) é uma aplicagdo

V:X(M)xT(F)—T(E)
(X,s) — Vxs

satisfazendo
(i) Vxiys=Vxs+ Vys;
(i) Vx(s+1t)=Vxs+ Vxt;
(iii) Vixs=fVxs;
(iv) Vx(fs) = X(f)s+ fVxs
para todo o X,Y € X(M), s,t € '(E) e f € C*(M).
2. Uma conexdo V num fibrado vectorial £ = (7, E, M) é um operador local, i.e. a
restricdo (Vxs)|u de Vxs a um aberto U C M s6 depende de sy e X|7. Dado um
referencial local {s1,...,s,} e coordenadas locais {z',..., 2%} em U tais que

r d
.0
=3 x=Y"x_=

tem-se

r d r
Vs = Z; (X(f“) + Z;bnginfb> Sa
a= i=1 b=1

- (X(f“) T Z@:(X)ﬁ’) S0
b=1

a=1
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em U, onde I'Y, € C*°(U) sdo os simbolos de Christoffel relativos a este referencial
e estas coordenadas, e wf = Y% % dz’ € Q'(U) sdo as correspondentes formas de
conexao. Portanto se f designa o vector coluna das componentes de s no referencial
{s1,..., 8}, Vxs possui neste referencial componentes

df (X) + w(X)f,

onde w = (wy') é a matriz de conexao.

. Todo o fibrado vectorial admite uma conexdo.

. Uma conexdo V num fibrado vectorial £ = (7, E, M) pode ser estendida:
(i) Ao fibrado dual £*, fazendo

(Vxo)(s) = X(o(s)) —a(Vxs)

para qualquer X € X(M), 0 € I'(*) e s € ['(€);
(i) Ao produto tensorial £ ® £, fazendo

Vx(s®t)=(Vxs)®@t+s® (Vxt)

para qualquer X € X(M) e s,t € T'();

(iii) A qualquer produto tensorial de qualquer nimero de cépias de £ e £, usando a
construcao acima;

(iv) Ao pull-back 1*¢ de £ por qualquer aplicagdo diferencidvel ¢ : N — M, definindo
a conexao localmente a partir do pull-back das formas de conexao.

. A curvatura da conexdo V no fibrado vectorial £ = (7, E, M) é a aplica¢do

R:X(M)xX(M)xT(F)—T(FE)

(X, Y, s) — R(X, Y)S = Vx(Vys) — Vy(VXS) — V[va}s.
. A curvatura de uma conexdo V num fibrado vectorial £ = (7, E/, M) define um mor-
fismo de fibrados R : TM & TM & ¢ — £. Dado um referencial local {s1,...,s,} e

coordenadas locais {z!,..., 2%} num aberto U C M, R é determinado em U pelos
coeficientes RY;, tais que

9 0\ =
R (ax ax) 0= 2 Rijasv

Estes coeficientes podem ser calculados a partir dos simbolos de Christoffel através da
férmula

a a r
a —Mﬂb_LFibJrE (D4, —Iers)
ijb — It dd ict jb jc-ib

c=1
ou codificados nas formas de curvatura
b= E Ripdx' A da,
i<j
que podem ser calculadas a partir das formas de conexdo através da equacao de
estrutura

T
Qp = dwy —i—Zw(‘} A wy.

c=1
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

Matricialmente, esta equacdo escreve-se
Q=dw+wAw,

onde Q = (Q2f) é a matriz de curvatura.
Identidade de Bianchi: dQ) = Q Aw —w A€

. Seja & = (m, E, M) um fibrado vectorial com uma conexdo V, e c¢: [0,1] — M uma

curva diferencidvel. Uma seccdo de £ ao longo de ¢ é uma aplicagdo s: [0,1] — E
tal que 7(s(t)) = c(t), i.e. uma sec¢do de c*¢. A derivada covariante de s é

- — *
7 CV%S,

onde c*V designa a conexdo induzida em c*¢. Localmente,

Sj(t)Z(dfa )+ 33T >fb<>> ofel).

a=1 =1 b=1

Diz-se que s é paralela ao longo de ¢ se ‘77 = 0. Dado vy € E(q), existe uma dnica

sec¢do s paralela ao longo de c tal que 3(0) = vg. Diz-se entdo que s(t) é obtido de

vg por transporte paralelo ao longo de ¢, e escreve-se s(t) = 1 (vg). A aplicagdo
Ec0) — E) € portanto um isomorfismo linear.

. Uma conexao plana é uma conexdo cuja curvatura é identicamente nula.
10.

Seja & = (m, E, M) um fibrado vectorial de rank r com uma conexdo plana V. Entdo
para todo o p € M existe um aberto U > p e um referencial local {s1,...,s,} em U
tal que Vxs, =0 (a=1,...,r) para todo o X € X(U).

Seja & = (w, E, M) um fibrado vectorial com uma conexdo V, pp € M ec: [0,1] - M
uma curva diferencidvel com ¢(0) = ¢(1) = pp. A holonomia de V com base em pg
é a aplicagdo linear Hp,(c) : E,, — E,, dada por Hy(c)(v) = 71(v).

Se V é plana e ¢g, ¢1 : [0,1] — M sdo homotdpicas com base em pg entdo Hp,(cp) =
Hpo (Cl)-

Seja M uma variedade conexa e £ = (w, E/, M) um fibrado vectorial de rank r com uma

conex3o plana V. Entdo a holonomia de V induz uma representagdo H : m (M) —
GL(r) do grupo fundamental de M.

Seja & = (m, E, M) um fibrado vectorial com uma com uma métrica Riemanniana
(-,-). Uma conexdo V em ¢ diz-se compativel com a métrica se

X ((s1,82)) = (Vxs1,52) + (s1, Vxs2)

para todo o X € X(M) e s1,s2 € I'(E).

Seja £ = (m, E, M) um fibrado vectorial com uma com uma métrica Riemanniana
(-,-). As seguintes afirmagdes sdo equivalentes:
(i) V é compativel com a métrica.
(i) O transporte paralelo 71 : E, ) — Ec(1) ao longo de qualquer curva c: [0,1] —
M é uma isometria.
(iii) A matriz da conex3o para qualquer referencial ortonormado é anti-simétrica.
Uma conexao afim em M é uma conexdo no fibrado tangente T M.
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17.

18.

19.

20.

Uma geodésica de uma conexdo afim V. em M é uma curva ¢ : I — M tal que
Let) =o0.
A torgcao da conexdo afim V em M ¢é a aplicagdo T : X(M) x X(M) — X(M)
definida por

T(X,Y)=VxY -VyX — [X,Y].
A torc3o de uma conex3o afim em M define um morfismo de fibrados T : TM &T M —

TM.

Teorema de Levi-Civita: Dada uma métrica Riemanniana em T'M, existe uma Unica
conexdo afim V em M com tor¢cdo nula compativel com a métrica.

4. Classes caracteristicas

1.

10.

Se ¢ = (mw, E, M) é um fibrado vectorial, define-se o espaco das formas-k com valores

em E como
QY (M; E) =T(A*T*M @ E) = QF(M) @ T(E).

Em particular, Q°(M; E) = T'(E).
Sew®se W(M;E)enatec Q(M;F), comwe Q¥(M) ene Q(M), entdo

(WRS)AN(MRt)=(wAnN) Qs t.

. Uma conexdo V determina um operador linear dy : Q°(M; E) — Q' (M; E), dado

por dys(X) = Vys.

. Existe um tinico operador linear d : Q% (M; E) — QF¥+1(M; E) que satisfaz a regra de

Leibnitz:
dy(w® 5) = (dw) @ s + (—1)38%w A dys

para todo o w € QF(M) e s € I'(E). Explicitamente,

k
dw(Xo, X1,...,Xp) = Z(— ViV x, (W(Xo, ..., X4,y Xi))

+Z Z+Jw XZ,X}Xo,...,Xi,...,Xj,...,Xk)
1<J
dv(dys)(X,Y)=R(X,Y)s paratodoo X,Y € X(M) eseI'(E).

Se V é plana, a cohomologia do complexo diferencial (2(M; E), dy) diz-se a coho-
mologia de M com valores em E, e designa-se por H(M; E).

Identidade de Bianchi: dy R = 0.

. Sega G um grupode Lie com &lgebra de Lie g. Designamos por I*(G) o conjunto de

todas as aplicagdes P : g X ... x g — R k-multilineares, simétricas, Ad-invariantes. A
soma directa I(G) = @} Ik( ) munida do produto simétrico é um anel, isomorfo
ao anel dos polindmios Ad-invariantes em g.

. Seja ¢ = (m, E, M) um fibrado vectorial de rank 7. Todo o elemento P € I*(GL(r))

determina uma aplicagdo P : QF(M; ®@* End(E)) — QF(M) que satisfaz Pdy = dP.
Teorema de Chern-Weyl: Seja ¢ = (7, E, M) um fibrado vectorial de rank r com
uma conexdo V de curvatura R € Q?(M;End(E)). Dado P € I*(GL(r)), a forma
P(RF) € Q2¢(M) define uma classe de cohomologia que n3o depende da escolha da
conexdo V.
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11.

12.

13.

14.

As fungdes simétricas elementares o), € I*(GL(r)) (ou I*(GL(r,C)) definem-se
mediante

det(I+AXA) =1+ Ao1(A) +...\N0.(A).
Em particular, 01(A) = tr(A) e 0,(A) = det(A).
Seja £ = (m, E, M) um fibrado vectorial complexo de rank  com uma conexdo V de
curvatura R € Q?(M;End(E)). As classes de Chern de ¢ s3o

1

(6 = G |ox(R)] € B (1)

(k=1,...,7r). Aclasse de Chern total de £ é
c)=14+c(&)+...+ (&) € HM).

As classes de Chern satisfazem:
(i) c€ @ n) = c(§) Ueln) = [c(€) Ae(n)];
(il) c(*€) = v e(S);
(iii) Se & admite uma conexdo plana entdo c¢(§) = 1;
(iv) Se & e n sdo fibrados de linha entdo ¢; (£ @ ) = c1(§) + c1(n).

Seja & = (m, E, M) um fibrado vectorial real de rank r com uma conexdo V de
curvatura R € Q?(M;End(E)). As classes de Pontryagin de ¢ s3o

P(€) = e [l B € ),

Tem-se que pi(€) = ca(€ @ C).
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