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Exercicios Resolvidos

Integrais de linha de campos escalares e de campos vetoriais

Exercicio 1 Considere um fio ndao homogéneo modelado pela curva
C= {(x,y,z) €R?:y=0, z=cosh(z), —1 <z < 1}

com densidade de massa p(z,y,z) = z. Calcule:

a) O comprimento do fio;

b) A massa do fio;

¢) O centréide do fio;

d) O centro de massa do fio;

e) O momento de inércia do fio em relagao ao eixo dos xx.

Resolucgao:

a) Uma parametrizacao para C ¢é g : [—1,1] — R3 dada por

g(t) = (t,0,cosh(t))
e satisfaz
dg

%(t) = (1,0, sinh(t)).

Portanto,

H H V1 + sinh?t = cosh(t).

e o comprimento de C' é

-,

b) A massa é dada por

1 d 1 1 2t 9 —2t 1
M:/ (o) | %) dt:/ coshz(t)dt:/ e - Lame +
_1 dt -1 _1 4: 2

9 )H it — /_11 cosh(t)dt = 2sinh(1).
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c)

A coordenada z¢ do centréide é dada por

vol = /_11 2(g(t)) H%(t)H dt = /_1 t cosh(t)dt = 0

1
ou seja,

To = 0.
Analogamente, a coordenada yc do centréide é dada por

1

e = [ wio(t) %o = [ o0-comioyar o

1
ou seja,
Yo = 0.

Finalmente, a coordenada z¢ do centréide é dada por

2oL = /_11 2(g(t)) H%(t)“ dt = /_1 cosh?(t)dt = M,

1
ou seja,
M sinh(2) 42

=T 4sinh(1)

A coordenada x¢)s do centro de massa é dada por

1

vont = [ ato(®)pto(t) | Lio)| de = [ tconioa =

1
ou seja,

ToM = 0.
Analogamente, a coordenada ycys do centro de massa é dada por

1 1

et = [ statnuta(o) | G| at = [ o-costoar o,

1 —1
ou seja,

youm = 0.
Finalmente, a coordenada zcys do centro de massa é dada por

oM = [ z(g(1))p(g(t))

-1

%(t)Hdt: /_ 11 cosh®(t)dt = /_ 11 (1 + sinh®(#)) cosh(t)dt

2
= 2sinh(1) + 3 sinh®(1),

ou seja,
12sinh(1) 4 8sinh®(1)
2CM = .
3sinh(2) + 6
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e) O momento de inércia pedido é

1 1
I, = / [y*(g(t) + 2° H H cosh4(t)dt
1 1
Lt 4 42 4 64 4e 2 4 o4 1 3
= dt = — sinh(4 —sinh(2 —.
/_1 T 168111() 4s1n()—|—4

Exercicio 2

Considere a curva

C = {(e’cosb,e’send) : 0 € [0,27]}

e o campo vetorial
Calcule:

(a) O comprimento de C;

(b) O wvalor de [, F -dg com uma orienta¢do & sua escolha.

Resolucgao:
(a) Uma parametrizagao para C é g : [0, 27| — R? dada por
9(0) = (e cosf,e ?senb),
e satisfaz dg
@(9) = —¢ % (cosf,senf) + e’ (—senf, cosb).

Portanto,

e o comprimento de C' é

Vi(0) =/0

(b) Escolhendo a orientacao dada pela parametrizagao g, temos
2 dg
Fodg= [ F(g(0)) - Sh0)a0
c 0
2
= / (—e?sen, e’ cos) - dg(@)dG
0

do
2
:/ (0+ ¢ 2) df =
0

( — 67471_) .
3

dg
w

Hw_/»fﬂw—J( —e7 ).
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Exercicio 3 Calcule o trabalho realizado pela forca
F(z,y,2) =(y+z,x+ 2,2 +y)
ao longo da curva
C ={(z,y,2) €ER®: x=cosh,y =senf,z =20,0 <6 <27}

percorrida no sentido dos valores de z decrescentes.

Resolugao: Uma parametrizagao desta curva é por exemplo g : [0, 27] — R3 dada por
g(0) = (cosf,senb,26),

que no entanto corresponde as orientacao inversa da pretendida. O integral de linha de F'
ao longo da curva com esta orientacao ¢é

/ (y + z)dx + (z + 2)dy + (z + y)dz
c
2m
= / (senf + 26, cosf + 26, cos 6 + senf) - (—sen b, cosb,2)df
0
2
= / (—sen? @ — 20 sen 6 + cos® 6 + 260 cos  + 2 cos  + 2 sen §)df
027r o
= / cos(260)df + [29 cosf +20senf| =4,
0 0

pelo que o trabalho realizado é entao —4.



