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Exercicios Resolvidos

Extremos condicionados

Exercicio 1 Escreva 4 como uma soma de 4 niumeros reais positivos cujo produto seja
mazrimo.

Resolucao: Queremos maximizar a funcgao

fz,y, z,w) = zyzw
sob a restri¢cao
r+y+z+w=4

De acordo com a regra dos multiplicadores de Lagrange, devemos procurar os pontos
criticos da fungao
F(x7y727w) =$y2w+)\(x+y+z+w_4)'

Uma vez que
VF = (yzw + A\, zzw + A\, zyw + A\, xyz + N),

0s possiveis pontos de maximo deverao satisfazer

yzw + A =0
rzw+A=0
xyw+ A =0
ryz+A=0

r+y+z+w=4

Se alguma das varidveis for zero, o produto sera zero e portanto nao serd maximo; as-
sumindo zyzw # 0, teremos A # 0 e portanto dividindo as quatro primeiras equagoes
membro a membro obtém-se x = y = z = w, e da ultima equacao vem z =y = z = w = 1.

A regiao do hiperplano = + y + 2z + w = 4 na qual z,y, z,w > 0 é compacta. Portanto
sabemos que o maximo da funcao f naquela regiao existe; logo, tem que ser o ponto
(1,1,1,1).

Exercicio 2 Que dimensoes deverd ter uma caixa rectangular de volume V', aberta numa
das faces, por forma a que a drea da sua superficie seja minima?



Resolucgao: Sejam z,y, z > 0 as dimensoes da caixa. O volume da caixa sera
V =uzyz.
Supondo que a face aberta é a face de lados z,y, vemos que a area da caixa sera
A(z,y,2z) = xy + 2x2 + 2y=.

O problema é minimizar a fungao A sob a restricao xyz = V. De acordo com a regra dos
multiplicadores de Lagrange, devemos procurar os pontos criticos da funcao

F(z,y,z) = vy + 2xz + 2yz + Mayz — V).

Uma vez que
VFE = (y+ 22+ \yz, o + 22 + A\vz, 2z + 2y + Avy),

os possiveis pontos de minimo deverao satisfazer

y+2z4+Ayz=0 1/z4+2/y+A=0
T+224+ Az =0 - 1/z42/x+X=0
204+ 2y + Azy =0 2/y+2/c+A1=0
zyz =V xyz =V

1
e portanto x = y = 2z, donde z = (%)3. Por outras palavras, a caixa devera ter base

quadrada e altura igual a metade do lado do quadrado.

Exercicio 3 Determine o comprimento dos semieizos da elipse de equacdo
52° 4 8zy + 5y° = 9.

(Sugestao: Recorde que os eizos de uma elipse a intersectam nos pontos em que a distancia
ao centro € mdxima/minima.)

Resolugao: De acordo com a sugestao, basta achar os extremos (do quadrado) da distancia
ao centro da elipse. Uma vez que a elispe é claramente simétrica em relagdo a origem (se
(x,y) satisfaz a equagao entdao (—x, —y) também a satisfaz), devemos entdo encontrar os
extremos da fungao
f(:v,y) =z’ +y2
sob a restrigao
522 + 8xy + 5y® = 9.

De acordo com a regra dos multiplicadores de Lagrange, devemos procurar os pontos
criticos da funcgao
F(x,y) = 2° + y* + A(52* + 8zy + 5y° — 9).
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Uma vez que
VF = (2z + 10 x + 8\y, 2y + 8z + 10)y),

os possiveis pontos de extremo deverao satisfazer

2 4+ 10 x + 8y =0
2y + 8z + 10A\y =0
52 + 8xy + 5y* = 9

Claramente nem (0,0) ndo é uma possivel solu¢do, uma vez que nao é um ponto da elipse;
portanto a unica forma de podermos ter

e I M

é ser
145X 4\ B 9 5 B
det[ AN 1+5/\}—0(:)(1+5)\)—16)\ =06 140\ =34
Portanto obtemos x = 4y, e substituindo na equacao da elipse vem
2 2 o 1 29
102" £82" =9« zéoux =3

correspondendo as distancias a origem
1 1
(:172 +y2)2 = (29(:2)2 =1 ou 3.

Como a elipse é compacta e f continua, f tem que possuir maximo e minimo ao longo da
elipse, e de acordo com o teorema acerca dos extremos condicionados tais pontos devem ser
escolhidos de entre os pontos determinados acima. Como f s6 assume dois valores nesses
pontos, um tem que ser o maximo e o outro o minimo. Portanto os comprimentos dos
semieixos da elipse sao 1 e 3.

Exercicio 4 Calcule o mdzimo e o minimo da funcao f(x,y,z) = x — 2y + 2z na regiao
2+ +22<9.

Resolugao: Uma vez que a bola fechada 22 + 3% + 22 < 9 é compacta e f é continua, f
possui maximo e minimo nesta regiao. Uma vez que

Vf(:c,y, Z) = (17 _272) 7£ 07

vemos que f nao possui qualquer extremo local na bola aberta 22 + 3% + 22 < 9, pelo que
0 maximo e o minimo terao que estar na fronteira x? + 32 + 22> = 9. De acordo com a regra
dos multiplicadores de Lagrange, devemos procurar os pontos criticos da fungao

Flz,y,2) = o =2y + 22 + N2 +y° +2° = 9).
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Uma vez que
VFE = (14 2\x, =2+ 2\y,2 + 2)\z2),

0s possiveis pontos de minimo deverao satisfazer

1+2X\x=0 x:—% r=F1
—242\y =0 y=1 y = +2
24+ 22z =0 Ty =2t TN i=92
?yP+22=9 oz =9 A==+1

Portanto o méximo e o minimo serao necessariamente os pontos (1, —-2,2) e (—1,2,—2).
(Isto alids poderia ver-se imediatamente observando que a fungao f é simplesmente o
produto interno de (z,y, z) com o vector fixo (1,—-2,2).)



