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Exercicios Resolvidos
Homotopia e teorema de Green

Exercicio 1

Considere o campo vetorial F(z,y) = (—y + ", x + y + "1Y).
a) Determine se F' € um gradiente no seu dominio.

b) Calcule o trabalho de F ao longo da curva C' = {(x,y) € R? : 2? + y? = 1} orientada
no sentido anti-hordrio.

Resolucgao:

a) Temos que
oFy, OF
—2_Z1l_240y,
ox Jy
pelo que F' nao é fechado, e portanto nao é gradiente no seu dominio.

b) Pelo teorema de Green, sendo F de classe C' no disco D limitado por C,

F: F
jI{F-dg:// (Q—@>dxdy:// 2dxdy = 2m.
c p \ Oz Ay D

Exercicio 2 Considere o campo vetorial G(z,y) = (—y + 23,z + y°) + Vi (z,y), onde
Y(x,y) = cos (%) Calcule o trabalho de G ao longo da fronteira do quadrado

Q= {(z,y) eR*: |z| < 1; ]yl < 1}

percorrida uma vez no sentido anti-horario.

Resolucgao: Pelo teorema fundamental do célculo para integrais de linha, o trabalho do
termo Vi (z,y) é nulo, porque a fronteira C' do quadrado é uma linha fechada. Para
calcular o trabalho do campo (—y+x®, x +%°), aplicamos o teorema de Green ao quadrado
(). Assim o trabalho de G ao longo de C' é dado por:

j{G-dg = ]{(—y+x3,x+y5) - dg
C C

_ /Q <3($§;y5) B 5(—%; w3)> dxdy

= //Q 2dxdy = 2voly(Q) = 8.




Exercicio 3
Clalcule

Y z2 xT 2
é(_xQ—i-yQ +e >d:c+ (—:c2—|—y2 +seny)dy,

onde Q € o quadrado com vértices (2,0), (0,2),(—2,0), (0, —2) percorrido uma vez no sen-
tido direto.

Resolugao: Claramente o campo F(z,y) = (e“”g, seny?) é fechado, e portanto gradiente
(uma vez que esté definido em R?, que é um conjunto simplesmente conexo). Portanto o
seu integral ao longo de () serd nulo. E facil ver que o campo

y xXr
G($7y): (_:L‘2+y27$2+y2)

é também fechado:

0Gy 2P+ -2y 2?4 y?—227  0G,

dy (242’ (@24’ Ox

No entanto, uma vez que o dominio de G (R?\ {(0,0)}) nao ¢ simplesmente conexo, nao
podemos concluir que GG é um gradiente. De facto, nao é: se C representa a circunferéncia
de raio 1 em torno da origem percorrida uma vez no sentido direto, parametrizada por
exemplo por g : [0, 27] — R? dada por

g(0) = (cos b, sen ),

tem-se

2 sen 6 d(cos @) cos 0 d(sen )
.dag = — do
?i G- dg /0 ( sen?6 + cos?0  df i sen?6 + cos?0  db )
27 27
:/ (sen29+cos29) dﬁz/ df = 2w # 0.
0 0

(G é o conhecido vértice, por vezes também chamado o “campo do ralo da banheira”). Se
A é a regiao do plano compreendida entre C' e @), tem-se 0A = C'U Q. A orientagao usual
de OA corresponde a percorrer () no sentido direto e C' no sentido inverso; portanto pelo
Teorema de Green

]{G-dg:// (%—%>d:cdy+?éG-dg://dedy+27r:27r.
Q A\ Oz dy c A
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Alternativamente, uma vez que as curvas ) e C' sao homotépicas no dominio de G, temos

%Gdgz%(ldgz%r.
Q c

O integral pedido é portanto.

fG-dg—i—j{ng:Qﬂ—l—O:Qﬂ.
Q Q

Exercicio 4 Considere o campo vetorial definido em R?\ {(0,0)} por

Flo) = (~ s s )

(22 +9%)?" (22 +y?)?

Sejam v, e yo as circunferéncias de raio 1 centradas em (0,0) e (3,0), e v3 a curva simples
fechada representada na figura. Com as orientacoes indicadas na figura, calcule

(a) §, F-dg;
(b) $,,F-dg;

(c) $,F dg.

R
AN f”

Resolucgao:
(a) A parametrizagao g : [0,27] — R3 para 7, dada por

g(0) = (cosf,sen @)
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¢ compativel com a orientagao indicada na figura. Como

F(g(0)) = (— cos®fsenb, cos ),

2w
}{F-dg:/ cos® dl = .
71 0

E facil ver que F é um campo fechado. O conjunto aberto Rt x R é um conjunto
simplesmente conexo contido no dominio de F'; logo, F' é gradiente neste conjunto.
Uma vez que 72 C RT x R, concluimos que

fF-dgzo.
Y2

Alternativamente, poderiamos ter observado que 9 é homotdpica a um ponto no
dominio de F', ou ainda ter aplicado o Teorema de Green ao circulo cuja fronteira

€ 2.

temos

Uma vez que 73 ¢ homotdpica a v, no dominio de F, ou seja, R?\ {(0,0)}, concluimos

que
%F-dgzj{ F-dg=m.
73 7



