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Exercicios Resolvidos

Campos Fechados. Campos Gradientes. Teorema Fundamental do Calculo.

Exercicio 1 Considere o campo vetorial F(x,y,2) = (yz — y,x + vz, 2y + 2).
a) Indique, justificadamente, se o campo F é conservativo.

b) Calcule o trabalho de F ao longo da circunferéncia definida pelas equagies z = 0 e
2?2 + y? = 4, percorrida uma vez no sentido hordrio, quando vista do ponto (0,0,10).

Resolugao:
oF: oF
a) Dado que —Z2—1+ze 8_1 =2z —1, o campo F nao é fechado e, portanto, nao é
Y
conservativo.

b) Como o campo nao é fechado, para calcular o trabalho devemos usar a definigao. Pode-
mos considerar a parametriza¢ao da circunferéncia dada por g(#) = (2cosf,2sen?,0),
com 0 < 0 < 27. Assim, temos

2w 2m
/ F(g(0))-4'(0)df = / (—2senf,2cosf,4cosfsenb)-(—2send,2cosf,0)dd = 8.
0 0

Uma vez que esta parametrizacao percorre a circunferéncia no sentido oposto ao que é
pedido, o trabalho que pretendemos calcular ¢é igual a —8.

Exercicio 2 Considere o campo vetorial F(z,y,z) = (3z2?,senz + z,ycosz + y + x3).
Calcule o trabalho de F ao longo da curva definida pelo caminho g(t) = (cost,2sent,t),
onde 0 <t < 2r.

Resolucao: Como F ¢é fechado e o seu dominio é R?, que ¢ um conjunto simplesmente
conexo, podemos concluir que F' é um campo gradiente, ou seja, existe um campo escalar
¢:R?* = R tal que F = V.

Para calcular o potencial notamos que ¢ satisfaz o sistema

.
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Primitivando a primeira equacao em ordem a x, vem

O@,y,2) =z’ + f(y, 2),

onde f(y,z) é uma constante relativamente a x, mas que pode depender de y e de z.
Substituindo na segunda equagao, obtém-se

of
— =senz -+ z.
Ay
Primitivando em y, vem f(y,2) = ysenz + yz + h(z), em que h(z) é uma constante

relativamente a y, mas pode depender de z. Assim, a funcao ¢ passa a ser dada por
d(z,y,2) = z2° + ysen z + yz + h(2).
Substituindo na terceira equagao, obtém-se
¥ +ycosz+y+h(2) =ycosz+y+

ou seja,

h'(z) =0« h(z) =C,
onde C' é uma constante. O potencial é entao dado por
(z,y,2) =ysenz +yz +2°z + C.

Usando o Teorema Fundamental do Célculo para integrais de linha obtemos o trabalho de
F" ao longo do caminho g¢:

/ Fdg = $(B) — 6(A) = d(g(2m)) — 6(9(0)) = 6(1,0,2r) — 6(1,0,0) = 2,

A

onde A e B sao os pontos inicial e final, respectivamente, da curva definida por g.

Exercicio 3 Considere o campo vetorial

F(z,y,2) = ( + 2y e”yQ, Vaz+y? — 1)

xz L +y27 Yz
Vvai+y?—1 vri+yr—1
(a) Mostre que F' € gradiente no seu dominio de defini¢do. Justifique a resposta.

(b) Calcule o trabalho realizado pelo campo F ao longo do caminho g : [0,1] — R? dado
por g(t) = (1 + 12,1 + 1%, ¢2912). Justifique detalhadamente a resposta.



Resolucgao:

(a) E f4cil verificar que F' é fechado. No entanto, uma vez que o seu dominio, dado por
D = {(z,y,2) € R® : 22 +y*® > 1}, ndo é simplesmente conexo, nao podemos concluir
diretamente que F' é gradiente. Se for um campo gradiente, o respectivo potencial ¢ é
calculado a partir da equacao V¢ = F', ou seja,
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Primitivando a primeira equacao em ordem a x, vem

O(x,y,2) = 2/22 + 42 — 1+ " + f(y, 2),

onde f(y,z) é uma constante relativamente a x, mas que pode depender de y e de z.
Substituindo na segunda equacgao, obtém-se

0
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ou seja,
0
o
y

Primitivando em y, vem f(y, z) = h(z), em que h(z) é uma constante relativamente a
y, mas pode depender de z. Assim, a funcao ¢ passa a ser dada por

$(@,y,2) = 2/22 +y2 — 1+ ™ 4 h(2).
Substituindo na terceira equacao, obtém-se
Vai+y? =1+ 0 (2) =22 +y> -1,

ou seja,
h'(z) =0< hi(z)=C,

onde C' é uma constante. O potencial é entao dado por
Oz, y,2) = 2/22 + 2 — 1+ " 4+ C.

Como ¢ é de classe C! no conjunto D e V¢ = F, concluimos que F um campo
gradiente.



(b) Como F' é um campo gradiente com potencial ¢, pelo Teorema Fundamental do Célculo
para integrais de linha temos que

/CF ~dg = ¢(g(1)) — 6(9(0)) = $(2,2.1) = $(1,1,0) = VT + e’ — .

Exercicio 4

Considere a elipse C' de equagao %2 + % = 1. Calcule o trabalho do campo vetorial

3z N 2y 3y N —2(z+1)
4yt (1P 4y 4y (p 1) 4y

G(z,y) = (

ao longo da elipse C percorrida no sentido anti—horario.

Resolucao: Podemos escrever G = '+ H onde

F@,y):( 3t 3y ) . H(w’y):<( 2 —9(z +1) )

x2+y2’x2+y2 x+1)2+y2’(:€+1)2+y2

Facilmente se verifica que o campo F' é um gradiente, ou seja, F' = V¢, onde o potencial
¢é dado por

3
ple,y) =3 In(z* + y°).

Logo, pelo Teorema Fundamental do Calculo para integrais de linha, podemos concluir que
o trabalho de F' ao longo da elipse ¢é 0, porque a elipse é uma curva fechada.

Por outro lado, sendo H um vértice (“ralo da banheira”), sabemos que é fechado. A
elipse C' é homotdpica a circunferéncia Cy de raio 1 centrada no ponto (—1,0), definida
pela equagao (z + 1)* 4+ y? = 1. Logo, por invariancia por homotopia, podemos concluir
que o trabalho de H ao longo da elipse é igual ao trabalho de H ao longo da circunferéncia,
pois as duas curvas sao homotépicas no dominio do campo H.

Finalmente, se considerarmos a parametrizacao da circunferéncia dada por g(t) =
(cost — 1,sent), com 0 < t < 2w, obtém-se que o trabalho de G ao longo da elipse é
dado por

%CG.dg = iH.dg = a H.dg = i H(g(t)) g'(t)dt = /0 (—2) dt = —4.



