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1. INTRODUCAO

Este texto consiste num guiao aproximado para as apresentagoes feitas nas aulas. Nao
se destina a substituir um livro de texto. Para um tratamento coerente dos assuntos
desta cadeira recomendamos os livros [P1] e [P2]. Um excelente texto para os alunos mais
interessados é a referéncia [9].



2. NOCOES TOPOLOGICAS EM R"

O espago Euclidiano de dimensao n é o conjunto de n-tuplos de ntimeros reais
R" = {(z1,...,2,): z; € R}.

Para n = 1,2, 3 os elementos de R™ correspondem a pontos numa linha, plano ou espaco
tridimensional munidos de eixos coordenados.

Recorde-se que a norma de um vetor x = (z1,...,x,) € R" é o real ndo negativo dado
pela expressao

|zl = /22 + ...+ 22

e que o seu significado geométrico é o comprimento do vetor x. Tendo em conta o significado
geométrico da adicao de vetores, segue-se que a distancia entre dois pontos x,y de R™ é

[z —yll.
Definigao 2.1. Seja xg € R™ er > 0. A bola aberta de centro em zq e raio r € o conjunto
formado por todos os pontos de R™ cuja distancia a x¢ € inferior a r:

B, (xg) = {z € R": ||z — x| < r}.

Para n = 1, a bola de raio r é um intervalo aberto de comprimento 2r, para n = 2 é
a regiao do plano limitada por uma circunferéncia de raio r excluindo a circunferéncia, e
para n = 3 a regiao do espaco limitada por uma superficie esférica de raio r centrada em
xo (excluindo a prépria superficie).

Definigao 2.2. Seja A um subconjunto de R". Um ponto x € R" diz-se

(1) interior a A se eziste v > 0 tal que B.(x) C A,
(i1) exterior a A se eziste v > 0 tal que B,.(x) N A = & (alternativamente se x € interior
ao complementar de A, A“=R"\ A),
(111) fronteiro a A se ndo € interior nem exterior (alternativamente, se toda a bola aberta
B,.(x) tem interse¢ao nao vazia com A e com A°),
(iv) aderente a A se € interior ou fronteiro a A (alternativamente, se toda a bola aberta
B,.(x) interseta A).
O conjunto dos pontos interiores a A designa-se por interior de A e denota-se por int A.
O conjunto dos pontos exteriores a A designa-se por exterior de A e denota-se por ext A.
O conjunto dos pontos fronteiros a A designa-se por fronteira de A e denota-se por OA.
O congunto dos pontos aderentes a A designa-se por aderéncia de A ou fecho de A e
denota-se por A.

Note-se que qualquer conjunto A C R"™ divide R"™ em trés conjuntos disjuntos: o interior,
o exterior e a fronteira de A. Intuitivamente, os pontos do fecho de A sao os pontos que
estao “infinitamente proximos” de A, ou, equivalentemente, os pontos cuja distancia a A
é0.
Exemplo 2.3.
(a) Seja A= {(z,y) € R*: x > 0}. Entio int A= {(z,y) € R*: z >0}, ext A = {(z,y) €
R?: 2 <0}, 0A ={(z,y) eR?>: 2 =0} e A = A.
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(b) Seja A = {(z,y) € R*: 2 + y*> = 1}. Entio intA = &, ext A = A° = {(z,y) €
R2: 22 442 £1), 0A = A, A= A.

(c) Seja A={(z,y,2) € R®: 2 > 2*+y?}. Entaoint A=A, ext A= {(z,y,2) e R3: 2 <
2?2+ 2}, 0A = {(2,y,2) €ER3: 2 =22 + 9}, e A= {(z,y,2) € R®: 2z > 22 +42}.

(d) Seja A= {(x,y) € R?: 2 € Q}. Entdoint A=extA=2 edA=A=R2%

Definicao 2.4. Um conjunto A C R™ diz-se
(1) aberto se A = int A,
(i3) fechado se A = A (equivalentemente, se A° é aberto),
(#1) limitado se A estd contido nalguma bola aberta (equivalentemente, se a fungao distancia
a origem € limitada em A),
(iv) compacto se A é limitado e fechado.

Como iremos ver, os conjuntos compactos desempenham um papel fundamental no
Calculo de vérias varidveis (essencialmente pela mesma razao que o fazem também no
Célculo de uma variavel).

Exemplo 2.5. Para os conjuntos do Fxemplo temos:

(a) A é fechado. Nao é aberto. Nao é limitado e portanto também nao é compacto.
(b) A € fechado. Nao é aberto. E limitado e portanto compacto.

(¢) A nao € fechado, é aberto, nao € limitado nem compacto.

(d) A nao é aberto, nem fechado, nem limitado, nem compacto.

Note-se que um conjunto pode ser aberto e fechado. E possivel provar que os unicos
subconjuntos de R™ que sao abertos e fechados sao R" e &.

3. SUCESSOES EM R”"

Uma sucessao em R™ é uma funcao N — R™ que a cada natural £ € N associa um
vetor ;. € R". E costume denotar uma tal fungao por (xx) ou (g)ren. Geometricamente
uma sucessao pode ser representada por um conjunto de pontos no espaco Euclidiano R™.
Escrevendo

Ty = (T1k, T2k, - - Tnk)
obtemos n sucessoes reais z; ; que se designam por sucessoes coordenadas.

Exemplo 3.1. A expressdao xp = (%, ek) define uma sucessao em R2. A primeira sucessao

coordenada € Ty, = % e a sequnda sucessao coordenada € Ty, = er.

Defini¢ao 3.2. Uma sucessio (x) em R™ converge para y € R™ se para todo o € > 0
existe um natural N tal que, para k > N se tem xy € B.(y). Escreve-se entdo limxy, =y
ou limg_ oo T, = y.

A definicao anterior traduz de forma precisa a ideia que os vetores xj, se estao a aproximar
de y a medida que k aumenta. Recomenda-se a verificagao da seguinte equivaléncia:

limzp, =y < ||z —vy| — 0.
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A convergéncia de uma sucessao em R"™ reduz-se assim a convergéncia para 0 da sucessao
numérica ||zg — yl|.

Exemplo 3.3. A sucessao do Exemplo nao converge.

Proposicao 3.4. Seja (zx) uma sucessao em R™. Entdo a sucessio xy converge sse as
suas sucessoes coordenadas convergem e limxy = (y1,...,yn) € R" se e sd se limx; , = y;.

Dem. Selimx), = y entao ||zx —y| — 0. Paracadai =1,...,n temos |z, — ;| < ||zx—yl|
logo as sucessoes coordenadas x; ;, convergem para y;. Reciprocamente, se lim x; , = y; para
cada i, entdo |z;; — y;| — 0 para cada i e portanto

lon = ll = /(e — 902 + -+ (@ — 91)? = 0
logo x) converge para y. O

Exemplo 3.5.

(i) Vemos novamente que a sucessio do Exemplo nao converge uma vez que a Sud
sequnda sucessao coordenada nao converge.

(ii) Tem-se
. 1\* 1
lim | ek, (1 — —> = <1, —)
k—o0 k €

. 1 . k _
uma vez que limer =¢e® =1 elim (1 — 1) =e ! =1,

Definicao 3.6. Uma sucessdo (xy) em R™ diz-se limitada se eziste L > 0 tal que ||xg|| < L

para todo o k. FEquivalentemente (vy) € limitada se o conjunto {xy: k € N} C R" ¢
limitado.

Proposicao 3.7. Uma sucessdo (x) em R™ € limitada sse as suas sucessoes coordenadas
sao limitadas.

Dem. Exercicio. O

Note-se que em consequéncia das Proposicoes e [3.7 uma sucessdao convergente é
limitada: uma sucessao convergente tem sucessoes coordenadas convergentes, portanto
limitadas, e é portanto limitada. E também facil deduzir este resultado diretamente das
definigoes de sucessao convergente e limitada (exercicio).

Exemplo 3.8.

k2+k
’ 3k245

(i) A sucessao <cos k,senk ) é limitada mas nao convergente.

.. ~ (logk k243 k. 1 5 ‘m lims
(ii) A sucessdo <k+1 s 324k 2F | converge para (O, 3 O) e € portanto também limitada.



4. LIMITES DE FUNCOES

Chegamos agora a um dos conceitos fundamentais do Célculo.

Definicdo 4.1. Seja A C R", f: A — R™ uma funcgio, e a € A um ponto do fecho de A.
Diz-se que f(x) tende para y € R™ quando x tende para a, e escreve-se

li —
lim f(z) =y
se para toda a sucessao () de termos em A que converge para a se tem que lim f(zy) = y.

Intuitivamente, f tem limite y em a se, & medida que x se aproxima de a, o valor f(z)
de f se aproxima de y. Para que x se possa aproximar de a de modo a que faga sentido
calcular o valor de f(x) é necessério que a esteja no fecho do dominio de f. E alids facil de
demonstrar que um ponto pertence ao fecho de A sse existe uma sucessao de termos em A
que converge para a (exercicio).

E um bom exercicio demonstrar a equivaléncia da definicao anterior com a seguinte:

lin £(z) =y ViooTiso © € A e o —afl <6 = | f(@) — yl] < e
Exemplo 4.2. Seja A =R*\ {(0,0)} e f: A — R a fungdo definida pela expressio

flz,y) = Ly

2
lim T,Y) = —= V2.
(@.y)—(1,1) J(zy) V2

De facto, se xy e yx sao sucessoes reais que convergem para 1, com (zx,yx) # (0,0) entdo
Tr + Yk _ 1+1 _ /3

Vgt v+l

pelas propriedades dos limites das sucessoes reais.

Note-se que (0,0) € A. Egzistird o limite de f(z,y) em (0,0)? O método que usdmos
para o cdlculo do limite anterior nao se aplica, uma vez que ao tentar calcular o limite
da sucessao f(xy,yr) obtemos uma indeterminacdo que ndo sabemos resolver sem mais
informacgao acerca da sucessao (Tg,Yg)-

Podemos tentar obter informacao calculando alguns exemplos: Tomando por exemplo
(T, yk) = (%, %) temos

Entao

lim f(zk, y) = lim

2
k

/2
22

que, sendo uma sucessdo constante, converge para \/2. Isto diz-nos que, se o limite
lim ) —0,0) f(2,y) existir, terd de ser igual a V2. No entanto, calculando o limite de

f(ifk,yk) com ($k,yk) = (%,O) obtemos

f(xkayk) =

J(@r, i) = =2

=1—=1

eI



Conclui-se entdo que f nao tem limite em (0,0).

5. CONTINUIDADE

Definicao 5.1. Seja A C R™, f: A — R"™ uma funcao ea € A. A funcao f diz-se continua
em a se lim, ., f(x) = f(a). Se B é um subconjunto de A, f diz-se continua em B se é
continua em todos os pontos de B.

Intuitivamente, uma fungao é continua em a se “f(x) estd proximo de f(a) sempre que
x esteja suficientemente préoximo de a”. Uma maneira alternativa de escrever a definicao
de continuidade de f num ponto é (exercicio)

Vesods>o v € Ae |z —af <= [[f(2) = fla)l| <e

Exemplo 5.2.
(i) A funcdo f: R* — R definida por f(z,y) = 2z + 3y € continua em todos os pontos
do seu dominio. Por exemplo, para verificar continuidade no ponto (2,3) tomamos
uma sucessao arbitrdria (xg,yr) a convergir para (2,3) e calculamos

lim f(zg, yr) = im 2z, + 3y, =4+ 9 = 13 = f(2,3).
(ii) A funcao f: R?* — R definida por
1 sex>0
f(xvy)_{o sexSO
¢ continua nos pontos com coordenada x # 0 e € descontinua nos pontos do eizo

dos yy. Por exemplo, considerando a sucessio (“,?k,O) (que converge para (0,0)),

f((—l)k 0)_ 0 sek € impar,
E ') )1 sek € par

que nao converge. Isto mostra que f ndao é continua em (0,0).

temos

Definicao 5.3. Seja ACR" e f: A — R™ uma funcao. Escrevendo
flzr, o xn) = (fi(xn, o), o ST, o)),

a funcao f;: A — R chama-se a i-ésima func¢ao coordenada de f.

Exemplo 5.4. A funcio f: R?* — R? definida por f(x,y) = (2x + e¥,sen(zy)), tem
primeira fungao coordenada fi: R* — R definida por fi(x,y) = 2x + €Y e sequnda funcdo
coordenada fo: R? — R definida por fo(z,y) = sen(xy).

Proposicao 5.5 (Propriedades das fungoes continuas).

(1) As fungoes constantes sao continuas.
(i1) As fungoes lineares (isto é, as transformagoes lineares) sao continuas.
(111) Seja A C R" e f: A — R™. Entao [ € continua em a € A se e sé se as fungoes
coordenadas fi,..., fm: A — R sdo continuas em a.
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(iv) Sejam A CR" e f,g: A — R funcoes continuas em a € A. Entao f+g¢g,f-g: A —R

sio continuas em a € A e, se g(a) # 0, g é continua em a € A.

v) A composta de funcoes continuas € continua. Isto €, sejam A C R", B C R™,
J
f:A—= R™eg: B—RP. Sef é continua em a € A, f(a) € B e g € continua em
f(a), entdo go f é continua em a.

Dem. As demonstracoes sao todas imediatas a partir da defini¢cao de limite e continuidade
e ficam como exercicio. Vejamos por exemplo a demonstracao da tltima afirmacao. Temos
a mostrar que se x, ¢ uma sucessao com termos no dominio da composta go f e x, — a,
entdo g(f(zx)) = g(f(a)). Mas claramente, z pertence ao dominio A de f, logo, sendo f
continua em a, temos f(xy) — f(a). Uma vez que xj pertence ao dominio da composta,
f(zx) pertence ao dominio de g. Como g ¢é continua em f(a), g(f(xx)) — g(f(a)). O

As propriedades acima garantem a continuidade de fungoes cujas coordenadas sao dadas
por expressoes algébricas envolvendo fungoes elementares no dominio dessas expressoes.

Exemplo 5.6. A funcdo f do Ezemplo é continua no seu dominio R%. De facto,
a fungao (x,y) — y € continua, uma vez que € linear. A composta com a fun¢ao seno,
(x,y) — sen(y) € também continua pois € a composi¢do de fungoes continuas. Uma vez
que a fungao (x,y) — 2z € continua por ser linear conclui-se que a soma das duas ultimas
fungoes (x,y) — 2x+seny, que € a primeira fun¢ao coordenada de f, é continua. Analoga-
mente se vé que a sequnda funcdo coordenada de f € continua, portanto f € continua.

6. CALCULO DE LIMITES

Ao contrério do que sucedia para fungoes de uma variavel, nao ha qualquer regra para o
célculo de limites de fungoes de vérias varidveis num ponto (a nao ser, claro, que saibamos
que a funcao é continua nesse ponto - a definicao de continuidade no ponto é entdao uma
regra para o calculo do limite). E no entanto possivel obter informacao sobre limites
calculando limites ao longo de curvas em R™ que passam pelo ponto em questao. Estes
limites reduzem-se a limites de fungoes de uma variavel que podem ser calculados com as
técnicas aprendidas em Célculo 1. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 6.1.

(i) Seja f: R*\{(0,0)} — R? a fungdo definida por f(z,y) = s E imediato calcular
o limite de f em qualquer ponto do seu dominio. Por exemplo

lim  f(e,y) = F(L1) =

(zy)—(1,1) 2
porque [ é continua em (1,1) (como seque da Proposigao[5.5).
Para obter informagao relativa ao limite de f no ponto (0,0) podemos calcular os
limites direcionais de f no ponto (0,0), isto é o limite de f(x,y) em (0,0) quando
(x,y) se aproxima da origem ao longo de uma reta. Considerando uma reta com



declive m que passa pela origem temos

Ty . Tmx . m m

im 5 2:hmﬁ—hm > = 5
(e )00 T + vy =0 % + mAx =014+ m 14+m

FEstes limites dependem da dire¢ao em que nos aproximamos da origem (por exemplo
o limite € 0 ao longo do eizo dos xx mas é % ao longo da reta y = ). Conclui-se que
o limite de f na origem nao existe.

(ii) Seja f: R? — R a funcao definida por f(z,y) = %
(0,0)? Os limites direcionais sao todos nulos como se verifica facilmente:

A funcao f tem limite em

x3y? ) m2z® ) m2x

lim —=lm———=1lim —— =
(@) (00 20+t a=0ab +miat 2022 4+ md

e uma vez que f(x,0) = 0, o limite ao longo do eizo dos yy é também nulo. No
entanto, a fungao nao tem limite na origem! Se fizermos (x,y) aproximar-se de (0,0)
ao longo da curva y = z2 temos

39 , 20 1
— = 11N = .
@w-00 20 +yt 2020 428 2

y:;p%

Vimos na secgao anterior como obter informacao sobre o limite de uma funcao num
ponto calculando limites ao longo de curvas que passam num ponto. Este método permite
mostrar que o limite nao existe, ou calcular o valor do limite desde que este exista, mas
nao permite provar a existéncia do limite. Para verificar que lim,_,, f(z) = b quando nao
se pode invocar a continuidade de f, tem necessariamente que se usar a definicao, isto é
mostrar que a ||f(z) — b|| tende para 0 quando ||z — al| tende para 0. Usualmente isto
faz-se comparando (através de manipulagoes algébricas, estimativas conhecidas de estudo
prévio, etc.) a quantidade ||f(x) — b|| com uma funcao continua de ||z — a|| que se anule
em r = a. Vejamos alguns exemplos:
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Exemplo 6.2.

(i) Determinar lim g 4)—(0,0) % se este existir.
No numerador temos um polinomio de terceiro grau, que a partida deverd ser muito
menor que o denominador (que € um polinémio do sequndo grau). O limite deverd
portanto ser 0 (e € imediato verificar que os limites direcionais em (0,0) sao nulos).

Isto € facil de verificar recorrendo as desigualdades

lz] <Vt vyl < Vvatt oyt
De facto,
2?4+ 2%y + 3

3 2 3 3 2 3
S Py et [ty [y

$2+y2 - $2+y2

€ uma vez que

3 3 3
2 = [af* < (V@2 +32) .t = el < (VP 2) L W< (V)

conclui-se que

()

3. .2 3
P+ Y +y
< =3ya? +y?
$2+y2 — x2+y2 Yy
1‘3 5132 3
e portanto, ;T’Z;Ly — 0 quando (x,y) — (0,0).

% se este existir.

E imediato verificar que os limites direcionais sao nulos. Para verificar que o
limite € nulo temos que estimar o tamanho do numerador. Para isso € util observar
que |seny| < |y| (isto é imediato a partir da interpretagdo geométrica da fungdo
seno, ou, alternativamente, pode ser demonstrado usando o Teorema de Lagrange:
seny —sen0 = cos&(y — 0) para algum ponto & intermédio entre 0 ey, logo |seny| =

|cos |yl < [yl). Assim

(ii) Determinar lim g 4)—(0,0)

(v7)

xsen®y |z||seny|? _ |x||y|? /
2% + 32 24y Tty T 2t 4y? e
Concluimos que
rsen’y

m ——==0.
(z,9)—(0,0) 22 + y?

7. TEOREMA DE WEIERSTRASS

Vamos agora ver uma das propriedades fundamentais das fung¢oes continuas (andlogo ao
resultado com o mesmo nome estudado em Célculo 1).

Teorema 7.1 (Teorema de Weierstrass). Seja A C R™ compacto e f: A — R uma fungdo
continua. Entao f tem mdximo e minimo em A. Isto €, evistem a € A e b € A tais que
f(a) < f(z) para todo o x € A e f(b) > f(x) para todo o x em A.
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Recorde-se que o ponto a do enunciado se diz um ponto de minimo enquanto que f(a) é
o minimo de f em A. Analogamente b é um ponto de mdzximo e f(b) é o maximo de f em
A. A demonstracao do Teorema de Weierstrass é uma consequéncia simples do seguinte
resultado.

Proposicao 7.2 (Bolzano-Weierstrass). Seja A C R™ um conjunto compacto. Entdo toda
a sucessao de termos em A tem wma subsucessdo convergente com limite pertencente a A.

Dem. Recorde-se de Calculo 1, que toda a sucessao limitada em R tem uma subsucessao
convergente. Vamos explicar a demonstragao da Proposi¢ao no caso n = 2. A generalizagao
ao caso quando n > 2 nao oferece dificuldades e fica como exercicio. Supomos portanto
que A é um subconjunto compacto de R? e que (zy, yx) ¢ uma sucessao de termos em A.
Uma vez que A é limitado, as sucessoes coordenadas xj e y; sao limitadas. Podemos
portanto escolher uma subsucessao convergente (zy, )men de xr. A sucessao (Yk,, )men €
também limitada e portanto tem uma subsucessao convergente (?kap )pen- Mas entdo

('rkmp Y ykmp )pEN

¢ uma subsucessao de (xy, yx) que é convergente pois, por construgdo, ambas as sucessoes
coordenadas sao convergentes. Uma vez que A é fechado, o limite desta subsucessao per-
tence necessariamente a A (o limite ndo pode ser um ponto v exterior a A uma vez que v
é o centro de uma bola de raio positivo que nao interseta A e portanto v esta distante de
todos os termos da sucessdo). U

Nota 7.3. O resultado anterior pode ser formulado de varias maneiras essencialmente
equivalentes:

(a) Se A C R™ ¢é limitado, toda a sucessao de termos em A tem uma subsucessao conver-
gente.
(b) Toda a sucessao limitada em R™ tem uma subsucessao convergente.

De facto a Proposi¢ao implica a formulag¢ao (a) acima uma vez que o fecho de um
conjunto limitado é compacto. Claramente (a) implica (b) pois uma sucessao é limitada
sse o conjunto formado pelos seus termos € um conjunto limitado. Finalmente a formulacdo
(b) juntamente com a observagdo que o limite de uma sucessao de termos em A pertence
necessariamente a A implicam a Proposicdo .

Dem. do Teorema de Weierstrass[7.1] Basta demonstrar a existéncia de minimo. A demon-
stracdo no caso do maximo é inteiramente andloga (ou alternativamente segue do facto
que maxgea{f(x)} = —mingea{—f(2)}). Seja £ = inf{f(x): v € A} € [—00,00[. Por
definicao de infimo, podemos escolher para cada natural k, um elemento z, € A tal que
(i) f(zx) < €+ %, no caso em que £ > —oo (isto 6, no caso em que o conjunto {f(z): z €
A} é limitado inferiormente)
(i) f(zr) < —k, no caso em que { = —c0.
A Proposicao garante que (x) tem uma subsucessdo (g, )men que converge para um
ponto a € A. Uma vez que f é continua em a, temos

lim f(zr,) = f(a)
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Em particular o caso (ii) em que ¢ = —oo nao pode ocorrer pois entao a sucessao f(xy,, )
nao seria limitada. Conclui-se portanto que a imagem de A por f é um conjunto limitado
inferiormente, ou seja, que ¢ € R. Como

1
(< fwg,) <0+ —

K
a sucessao f(xy,,) converge para £. Como também converge para f(a) temos que f(a) = ¢
¢ o minimo de f em A, o que conclui a demonstracao. O

8. DERIVADA SEGUNDO UM VETOR

Vamos agora iniciar o estudo do calculo diferencial em R"™ com o conceito de derivada
de uma func¢ao segundo um vetor.

Definicao 8.1. Seja A C R", f: A — R e a um ponto interior a A. Dado v € R",
define-se a derivada de f em a segundo o vetor v como sendo o limite
fla+tv) — f(a) d

D,f(a) = 1151_2% ; ~ (fla+ tv))|t=0'

Na definicao anterior, a exigéncia que o ponto a seja interior a A garante que, para t
proximo de 0, o ponto a + tv € A, de forma que a expressao da qual se esta a tomar o
limite tem sentido.

O significado da derivada segundo um vetor v é o seguinte (para v # 0): o vetor v
determina uma reta com direcao v que passa por a, que ¢ descrita pela equacao paramétrica
a +tv,t € R. Restringindo a fungao f a essa reta obtemos uma funcao da variavel real ¢

9(t) = fla+tv)

e, a derivada segundo v ¢é entao
Dy f(a) = g'(0),
a derivada da fun¢do g em t = 0 (¢t = 0 é o parametro que corresponde ao ponto a na

reta). A derivada segundo v é portanto uma medida da taza de crescimento da fun¢ao f
na dire¢ao de v (ver no entanto a Nota abaixo).

Exemplo 8.2. Seja f: R? — R a fungdo definida por f(x,y) = 2% + y*. Tomando por
exemplo a = (1,1) e v = (2,3) temos

d
D(2,3)f(1a 1) = E (f(l +2t,1+ 3t))|t:0

d 2 2
= (207 + (14307

= (4(1+2t) + 6(1 +3t)) ,_y = 10.

FEste resultado € consistente com o facto de, no ponto a = (1,1), a fungdo f crescer na
direcdao do vetor v = (2,3).
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Nota 8.3. A derivada sequndo um vetor v depende, nao apenas da direcio de v mas
também do seu comprimento. Se o € R, € facil verificar (exercicio) que

Dyvf(a) = aD,f(a).

O caso em que o vetor v é um dos vetores da base candnica de R" é particularmente
importante e recebe um nome especifico.

Definicao 8.4. Seja ACR", f: A—ReacintA. Parai=1,...,n, ai-ésima derivada

parcial de f no ponto a é D, f(a), onde e; = (0,...,0,1,0,...,0) € o i-ésimo vetor da base
canonica de R™. As notacoes habituais para a i-ésima derivada parcial sao
of
a ou D;f(a).
(@ f(@)
Note-se que substituindo na definicao temos
8f . f(l’l,...,Jli,l,xi—l-t,.%prl,...,l‘n)—f<I1,...,$n)
(x1,...,2,) = lim :
ox; t—0 t
Isto significa que a i-ésima derivada parcial num ponto (zy,...,x,) é exactamente a

derivada no ponto x; da funcao que se obtém a partir de f fixando todas as varidveis
excepto x;. Esta interpretacao diz-nos como calcular derivadas parciais na pratica: para
calcular a i-ésima derivada parcial aplica-se as regras de derivagao habituais encarando
todas as variaveis excepto a i-ésima como constantes.

Exemplo 8.5.
(i) Se f: R? = R € definida por f(x,y) = 2z + €™ temos
g—i(fv, y) =2+ ye”, g—i(w, y) = we'.
(i1) Temos

para todos os x,y, z no dominio da funcao que estamos a derivar.

A definicao de derivada segundo um vetor e de derivada parcial para fungoes com valores
vetoriais é dada exactamente pela mesma formula que usamos anteriormente no caso das
fungoes escalares. Se A C R", a é um ponto interior a A e f: A — R™ é uma funcao,
define-se a derivada de f segundo o vetor v no ponto a por

D (a) — i L0 10) = F(@

t—0 t

e a i-ésima derivada parcial por

0 e
Dif(@) = 2-(0) " D f(a)
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onde e; denota o i-ésimo vetor da base canénica de R™. Uma vez que os limites de funcoes
vetoriais se calculam coordenada a coordenada, escrevendo

f:(flv"'7fm)

tem-se

Dyf(@) = (Dufi(@)s- ... Dufn(a)), 2w = (f)f (@ (a)) |

Exemplo 8.6. Sendo f: R? — R? a funcao definida por f(z,y) = (2 + y, xe™, sen(zy))
tem-se
of

o (L Y) = (22, €%+ aye™, y cos(ay)).

9. DIFERENCIABILIDADE

Seja f uma fungao real de uma variavel real. O significado geométrico da diferenciabili-
dade de f num ponto a do dominio é que o grafico de f tem uma reta tangente no ponto
(a, f(a)). A derivada é entao o declive dessa reta tangente. Mais precisamente, a derivada
de f em a é o (\inico) escalar m tal que a funcao afim

z+— f(a) +m(x — a)

(cujo grafico é a reta de declive m que passa pelo ponto (a, f(a))) aproxima muito bem a
fungao f(x) perto de a. O sentido preciso da dltima afirmagao é que

f(x) = fla) —m(z —a) _ f(z) = fla) _

r—a r —a

tende para 0 quando x tende para a. O numerador da fracao a esquerda deve ser visto
como o erro cometido ao aproximar a fungao f(z) pela funcdo afim f(a) + m(x —a). A
definicao de derivada diz que esse erro é tao pequeno, que mesmo dividido pelo infinitésimo
r — a, ainda tende para 0.

As fungoes lineares (ou mais geralmente, as fungoes afins) sao as fungdes mais simples.
Uma funcao é diferenciavel se “nao é muito diferente de uma fungao afim” perto do ponto
em questao.

Definigao 9.1. Seja ACR", f: A—>R™ ea cint A. A funcdo f diz-se diferenciavel em
a se existe uma transformacao linear L: R™ — R™ tal que
S~ fe) = L~ a)

= [ = all

= 0.

A transformagao linear L chama-se a derivada de f em a e denota-se por D f(a).

A definicao anterior diz que f é diferencidavel num ponto a se, perto desse ponto, pode ser
“muito bem aproximada por uma funcao afim” no seguinte sentido preciso: se escrevermos

e(x) = f(z) — f(a) — L(z — a)
para o erro cometido ao aproximar f pela fungao afim =z — f(a) + L(xz — a), a defini¢ao
diz que o erro €(z) é um infinitésimo de ordem superior a ||z — al|, isto é, que tende para
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0, mesmo dividido por esta quantidade (que também tende para 0). Vejamos algumas
propriedades das funcoes diferenciaveis.

Proposicao 9.2. Se f é diferenciavel em a, entao f é continua em a.
f(w)—J“‘(a)—HL(w—a)
também que ter limite nulo. A funcdo =z — L(z — a) é afim, logo é continua e portanto
lim,_,, L(x —a) = L(a —a) = LO = 0. Conclui-se entao que lim,_,, f(z) — f(a) = 0, isto
é, que f é continua em a. O

Dem. Como o limite da expressao

em r = a é nulo, o numerador tem

Proposicao 9.3. Seja ACR", f: A—R™ ea €int A. Se f ¢é diferencidvel em a, entdio
a deriwada de f seqgundo o vetor v no ponto a existe para todo o v € R™ e tem-se

D, f(a) = Df(a)v.
Dem. Escrevendo
e(z) = f(z) — f(a) = Df(a)(z — a)

para o erro cometido ao aproximar f(z) pela fun¢do afim determinada pela sua derivada,
temos
€(x)

f(x) = f(a) + Df(a)(z — a) + €(x), iﬂm = 0.
Dado v € R" temos
fla+tv) — f(a) _ f(a)+ Df(a)(tv) + e(a+tv) — f(a) _ Df(a)v + e(a + tv)

t t t
(onde usdmos que D f(a)(tv) = tD f(a)v uma vez que D f(a) é uma transformacao linear).
Uma vez que (para v # 0) temos
cla+tv) ela+tv)
t [[tv]]

|lv] -0 quandot —0

conclui-se que

lim f(a+tv) B f(a) — Df(a)v
t—0 t
O

Recorde-se de Algebra Linear que a representacao matricial de uma transformacao linear
L se obtém da seguinte forma: A ¢-ésima coluna da matriz é formada pelas coordenadas da
imagem pela transformagao linear do i-ésimo vetor da base. Aplicando a Proposigao (9.3
isso diz-nos que a i-ésima coluna da matriz que representa D f(a) (relativamente as bases
canénicas de R™ e R™) é o vetor Df(a)e;, onde e; é o i-ésimo vetor da base candnica de
R™ ou seja, a i-ésima derivada parcial de f em a.

Definigao 9.4. Seja ACR", acintA e f: A — R™ uma fungcao com derivadas parciais
em a. A matriz Jacobiana de f em a € a matriz m xn que tem na i-ésima coluna a i-ésima
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derivada parcial de f em a. Escrevendo f = (fi,..., fm) a matriz tem entrada ij dada por
ggj_ (a), isto €, a matriz tem a forma

0 0

g(@) o g (a)

Ofm  Ofm

Fm(a) - gem(a)

Corolario 9.5. Seja A C R", a € intA e f: A — R™ uma funcdo diferencidvel em a.
A matriz que representa D f(a) relativamente as bases candnicas de R™ e R™ é a matriz
Jacobiana de f em a.

Exemplo 9.6. Seja f: R* — R3 a funcao definida por f(x,y) = (2? +y,sen(z +y), ve™).
A matriz Jacobiana de f num ponto (x,y) é dada por

2x 1
cos(z +vy) cos(z +y)
e + xye™  x?e™

A definicao de diferenciabilidade pode ser utilizada para demonstrar a diferenciabilidade
de algumas fungoes, embora em geral este método nao seja muito pratico.

Proposicao 9.7.

(1) Se f: R" — R™ ¢ uma fun¢ao constante, entao f € diferencidvel em R™ e D f(a) =0
para todo o a € R".

(2) Se f: R" — R™ é uma transformacdo linear, entio f € diferencidvel em R™ e
Df(a) = f para todo o a € R™.

Dem.

(1) Sendo f constante, temos ! (x)_ﬂ;“_);‘?(x_“) = ||a:EaH = 0, que claramente tende para

0 quando z — a. Isto mostra que Df(a) = 0.
(2) Se f é linear f(x —a) = f(z) — f(a), logo

@)= fl@) = fe—a) 0

I = all Al —all

tende para 0 quando x — a, o que mostra que f é a derivada de f em = = a,
conforme pretendido.

U

Uma consequéncia imediata da definicao é que uma funcao com valores em R™ ¢é difer-
enciavel num ponto sse cada uma das suas fungoes coordenadas ¢ diferenciavel nesse ponto.

Proposigao 9.8. Seja ACR", aeintAe f: A— R™. FEntio f ¢ diferencidvel em a sse
cada uma das suas funcoes coordenadas f;: A — R comi=1,...,m € diferencidvel em a.
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Dem. Tendo em conta o Coroldrio [9.5], f é diferencidvel em a sse o quociente

0 d
fi(x) fi(a) g(a) - git(a) T — ay
fm(x> fm(a) %JCT?(Q) ngTZ(a) Ty — Qn
| —all
tende para 0 quando  — a. Uma vez que o limite se calcula coordenada a coordenada,
este limite é nulo sse para cada i = 1,...,m tivermos
Tr1 — ap
of; ofi
fil@) = fila) = [ $2(a) .. H(a) |
Tp — @
lim n "= )
a—a | —all
ou seja, se cada uma das fungoes coordenadas f; é diferencidvel em a. O

A demonstracao anterior chama a atencao para o significado das linhas da matriz Jaco-
biana: representam as derivadas das funcoes coordenadas de f.

Exemplo 9.9. Verificar se a funcao f: R> — R definida por

[t e (a,y) £ (0,0)
Jw.y) = {0 : se (z,y) = (0,0)

¢ diferencidvel em (0,0).
Se f for diferencidvel, a sua derivada é dada pela matriz [ %(0,0) 2—5(0,0) . Como

f(z,0) = 0 = f(0,y) (isto € a funcao f anula-se ao longo dos eizos), € claro que as
derivadas parciais na origem sao nulas. Assim f € diferencidvel em (0,0) sse
cos(zy)—1
T A A A

(2,)—(0,0) Va?+y?

Pela formula de Taylor com resto de quarta ordem para a funcdo coseno temos
2 4

cosu=1— % + cos(f)% com § entre 0 e u.

Em particular, para u suficientemente pequeno (basta u < 1 por exemplo), temos
2 4 2 2
U

—%Jrcos(f)z <L L2

-2 2

|cosu — 1| =

Segue-se que para (x,y) proximo de (0,0) temos
| cos(ay) — 1] < 2®y® < (2® + y?)(2° +47)

e portanto
cos(zy)—1 -
21y2 0—0x — Oy _ COS(CIZ'y) —31 < \/W
vVt +y? (22 +y?)2
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Conclui-se que f ¢ diferencidvel em (0,0) com derivada [ 0 0 }

10. FUNCOES DE CLASSE C!

Nao é pratico ter que usar a definicao para verificar a diferenciabilidade de uma funcao.
Felizmente ha um critério simples de diferenciabilidade que se pode aplicar na maioria dos
exemplos.

Definicao 10.1. Seja A C R™ um conjunto e f: A — R™ uma funcdao. f diz-se de classe
C* no ponto a € int A, se as derivadas parciais existem numa bola aberta centrada em a e
sao continuas em a.

Teorema 10.2. Seja ACR", f: A—R™ ea cintA. Se f € de classe C' em a, entdo
f € diferencidvel em a.

Exemplo 10.3. A fun¢ao do Ezemplo ¢ diferencidvel em R? \ {(0,0)} uma vez que
¢ de classe C' nesse conjunto (pelas regras de derivagdo e as propriedades das fungoes
continuas que vimos).

Dem. do Teorema[10.2. Pela Proposicao (e a definicao de funcio de classe C') basta
considerar o caso em que m = 1. Vamos fazer a demonstragao no caso em que n = 2. O
caso geral é inteiramente analogo e fica como exercicio.
Sendo f(z,y) de classe C' em (a,b), temos a mostrar que
0 0
f(xay) - f(CL?b) - 6_£<a7 b)(l’ - CL) - 8—£(a,b)(y - b)

1 lim =0
(1) (o) ) le—ay—b)

Escrevendo
f(xay) _f(a7b) = f(l',y) - f(va) ‘I—f(l',b) - f(avb)
podemos escrever a fracao na expressao como uma soma de duas parcelas
f(x,y) - f({L‘,b) - g_i(av b)(y - b) + f(l’,b) - f(a’ b) - g_ic(CZ?b)(x o a)
(@ —a,y —b)| [(z —a,y = D)
Quanto & segunda parcela temos (minorando o denominador)
f(xb) = f(a.b) — F(a.b)(x —a)| _|f(z.b) = f(a,b) — F(a,b)(x —a)
l(z —a,y —b) r—a
por defini¢ao de derivada no ponto a da fungao g(z) = f(z,b) (derivada esta que é exac-
tamente a derivada parcial de f em ordem a z no ponto (a, b)).
Quanto a primeira parcela, aplicando o Teorema de Lagrange a funcao y — f(x,y) (o

que é possivel porque estamos a assumir que esta fungao de y é diferenciavel para (z,y)
suficientemente perto de (a, b)) obtemos

ﬂmw—ﬂawzgga@@@—w

— 0 quando x — a
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onde &, , é um ponto entre b e y (a notagao recorda que este ponto depende de x e de y).
Isto diz-nos que

fay) = fab) L@y -b)| | (B ) ~5@b) v -1
[ErE] - [ =ay =)
S g—;(%&,y)—g—;(a,b)’.

A continuidade de g—i(x, y) em (a, b) garante entao que esta quantidade tende para 0 quando
(z,y) — (a,b), o que conclui a demonstragao. d

11. REGRA DE DERIVAGAO DA FUNGAO COMPOSTA

Uma outra propriedade fundamental da derivada é a regra de derivacao para a fungao
composta.

Teorema 11.1. Sejam A CR", f: A —- R™, a € int A, B C R™ tal que f(a) € int B, e
g: B— RP. Se f € diferencidavel em a e g € diferencidvel em f(a), entao a fung¢ao composta
go f € diferencidvel em a e

D(g o f)(a) = Dg(f(a)) o Df(a).

Pensando na derivada D f(a) como uma aproximagao linear de f perto de a, a regra
de derivacao torna-se clara: a funcao linear que aproxima a composta é a composicao das
aproximacoes lineares. Recorde-se de Algebra Linear que a composicao de transformacoes
lineares se traduz no produto de matrizes. Assim, a matriz Jacobiana da fungao composta
go [ é o produto das matrizes Jacobianas de g e f nos pontos correspondentes.

Exemplo 11.2. Sejam f: R?* — R? e g: R? — R? as fungoes definidas por f(z,y) =
(xy,x + 2y) e g(u,v) = (u?,uv,v?). Estas fungoes sdao diferencidveis uma vez que sio de
classe C*. Vamos calcular a derivada da fungao composta g o f no ponto (1,1). Temos

20 0

Dg(u,v)=1 v wu |, Df(:c,y):{y I}
0 2v L2

Uma vez que f(1,1) = (1,3), a regra de derivagao da fungdo composta diz que

2 0 11 2 2
D(go f)(1,1)=Dg(1,3)o Df(1,1)= | 3 1 {1 2}: 4 5
0 6 6 12

Podemos verificar este cdlculo determinando a expressao da fun¢ao composta (go f)(z,y)
e derivando. Em geral esse método € menos eficiente que a aplicacao da regra da funcdao
composta que efectivamente decompoe o cdlculo em cdlculos mais simples.
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Note-se que se estivermos interessados apenas em uma das entradas da matriz Jacobiana
de g o f, nao é necessario calcular todas as entradas das matrizes Jacobianas de g e de f.
De facto, a entrada ij da matriz D(g o f) obtém-se multiplicando a linha ¢ da matriz Dg
pela coluna j da matriz Df (nos pontos correspondentes). A titulo de exemplo, para as
fungoes acima, a entrada 22 da matriz Jacobiana é dada por

d(go f)e 992 ofi 99>
2 ——"=(1,1 1,1)+—=(1,3 1,1).
&) L) = s S + RS
Esta regra para a determinacao das derivadas parciais da funcao composta chama-se a
regra da cadeia. E frequente escrevé-la da seguinte forma: sendo

(U,U) = (f1<m7y)7f2(‘ruy>> € (t,w,z) = (gl(u7U)?QQ(uvv)7g3<u7U))7
a fungao composta g o f expressa a dependéncia das varidveis (¢, w, z) das variaveis (x,y).
A equacao (2)) expressa as derivadas parciais de (¢, w, z) em ordem a (z,y) em termos de
derivadas parciais envolvendo as varidveis intermédias (u, v):

ow ow ou ow dv
a_y(l’l) o, (L 3)8y(1 )+ (0 3)8 (1,1).

Por palavras, é necessario derivar w em ordem a cada uma das varidveis intermédias e
multiplicar pela derivada dessa varidvel em ordem a variavel em ordem a qual se esta a
derivar. Enunciamos agora a regra geral que é uma consequéncia imediata do Teorema
e da regra para a multiplicacao de matrizes.

Z22(1,3) 02

Corolario 11.3 (Regra da cadeia). Nas condi¢oes do Teorema escrevendo y = f(x)
e z=g(y), temos para cada 1 <i<pel<j<n

d(go f)i 9gi 0 0g; 0 dg; O fom
L) = S @)+ GG + -+ g (e G20
ou, equivalentemente,
0z; 0z oY1 0z; 0y 0z Y
o) = @) G ) + S @) FE@) + .+ (@) G )

Exemplo 11.4. Sendo g: R?* — R uma funcdo diferencidvel, vamos determinar uma
expressio para a derivadas parcial em ordem a x da funcio g (zy + 22, y%x, ™) em termos
das deriwadas parciais de g:

FEscrevendo g = g(u,v,w), a regra da cadeia diz que

0
e (9 (zy + 2*, ¥z, ™))
09 a2 o) O 08 ] 0w
—au(xy—i-x,yx,e )a +8 (xy—i—x,yxe )a —i-@w(xy—i-x,yxe )8x
0 0 0
= 6_Z (xy + 2%y’ ewy) (v +2z) + 8_5 (xy + 2%y, €xy) y® + 6_5) (xy + 2%y, exy) ye*!

O Teorema tem como consequéncia que as operagoes algébricas habituais preservam
a diferenciabilidade.



21

Proposicao 11.5. Seja A C R™. Se f,g: A — R sao diferencidveis em a € int A, entdo
f+g e fg sao diferencidveis em a. Se g(a) # 0, entao f/g € diferencidvel em a.

Dem. Vejamos por exemplo o caso do quociente. A func¢do quociente f/g: A — R é a
composta das funcoes k: {(z,y) € R?: y # 0} — R definida por k(z,y) = z/ye h: A — R?
definida por h(u) = (f(u),g(u)). A fungao h é diferencidvel em a porque cada uma das
suas fungoes coordenadas é diferenciavel e a funcao k é diferencidvel no seu dominio porque
¢ de classe C'. O Teorema m garante entdo que f/g ¢é diferencidvel em a. O

Dem. do Teorema[LL 1l Precisamos de mostrar que o quociente

(3) 9(f(x)) = 9(f(a)) = Dg(f(a))Df(a)(x — a)

|z — all
tende para 0 quando = tende para a. Escrevendo

ca(z) = f(z) — fa) = Df(a)(z —a)
para o erro cometido ao aproximar f(z) pela funcao afim determinada pela derivada em
a, temos

(4) Df(a)(x —a) = f(z) — f(a) — €(x)

e, por definicao de derivada, temos

lim —ea(x) =0

o —a
Substituindo em obtemos
9(f(x)) — g(f(a)) — Dg(f(a))(f(x) — f(a))

|l = all

€q()

|l = all

+ Dy(f(a))

Uma vez que Dg(f(a)) é uma funcdo continua (é uma transformagao linear) a segunda
parcela tende para 0. Quanto a primeira parcela, podemos escrevé-la na forma
(

9(f(2)) = 9(f(a)) = Dg(f(a))(f(z) = f(a)) lf(z) = fla)l]
1/ () = fla)] [ = af

Como f é continua em a (porque é diferencidvel), temos que f(z) — f(a) quando x — a,

logo
o 90 (@) — g4 (@) = Dy(f(@) (/@) — f(a)
z—a 1f(z) = fla)l

por defini¢ao de derivada de g no ponto f(a). Para concluir a demonstragao resta observar
que a diferenciabilidade de f em a garante que o quociente

1/ () = f(a)]

|l = af

=0

¢ limitado numa vizinhanca de a. De facto, substituindo (4] nesta expressao obtemos

Df@ .

r—a €a()

[z —all  [lz—df



22

A primeira parcela é claramente limitada (certamente as componentes do vetor sdo menores
ou iguais que a soma dos médulos das entradas da matriz que representa D f(a)) e a segunda
parcela tende para 0 pelo que é também limitada. [l

12. APLICACOES GEOMETRICAS DA DERIVADA

Se f: R" — R ¢é uma funcao diferenciavel em a, a sua derivada ¢ representada por uma
matriz linha, que se pode portanto identificar com um vetor de R™. O vetor correspondente
designa-se por gradiente de f no ponto a.

Definicao 12.1. Seja ACR"”, f: A— R ea €int A. O gradiente de f em a ¢é o vetor

Vi) = (g—xflm),...,%(@) .

Recorde-se que se f é diferencidavel em a, temos a seguinte formula para a derivada de f
em a segundo o vetor v:

Dy f(a) = Df(a)v.
Quando f é uma funcao escalar podemos re-escrever esta féormula usando o gradiente:
of of
D, - D . W= (Vf(a),v).
f(@) = Df(a)o = 5+ S (@ = (V(a),v)
(onde (-, -) denota o produto interno usual de vetores de R™). Recorde-se que se v e w sao
vetores de R" e (v, w) é o angulo entre v e w temos

(@)vy + ...+

(v, w) = [Jo][|w] cos O(v, w).
Assim

Dy f(a) = IV f(a)ll[lv] cos b,
e portanto a derivada direcional de f segundo v é maxima quando v tem a mesma dire¢ao
que o gradiente. Além disso se v é um vetor unitdario com a mesma direcao que o gradiente,
a taxa de crescimento segundo v é precisamente a norma do gradiente. Obtemos assim a
seguinte interpretacio geométrica do gradiente: V f(a) é um vetor que aponta na dire¢ao
em que o valor de f cresce mais rapidamente a partir de a. O seu comprimento ¢ a taxa
de crescimento de f nessa diregao.

Exemplo 12.2. Consideremos a funcao f: R* — R definida por f(z,y) = 2> +y*. Temos

Vi(z,y) = (2z,2y).
O grdfico de f € um paraboloide. O cdlculo do gradiente diz-nos que em cada ponto
(x0,%0) # (0,0) do plano a fun¢do [ cresce mais rapidamente na diregcdo radial, e que
a taxa de crescimento aumenta o medida que nos afastamos da origem.

Definigao 12.3. Um conjunto de nivel de uma fun¢ao escalar f: A — R (com A C R")
¢ um conjunto da forma

{(x1,...,2,) € A: f(x1,...,2,) = ¢}

para algum c € R. E usual designar o conjunto acima por f=1(c).
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Exemplo 12.4. Para a fungio f(z,y) = x? + y? do exemplo anterior, os conjuntos do
nivel sao

%] sec<0

7 e) =< {0} sec=0

{(z,y) e R*: 22 +y* =c} (a circunferéncia de raio \/c) sec >0

No exemplo anterior V f(z,y) é um vetor perpendicular & linha de nivel que passa por
(x,y). Intuitivamente é claro que isto deve acontecer. Caso contrério, a derivada segundo
um vetor tangente a linha de nivel seria nao nulo e isso impediria a fun¢ao de ser constante
ao longo da curva de nivel. Iremos muito em breve formalizar esta intuigao.

Definicao 12.5. Um caminho em R"™ € uma fun¢ao continua ~v: I — R™ com I um
intervalo de R.

Intuitivamente podemos pensar que (t) descreve a posi¢ao de uma particula no espago
no instante t. A imagem do caminho v é entao a trajectoria descrita pela particula. Note-se
no entanto que o caminho contém mais informacao do que a trajectéria uma vez que diz
também como ¢ que esta é descrita em funcao do parametro t.

Se um caminho ~ é diferenciavel em ¢y € I, entao

DA (tg) = /(t0) = Jim 1 =210)

Intuitivamente, a medida que ¢ se aproxima de ¢y, a direcao da razao incremental aproxima-
se da direcao tangente a trajectéria. Esta intuigao é confirmada pela definicao de derivada,
que diz que o erro cometido ao aproximar a fungao y(t) pela fun¢ao afim

Y(to) + ' (to)(t — o)
em torno de t = tg é muito pequeno. O significado geométrico da derivada de um caminho
num instante ty é portanto a de um vetor tangente a curva descrita por v no ponto ().
Pensando em v(t) como o vetor de posigdo de uma particula, 7/(ty) é, por definigao, a
velocidade instantanea da particula em .
A interpretacao geométrica da derivada de um caminho permite-nos achar equagoes de
retas tangentes a curvas assim como dos planos ortogonais a estas.

Exemplo 12.6. Seja v: R — R? o caminho definido por
v(t) = (cost,sent,t).
~ descreve uma hélice em torno do eixo dos zz, que se projeta na circunferéncia de raio 1

no plano xy. Temos '(t) = (—sent,cost,1). A reta tangente a curva descrita por vy em
7v(0) = (1,0,0) € descrita pela equacao paramétrica

v(0) + t'(0) = (1,0,0) + ¢(0,1,1) = (1,¢,t), comt € R.

O plano perpendicular a curva descrita pory em (1,0,0) € o plano que passa por esse ponto
e ¢ perpendicular ao vetor tangente (0,1,1). E portanto dado pela equagao

((0,1,1),(z—1,y—0,2—0)) =0y + 2z =0.
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Com a noc¢ao de caminho introduzida acima podemos precisar a ideia de que o gradiente
de uma funcao escalar de varias variaveis ¢ perpendicular aos conjuntos de nivel da fungao.
Seja f: R® — R uma funcao diferenciavel e v: I — R"™ um caminho diferencidvel com
imagem contida no conjunto de nivel ¢ de f,

) ={(x1,...,2,) ER™: f(21,...,7,) = c}.

Entao a funcao composta

t—= f(y(t))
é, por definicao, constante igual a c¢. Derivando a expressao
f((t) =c
obtemos
d

S (fG) =0

e aplicando a regra de derivagao da funcao composta, a ultima equagao pode escrever-se

Df(v(£)'(t) =0 (Vf(7().7(t) = 0.
A equacao anterior diz que Vf é perpendicular a tangente a qualquer curva contida no
conjunto de nivel f~1(c). E esta a formalizacao da ideia que o gradiente é perpendicular
aos conjuntos de nivel.
Uma aplicacao da ortogonalidade do gradiente aos conjuntos de nivel é a determinagao
de planos tangentes e retas normais a superficies.

Exemplo 12.7. Seja C = {(x,y,2) € R*: 2% + y*> = 2%}. Determinar o plano tangente e
a reta normal no ponto (1,1,/2).

O conjunto C € um cone de duas folhas em torno do eizo Oz com uma abertura de 45
graus. De facto, considerando as coordenadas z e r = \/x? + y? num qualquer semiplano
vertical limitado pelo eizo dos zz, vemos que a interse¢ao de C' com o semi-plano é definida
pela equagdo r? = 22 & |z| = |r| & 2 = +r. C € portanto a superficie que se obtém rodando
as semi-retas z = £r em torno do eixo dos zz.

C € por defini¢io o conjunto de nivel 0 da funcao f: R — R definida por f(z,y,2) =
22 4y*—22. Um vetor perpendicular a C no ponto (1,1,/2) € portanto dado por V f(1,1,/2).
Como

Vf(x,y,z) = (2x,2y,—22),
temos que um vetor normal a C em (1,1,v/2) € (2,2, —2v/2). Segue-se que a reta normal
a C em (1,1,4/2) tem equacdo paramétrica

(1,1,V2) + (2,2, —=2v2) = (1 + 2,1+ 2t,v/2 — 2V/2t), t € R,
e que o plano tangente € dado pela equacao cartesiana
(2,2, =2v2), (z =1,y —1,2—V2)) =0 x4+ y — V22 = 0.

Note-se que o resultado anterior € consistente com o facto de o plano tangente ao cone
conter a reta z = r no plano vertical definido pelo ponto (1,1, \/5) e o eiro dos zz (este
plano passa claramente pela origem).
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Alternativamente, o plano tangente a C pode ser obtido da forma sequinte: perto de
(1,1,v/2), o conjunto C ¢ o grdfico da funcio g(z,y) = /22 + y2. O plano tangente a este
grafico no ponto (1,1,9(1,1)) € o grdfico da melhor aproximacao afim de g(x,y) em torno
de (1,1), que é determinada pela derivada Dg(1,1). Uma vez que

dg 0

1 1 _1
= — (@ +y)) = 5@ +y) 2 =

x
e portanto, por simetria,

9 _ ¥

oy VR
temos que a aprorimagao linear a g(z,y) junto a (1,1) € dada por

9y dg 1
1,1 —(1,1)(x —1 1,1 —(r—1 —
gL 1)+ 7 (LD =1+7 (1D -1) = \f+f<x )+ 5
O plano tangente € portanto dado pela equacao
1 1
2= =z + —=y.

VRN

A partir desta equagdo podemos obter um vetor perpendicular a C' em (1,1, \/5) e assim
recuperar uma equacao para a reta perpendicular nesse ponto.

13. LEMA DE SCHWARZ

Se f: R" — R é uma fungao escalar e a derivada parcial g—i existe em todos os pontos,
ela define uma fungao escalar g—i: R™ — R. Esta funcao pode por sua vez ter derivadas
parciais, que se chamam derivadas parciais de segunda ordem de f. E usual escrever
0 f 0 ( af

ara ——
Ox;0x; P 0x;

ox
oo (o
0z? ox; \ Oz;

(e analogamente para derivadas parciais destas fungoes).

) quando 7 # j

Exemplo 13.1. Seja f: R? = R a funcio definida por f(x,y) = xe™’ . Entio

82 f af\ 0 .
2 Ty — 4 Ty 9 2 3 xy?
8x8y ox <8y) ox ( ye > Tye T +ortye

Definicao 13.2. Seja f uma funcgao escalar de n varidveis reais. Uma derivada parcial
de ordem k de f € uma expressdo da forma

0 o ( of
8!172'1 8%2 al’lk
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com iy, ...,ix entre 1 e n. Abrevia-se a expressao anterior por
o f
Se houver derivacoes consecutivas em ordem a mesma varidvel substitui-se a expressao

0x; - - - 0x; no denominador por (0xz;)™ (com m o numero de 0x;’s).
1 1 p 1 (A

Por exemplo escrevemos

00009f _&f
020y 0y 0x  0z(0y)20x’
Exemplo 13.3. Seja f: R? = R a funcao definida por f(z,y) = x'y? + xy*. Temos

0 0

or _ 4%y + 2, oF _ 22y + 2zy

ox y
Of *f O*f O f
—= = 122%y? = 827y + 2 =8z%y +2y, —5 =22+ 2z
Ox? v OyOx Y+, Oxdy Y+, Oy? v

Temos ainda, por exemplo,
OF _ 242°
dyoez Y
A igualdade entre % e 881!28’; no exemplo anterior nao é coincidéncia como iremos agora

ver.

Definigao 13.4. Seja A CR", acintA e f: A — R uma funcao. A funcao f diz-se de
classe C% em a (com 1 < k < 00) se todas as derivadas parciais de [ até a ordem k estdo
definidas numa bola aberta de centro a e sao continuas em a.

E uma consequéncia das regras de derivacao e das propriedades das fungoes continuas
que expressoes algébricas elementares das varidaveis compostas com fungoes elementares
(como o seno, a exponencial, etc.) definem fungoes de classe C* no seu dominio. Por
exemplo a fun¢ao do Exemplo [13.3[¢é de classe C*°.

Teorema 13.5 (Lema de Schwarz). Seja A CR", a € int A, e f: A — R uma funcao de
classe C? em a. Entdo para todos os i, entre 1 e n, temos
o0 f 0*f

(91[1‘(9.1'3‘ (a) B 8[17](9.1'1 (a)

Corolério 13.6. Se f ¢ de classe C* em a (com k > 1) entdo as derivadas parciais de f
de ordem menor ou iqual a k dependem apenas do numero de vezes que f é derivada em
ordem a cada uma das varidveis (e nao da ordem pela qual a derivagao € executada).

Este resultado demonstra-se por inducao a partir do Lema de Schwarz. A ideia da
demonstracao é tornada clara pelo seguinte exemplo. Seja f: R?* — R uma funcao de
classe C*. Para verificar que

o f O f

0x020x0y  (0x)%2020y
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basta notar que a funcao g—g’j é de classe C? (em geral uma derivada parcial de ordem 7 de
uma funcao de classe C* é claramente de classe C*~%) e que portanto

09 (ofy_ 90 (of
0z0x \Oy) 0Ox0z \ Oy

Dem. do Lema de Schwarz. Vamos fazer a demonstracao apenas no caso de uma funcao
de duas varidveis f = f(z,y). A demonstragao do caso geral é igual, mas com a notagao
um pouco mais complicada.

Seja (a,b) € R? um ponto do interior do dominio de f em que f é de classe C?. Por
definicao de derivadas parciais temos

pelo Lema de Schwarz.

82f (a b) — lim g_i(a+hvb)_g_£(aab)
Oxdy "’ h—0 h
(hmk 0 flathb+k)—f(athb) f(a,b—l—k)—f(a,b))
= lim - k k
h—0 h
~ lm <lim fla+h,b+k)— f(a+ h,b) — f(a,b+ k) + f(a, b))
h—0 \ k—0 hk

e, de forma inteiramente analoga, vemos que

O f o flath b+ k) — flat+hb) — fla,b+ k) + f(a,b)
dyon (@0 = (}fi% hk ) '
Escrevendo

Aup(h k)= fla+h,b+k)— fla+h,b) — fla,b+ k) + f(a,b)

para o denominador das expressoes acima, concluimos que as derivadas parciais cuja igual-
dade queremos demonstrar sao os dois limites iterados

lim (lim —Aa’b(h’ k)) e lim (lim —Aa’b(h’ k)) )

h—0 \ k—0 hk k—0 \ h—0 hk
Ambos estes limites iterados sao iguais aos limites de sucessoes
lim Aa,b(hm kn)
n—00 hy,k,,

onde h,,, k, sao certas sucessoes de termos em R que convergem para 0. Por exemplo, para
determinar um par de sucessoes (h,, k,) que calcula o limite iterado da esquerda podemos
escolher para h, uma sucessao arbitraria (de termos positivos a convergir para 0). Basta
depois escolher, para cada n, um nimero k, > 0 tao pequeno que
d d
Aap(bn k) (@I, b) = 5L (a,0)

- 1
Ik, ho, n
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o que é possivel porque para cada n,

L Baslbank) S (a+ hn,b) — %(a,b)
250 ok I, '

De facto, com essa escolha de k,, teremos
9 (a4 hp,b) — % (a,b 2
lim —Aa’b(hmkn) = lim 8y( ) ay< ) = o (a,b).

Conclui-se que, para demonstrar o Lema de Schwarz, basta provar que o limite a duas
variaveis

. Aa,b(ha k)
lim —————=
(hk)—(0,0)  hk
existe. Isso garantird a existéncia e igualdade de ambos os limites iterados. Para verificar
a existéncia deste limite considere-se a fungao ¢: [0, 1] — R definida por

o(t) = fla+th,b+ k) — f(a+th,b)
e note-se que
Aa,b(h7 k) - ¢(1) - Qb(())
Uma vez que f é de classe C!, a funcdo ¢ é diferencidvel e portanto, pelo Teorema de
Lagrange, existe to € [0, 1] tal que

¢(1) = ¢(0) = ¢'(to) - (1 = 0) = ¢/ (to).

Mas
o(t) (gj:( L th, b+k:)—%( 4 th, b)) h
pelo que
Agp(h k) = ¢ (to) = (%(a + toh,b+ k) — g—i(a + toh, b)) h.

Uma vez que a fungao

0
Y= a_i(a + tOhay)

¢ diferencidvel (porque f é C?) o Teorema de Lagrange (e a definicao de derivada parcial
em ordem a y) garantem que existe ¢; € [0, 1] tal que

of of ’f
toh,b+ k) — =— toh,b toh, b+ t1k)k
(%(a—i— o, b+ k) 8x(a+ oh, b) = 8y8x(a+ o, b+ i)k,
e portanto
f
Aa h. k x(a—f—toh b—i-tlk)k} h 2
plhi k) _ (‘W ) ) (a + toh, b+ t,k).
hk hk Oyox
Como 88 g é continua, conclui-se que
Agp(h, k) : *f *f
— toh, b+ t1k) = ——(a, b
(h,k)lir%o,()) hk (h,k)lg%o,o) 8y8m<a+ oh, b+ t1k) (?y(?i(a’ )
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o que conclui a demonstragao. O

Nota 13.7. Note-se que na demonstra¢ao do Lema de Schwarz nao foi realmente utilizado
que todas as derivadas parciais de sequnda ordem existiam e eram continuas. Analisando

~ 0% f _8*f . ..
a demonstragao vemos que para que - oz (a) = Bu 0, (a) basta que as derivadas parciais
(de primeira ordem) em ordem a x; e x; existam junto a a e que uma delas tenha derivada
parcial em ordem a outra varidvel, continua em a. Seque-se entao da demonstracao que as

duas deriwadas parciais de sequnda ordem existem e sao iguais.

14. FORMULA DE TAYLOR

Recorde-se de Caélculo 1, que se I C R é um intervalo, a é um ponto interior a [ e
f: I — R é uma funcdo (k + 1) vezes diferenciavel em I, temos a férmula de Taylor de
ordem k com resto de Lagrange:

Flat h) = £(@) + F@h+ g f @R+ fO @ 4 e D

(k+1)
onde £ é um ponto entre a e a + h. Cada termo nao nulo na expressao acima domina or
restantes quando h se aproxima de 0. O polinémio de Taylor de ordem k é o polinémio de
grau menor ou igual a k que melhor aproxima a funcao f perto de a. O erro cometido ao
aproximar f pelo polinomio Taylor de ordem k é de tal forma pequeno que tende para 0,
mesmo quando dividido por h*, quando h tende para 0.

A férmula de Taylor para fungoes de uma varidvel permite derivar uma férmula andloga
para fungoes de varias variaveis escalares. Os polinémios de Taylor sao agora polinémios
de véarias variaveis.

Seja U C R™ um aberto e a € U. Dada uma funcao f: U — R e um vetor h € R”
consideramos a funcao

o(t) = fla+th)
que se obtém compondo f com a fungao ¢t — a + th. A fungao ¢(t) é, essencialmente, a
restricao da funcao f a reta que passa por a que tem a direcao do vetor h. Uma vez que
U é aberto, a fungao ¢(t) estd definida num intervalo aberto que contém ¢ = 0.
Assumindo que f é diferenciavel e aplicando a regra da cadeia, obtemos a seguinte
expressao para ¢'(t):

o(t) = %(f(al—l—thl,...,an—i-thn)):g—xfl( +th)h1+...+§i(a+th)hn
= Zgi(aﬂh)h@-:<Vf(a+th),h>.
i=1 ¢

Assumindo que f ¢ de classe C?, podemos continuar a derivar esta expressao:

d [~ 0
P'(t) = g ( 39{ (a+th)hi> :
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Pela regra da cadeia temos

d (Of 0%

logo
(5) ¢ (t) = Xn: En: TI (0t thyhih,
i=1 j=1 OO, n
Esta expressao pode ser escrita na forma matricial
Grplatth) o ghl(atth) |
") =[h1 - hn] ; : .| = WTHf(a+th)h.
83 gan (a+th) - (a;r, )2 (a +th) hn

A matriz na expressao acima chama-se a matriz Hessiana de f no ponto a + th.

Definicao 14.1. A matriz Hessiana de uma funcao real de n wvaridveis no ponto a € a

matrizn X n
82
i) = | 52T

que tem por entrada ij a derivada parcial de sequnda ordem afafx_ (a).
10T

Nota 14.2. Note-se que o Lema de Schwarz garante que em qualquer ponto onde f seja
uma fungio de classe C*, a matriz Hessiana de f € wma matriz simétrica (isto é, as
entradas ij e ji coincidem).

A expressao obtida acima para ¢"(t) é um polinémio de segundo grau homogéneo nas
componentes do vetor h. Para concretizar a correspondéncia entre matrizes simétricas n xn
e polinémios homogéneos de grau 2 em varias variaveis considere-se o seguinte exemplo.

Exemplo 14.3. Temos

2 3 T 2x + 3
fla,y)=[z y] {3 4} { y ] =z y] [3$+4§} = 20+ 3zy+3zy+4y? = 22> +6zy+4y>.

Voltando ao calculo das derivadas da funcao

o(t) = fla+th)

fica como exercicio verificar que, para f de classe C* se tem

n n akf
oM () = Z . Z m(a +th)hg, - hs,.
. _ 1 1k
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Teorema 14.4 (Férmula de Taylor de ordem 2). Seja U C R™ um aberto, f: U — R uma
funcao de classe C® e a € U. Entdo para h € R" suficientemente préximo de 0, temos
1
fla+h) = fla)+(Vf(a),h) + Sh"Hf(a)h + Ra(h)
onde
im f5(h)
h—0 ||h]|?

=0.

Dem. Seja h € R" tal que o segmento de reta que une a a a + h esta inteiramente contido
em U (isto acontece necessariamente se h estiver suficientemente préximo de 0 uma vez
que U é aberto). A funcao ¢(t) = f(a + th) estd entao definida e é trés vezes diferenciavel
para t € [0,1]. A férmula de Taylor de segunda ordem com resto de Lagrange para ¢(t)
diz-nos que

5(1) = 6(0) + #(0) + 36"(0) + 56”0

para algum £ € [0, 1]. Substituindo na expressao anterior as férmulas para as derivadas de
¢ obtidas acima temos

fla+h) = f(a) + (Vf(a),h) + hTHf )h + 3,222 axzax]axk (a+ &h)hihjhy,

i=1 j=1 k=1

Se r > 0 é tal que o compacto K = {z € R": ||z — a|| < r} estd contido em U, o Teorema
de Weierstrass garante que o médulo de todas as derivadas parciais de terceira ordem de f
¢ limitado em K. Conclui-se que existe uma constante C' > 0 tal que, para todo ||| <7

1 Pf
=3 Z Z Z D070 (a + Eh)hih;hy,

Isto conclui a demonstracao. U

< C|lh|?

Exemplo 14.5. Considere-se a fungio f: R* — R definida por f(x,y) = e*™Y. Temos
Vf(x, y) — (em+3y’ 3€x+3y)

e
’f  f 3 3
Hity) = | 8 o | [ e set®
Y o 0% 3eTt3Y  Qert3y
Oyox Oy?
Como

V00 =13 e H0 =]y )]

a formula de Taylor em (0,0) diz-nos que

1
flo,y) =14z +3y+5(2° + 62y +9y°) + Ra(w,y)
onde
RQ(x7y)

lim =0.
(2,9)—(0,0) T2 + y?
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Nota 14.6. Mostra-se facilmente que o polinémio de Taylor de ordem k de uma funcao es-
calar f de classe C* € uinico. O coeficiente de um mondmio nas componentes do acréscimo
h expressa-se em termos de uma das derivadas parciais de ordem k de f (e, na realidade,
fornece uma interpretacao possivel para essa derivada parcial). Esta unicidade pode ser
explorada para obter desenvolvimentos de Taylor. Por exemplo, uma vez que

2

u
e =1Fut -t

obtemos

a+3 1 2 L, 9 5

e y:1+(x+3y)+§(x+3y) +- = 1+x+3y+§x +3xy+§y +--
conforme a expressao obtida no exemplo anterior.

15. EXTREMOS

Vamos agora aplicar a formula de Taylor ao estudo de extremos de uma funcao de varias
variaveis. Comecamos por definir alguma terminologia. Dada uma funcao f: A — R com
A C R, dizemos que a € A é um ponto de mdzrimo (relativo) de f se existir uma bola
aberta B centrada em a tal que para todo o x € B, se tem f(z) < f(a). Se f(x) < f(a)
para todo o x € A o ponto a diz-se um ponto de mdximo absoluto. O valor de f num
ponto de méximo diz-se um mdzimo de f. Se f(x) < f(a) para z # a, o méximo diz-se
estrito (quer no caso relativo, quer no absoluto). Analogamente definimos minimo e ponto
de minimo, relativo ou absoluto, estrito ou nao. Finalmente um extremo de f significa um
maximo ou um minimo de f.

Recorde-se de Célculo 1 que se I é um intervalo de R e f: I — R ¢é diferenciavel, para
que a € int I seja um ponto de extremo é necessario que f’(a) = 0 (de facto, se a derivada
é nao nula tém de existir pontos arbitrariamente préximos de a nos quais f(z) > f(a) e
outros em que f(z) < f(a)). Isto continua a ser verdade para fungoes de vérias variaveis,
exactamente pela mesma razao.

Proposicao 15.1. Seja A CR" e f: A — R uma funcdo diferencidvel. Se a € int A € um
ponto de extremo de f entao V f(a) = 0.

Dem. Se V f(a) # 0, a derivada de f segundo o vetor V f(a) é positiva:

Dy f(a) = (Vf(a), Vf(a)) = IV f(a)]* >0

Consequentemente, para ¢t > 0 suficientemente pequeno temos f(a + tVf(a)) > f(a) e
fla—=1tVf(a)) < f(a), o que mostra que a ndo é um ponto de extremo. O

Defini¢ao 15.2. Quando V f(a) = 0 o ponto a diz-se um ponto de estacionariedade ou
um ponto critico de f.

A Proposicao diz que um ponto de extremo de uma funcao diferenciavel no interior
do dominio ¢é necessariamente um ponto de estacionariedade. Esta condicao necessaria pode
por vezes ser usada juntamente com o Teorema de Weierstrass para achar os extremos de
uma fungao de vérias variaveis, como ¢é ilustrado no seguinte exemplo.
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Exemplo 15.3. Seja T = {(z,y) e R*: 2 > 0,y > 0,z +y <1} e f: T — R a fungdo
definida por f(x,y) = zy(1 — x — y). Determinar os extremos de f em T.

O conjunto T € compacto e a funcao [ € continua, pelo que o Teorema de Weierstrass
garante que f tem um mdximo e um minimo em T. Uma vez que [ € diferencidvel, os
pontos de extremo podem ocorrer ou na fronteira de T ou em pontos de estacionariedade
no interior. Na fronteira de T, a funcao f anula-se e no interior de T temos f(z,y) > 0
(uma vez que os trés factores x, y e 1 — x — y sao positivos no interior de T'). Logo o
minimo de f em T €0, sendo todos 0s pontos da fronteira os pontos de minimo. O mdrimo
de f terd portanto que ocorrer no interior de T num ponto de estacionariedade.

Resta-nos determinar os pontos de estacionariedade no interior de I'. Temos

Vi y)=Wyl-z-y)—zy,z(l-z—y)—zy) = (y(1 -2z —y),z(l -z —2y)).
Os pontos de estacionariedade sdo as solugoes de

y(l—=2x—y) =0 - y=0ou2zr+y=1
r(l—x—2y)=0 r=0oux+2y=1

A tnica solugdao do sistema anterior que nao pertence a fronteira de T € o ponto (x,y) =
11 ) s : . ,
(g, g). Conclui-se que este é o ponto onde f atinge o seuw mdzrimo absoluto, que é

11 1
f(§’§>:ﬁ'

Recorde-se de Calculo 1 que a segunda derivada de uma funcao f de uma varidvel pode
ser utilizada para decidir se um ponto a onde f’ se anula é um ponto de maximo ou
de minimo: se f”(a) > 0, o ponto a é um ponto de minimo (relativo estrito), enquanto
que, se f’(a) < 0, a é um ponto de maximo (relativo estrito). Esta afirmagao é uma
consequéncia imediata da férmula de Taylor de segunda ordem no ponto a, que garante,
nessas condicoes, que o grafico de f junto a a se parece com uma parabola virada para
baixo ou para cima, respetivamente (com a correspondendo ao vértice). O mesmo raciocinio
pode agora invocado para fungoes de varias variaveis. A tnica diferenca é que o termo de
segunda ordem na férmula de Taylor é mais complicado (é uma forma quadrética), pelo
que ha mais situacoes a considerar.

Definicao 15.4. Um ponto de estacionariedade diz-se um ponto de sela se nao é um ponto
de extremo.

O nome “ponto de sela” refere-se ao formato do grafico de uma fungao que é um protétipo
da situacdo em questdao: a funcdo f: R? — R definida por f(z,y) = 22 — 4. E imediato
verificar que (0,0) é um ponto de estacionariedade de f que nao é um ponto de maximo
nem de minimo (uma vez que as restrigoes de f ao eixo dos xx e dos yy tém respetivamente
um minimo e um maximo na origem). O aspecto do grafico de f é o de uma sela (o cavalo
estaria orientado segundo o eixo xx).

Proposicao 15.5. Seja U C R™ um aberto e f: U — R uma funcao de classe C3. Seja
a um ponto de estacionariedade de f e q(h) = hT H f(a)h a forma quadrdtica definida pela
matriz Hessiana de f no ponto a. Entao
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(i) Se q(h) > 0 para todo o h # 0, entdo a é um ponto de minimo relativo estrito.

(ii) Se q(h) < 0 para todo o h # 0, entao a é um ponto de mdzimo relativo estrito.
(i1i) Se existem hy, hy € R™ tais que q(hy) < 0 e g(he) > 0, entdo a € um ponto de sela.
(iv) Se a é um ponto de minimo, entdo q(h) > 0 para todo o h € R™.

(v) Se a é um ponto de mdzimo, entdo q(h) <0 para todo o h € R™.

Nota 15.6. Recorde-se de Algebra Linear que nos casos (i) a (v) da Proposi¢ao anterior
a forma quadrdtica q(h) se diz respetivamente

(1) definida positiva e que isto € equivalente a dizer que todos os valores prdprios da
matriz H f(a) sdo positivos.

(i1) definida negativa e que isto € equivalente a dizer que todos os valores proprios da
matriz H f(a) sdo negativos.

(111) indefinida e que isto € equivalente a dizer que H f(a) tem valores proprios com ambos
08 SINa1S.

(iv) semi-definida positiva e que isto € equivalente a dizer que todos os valores proprios
de H f(a) sao maiores ou iguais a 0.

(v) semi-definida negativa e que isto € equivalente a dizer que todos os valores proprios
de H f(a) sao menores ou iguais a 0.

Dem. da Proposi¢do[15.5. Para verificar as afirmagcoes (iii)-(v), considerem-se as fungoes
¢(t) = f(a+th) onde h € R™ é um vetor fixo. Calculamos acima as derivadas de ¢: temos

¢'(0) = (Vf(a),h) =0 (uma vez que V f(a) = 0 por hipétese) e (cf. (5))
¢"(0) = h" H f(a)h = q(h).

Se existem hy e hy tais que q(hy) > 0 e g(hy) < 0, entdo a fungdo t — f(a + thy) tem
um minimo em ¢t = 0 enquanto que a func¢ao t — f(a + thy) tem um méximo em t = 0.
Conclui-se que f nao tem um extremo em a, ou seja, que a é um ponto de sela.

Por outro lado, se f tem um méximo em a, entdo a fungao ¢(t) = f(a + th) tem
necessariamente um méximo em 0 para todo o h € R". Portanto ¢"(0) = ¢(h) < 0 para
todo o h € R". Analogamente se f tem um minimo em a, temos ¢q(h) > 0 para todo o
h € R".

Resta-nos demonstrar a afirmacao (i) (uma vez que (ii) ¢ inteiramente andloga a esta).
Suponhamos entao que g(h) > 0 para todo o h # 0. Recorde-se de Algebra Linear que,
sendo simétrica, a matriz H f(a) tem apenas valores préprios reais e é diagonalizavel por
meio de uma matriz de mudanga de base S ortogonal (isto significa, recorde-se, que as
colunas de S formam uma base ortonormal de R™, ou seja que S*'S = 1d). As colunas de S
sao vetores préprios de H f(a). Sendo Ay, ..., A, os valores préprios de H f(a) e escrevendo
A = diag(Aq, ..., \,) para a matriz diagonal com \; na diagonal, entao

Hf(a) = SAS™' = SAST
e portanto q(h) = (STh)TA(STh). Claramente q(h) > 0 para h # 0 sse todos os valores

préprios \; de H f(a) s@ao positivos. Seja g o menor destes valores préprios Como S é
ortogonal, ||[STh|| = ||h|| e verifica-se entdo facilmente (exercicio) que

q(h) > pllh|®
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Como a é um ponto de estacionariedade de f, a férmula de Taylor de segunda ordem em
a ¢ dada por

Flat B) = (@) + (T (@) B) + Sa(h) + Rah) = f(a) + 0+ Sa(h) + Ra(h)

Uma vez que
lim fy(h)
i |

segue-se que f(a+h) > f(a) +0.99999u||h||* > f(a) para h # 0 suficientemente pequeno,
o que mostra que a é um ponto de minimo relativo estrito. ]

=0

Exemplo 15.7. Determinar e classificar os pontos de estacionariedade das sequintes
funcoes.
(i) f: R* = R definida por f(z,y) = 2> +xy+y*+x—y. Os pontos de estacionariedade
de f sdo as solugoes do sistema
{g—;:zxﬂﬁl:o {x:—l
oy —r+2y—1=0 y=1

O 1nico ponto de estacionariedade de f € portanto (—1,1). A matriz Hessiana de f
¢ dada por

e 2 1
Hf($7y):[ ggf %]:{1 2]

Oydx  Oy?
(neste caso esta matriz € independente do ponto (x,y)). E fdcil determinar os valores
proprios desta matriz A resolvendo a equagao det(A — XN1d) = 0. Obtemos \; =1 e
Ay =3, 0 que mostra que (—1,1) € um ponto de minimo (relativo, estrito) de f.

Note-se que para matrizes 2 X 2, nao € necessario achar os valores proprios quando
queremos apenas determinar o seu sinal. De facto, se os valores proprios sao Ay, Ao
entao o traco da matriz étr A = A+ Xy e o determinante é det A = A\ . Isto permite
determinar o sinal dos valores proprios de A sem os calcular: se det A < 0, os valores
proprios tém sinais opostos. Se det A > 0 entao os valores proprios tém o mesmo sinal
que € o sinal de tr A. No exemplo que estamos a tratar temos det H f(—1,1) =3 >0
e tr Hf(—1,1) = 4 donde concluimos novamente que ambos os valores proprios de
Hf(—1,1) sao positivos.
(it) f: R = R a funcao definida por f(x,y,z2) = x*> —yz + 2%. Temos

Vi(x,y 2) =22, -2, —y+22)

pelo que (0,0,0) € o inico ponto de estacionariedade. A matriz Hessiana de f € dada
por

0 O

0 -1

-1 2

Hf(x7y’z) =

S O N
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(novamente a matriz Hessiana ndo depende de (x,y,z)). Os valores proprios sao as
solugoes da equacdo
det(H f(0,0,0) —Ald)=0< (2—AN)(=A2-X)—-1)=0
que sao
A=2oud=1++2

Uma vez que hd valores proprios com ambos os sinais, concluimos que (0,0,0) € um
ponto de sela.

(iii) f: R? = R definida por f(x,y) = > —y®. O 4inico ponto de estacionariedade de f ¢é

(0,0) e temos
2 0
Hf(xay): |i0 _30y4}
e portanto
2 0
Hf(070) = |: 0 0 :|

Esta matriz tem valores proprios 2 e 0 e € portanto semi-definida positiva. Usando a
matriz Hessiana podemos apenas concluir que (0,0) se trata de um ponto de sela ou
de um ponto de minimo (ndao pode ser um ponto de mdximo porque a func¢do f tem
um minimo ao longo da dire¢ao prépria do valor prdprio 2). Ao longo da dire¢do
proépria do valor préprio 0 (que € o eizo dos yy), a sequnda derivada € nula pelo que
nao temos informacao suficiente. Podemos no entanto estudar a funcao ao longo
desta direcao: a erpressao
f(O, y) = _yﬁ

mostra que a restrigao de f ao eixo dos yy tem um mdzximo na origem, pelo que (0,0)
¢ um ponto de sela.

Alternativamente podemos estudar o sinal de f perto de (0,0). De facto f terd um
minimo em (0,0) sse f(z,y)—f(0,0) = f(z,y) for positivo para (x,y) suficientemente
prozimo de (0,0). Uma vez que

flay) =2 =y = (@ —y) (= +v°)
analisando os sinais dos dois factores vemos que [ € positiva a direita da curva
x = |y|® e a esquerda da curva x = —|y|> e que f € negativa entre estas duas curvas.
Seque-se que hd pontos arbitrariamente proximos de (0,0) em que f toma valores
maiores e menores que f(0,0) =0, logo (0,0) nao é um ponto de extremo.

Por vezes hé formas de obter informacao a respeito da matriz Hessiana sem calcular

valores proprios, o que é til na pratica. A proposicao seguinte apresenta alguns critérios.

Proposicao 15.8. Seja U C R™ um aberto e f: U — R uma funcao de classe C3. Seja
a um ponto de estacionariedade de f e q(h) = hT H f(a)h a forma quadrdtica definida pela
matriz Hessiana de f no ponto a. Entao

(i) Se q for definida positiva tem-se % > 0 para qualquer i =1,...,n.

1) Se q for definida negativa em-sei{<0pam qualquer 1 =1,...,n.
Se q for definid tiva t o



37

., . . . 2 2 S, .. .
(11i) Se existirem i e j tais que gTJ; <0e % > 0 a forma quadrdtica q € indefinida e
i J
consequentemente a € um ponto de sela.
. , L. 2 .
(iv) Se a é um ponto de minimo, tem-se % > 0 para qualquert=1,...,n.
7’ /o 22 .
(v) Se a € um ponto de mdzimo, tem-se % < 0 para qualquer i =1,...,n.

Proof. Todas as alineas resultam da Proposicao|15.5ao observarmos que, sendo e; o 7-ésimo
vetor da base candnica de R", se tem

dles) = T H (e = O

ox

BN

g

Nota 15.9. Um critério computacionalmente eficiente para determinar se q € definida
positiva resulta de aplicar o método da eliminacdo de Gauss: q € definida positiva se e so
se todos os pivots de H f(a) forem positivos. Para outros critérios deste tipo ver o livro
“/flgebm Linear como Introdugao a Matemadtica Aplicada” de L. Magalhaes, 1992, Texto
Editora.

16. TEOREMA DA FUNCAO INVERSA

Vamos agora explicar um dos teoremas fundamentais do Célculo Diferencial em R",
que d& um critério baseado no célculo diferencial para que uma fungao seja (localmente)
invertivel.

Primeiro recorde-se que dados dois conjuntos quaisquer X,Y, uma funcao f: X — Y,
diz-se injectiva se leva pontos diferentes de X para pontos diferentes de Y ou, equivalen-
temente, se

f(x1) = f(22) = 21 =22
Recorde-se ainda que f é injectiva sse f é invertivel, isto é, se existe g: f(X) — X (onde
f(X)={f(x): z € X} CY é aimagem de f) tal que

(i) go f =Idy, isto é, g(f(x)) = = para todo o x € X,

(ii) fog=1Idswx), isto é, f(g9(y)) =y para todo o y € f(X).
Além disso a fungao inversa g: f(X) — X, que se denota habitualmente por f~1, ¢ dada
por
f'(y) = tinico z tal que f(z) =y .

Exemplo 16.1. Tomando X =Y =R, a fungio f(x) = z* nao é injectiva (por exemplo
f(1) = f(=1) =1). A fungdo f(x) = 2® € injectiva, sendo a fungio inversa g(y) = /y.

Teorema 16.2 (Teorema da Fungao Inversa). Seja U C R™ um aberto, x um ponto de
U, e f: U — R™ uma fungao de classe C'. Se det Df(x) # 0, entao existe um aberto V.
contendo x tal que

(1) A restri¢io de f a 'V € injectiva;

(i1) f(V) é aberto;

(iii) A funcao inversa f~': f(V) — V € de classe C'.
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Além disso, temos a sequinte regra de derivagao para a funcdo inversa:
Df(f(z)) = Df(x)™".

As condigbes (i)—(iii) no Teorema abreviam-se dizendo que f é localmente invertivel perto
de x ou que f tem uma inversa local junto a x.

Nota 16.3. Recorde-se de A/lgebm Linear, que a condi¢iao det Df(x) # 0 é equivalente a
dizer que a derwada Df(z): R" — R"™ € invertivel. Assim, em termos gerais, o Teorema
diz que uma fungdo de classe C' € invertivel (ou injectiva) junto a um ponto em
que a sua aprorimacao linear, dada pela derivada, o seja. Isto é bastante plausivel mas
hd alguma subtileza neste resultado. FEle seria falso se nao exigissemos a continuidade da
derivada como € possivel mostrar através de um exemplo mesmo quando n = 1.

Nota 16.4. Note-se que a formula para a derivada é uma consequéncia imediata da regra
de derivacao da funcao composta. De facto se f tem wuma inversa diferencidvel g na
vizinhanca de uwm ponto x, entao

go f=1dy & g(f(z)) =z para todo o x € V.

Tendo em conta que a derivada da identidade € a identidade (em todos os pontos) temos,
pela regra de derivagao da fungao composta:

Dg(f(x))Df(x) =1d,
0 que mostra que

Dyg(f(x)) = Df(x)~".
Em particular, a condigao det Df(x) # 0 € necessdria para a existéncia de uma inversa
diferencidvel perto de x.

Nao vamos demonstrar o Teorema porque a demonstragao é muito longa (apesar
de ser interessante e este ser um dos teoremas mais importantes do Célculo Diferencial).
Sugere-se aos alunos interessados que vejam a demonstracao em [S].

Se f: I — R é uma fungao diferenciavel num intervalo I C R e a derivada f’ nao se
anula, entao f é uma funcao estritamente mondétona e portanto injectiva. Quando n > 1,
a injectividade da derivada em cada ponto de um aberto ja nao garante a injectividade
global como mostra o seguinte exemplo importante:

Exemplo 16.5 (A exponencial complexa). Seja f: R? — R? a funcdo definida por

f(z,y) = (e cosy, e seny).

Claramente a funcdo f é de classe C'. Uma vez que
| e*cosy —e’seny
Df(z.y) = e*seny e"cosy
temos

det Df(z,y) = e”(cos’y + sen?y) = €.
Como o Jacobiano nunca se anula, o Teorema da Fung¢ao Inversa garante que f € localmente
invertivel em torno de cada (z,y) € R% No entanto € claro que f ndo € injectiva, pois é
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periddica com periodo 2m em y: f(x,y + 27) = f(x,y). Por ezemplo f(0,0) = f(0,27) =
(1,0).

Efdcz’l entender geometricamente o efeito da transformacao f: cada reta horizontal com
ordenada y € enviada na semi-reta que faz um angulo y com o semi-eixo dos xx positivo.
Assim, f “enrola” cada faixa horizontal de largura 2m no plano (x,y) em torno da origem
no plano imagem. A imagem de f é R*\ {(0,0)} e a fungdo € injectiva em qualquer faiza
horizontal aberta de largura < 2.

Nota 16.6. A funcao do exemplo anterior pode ser encarada como uma funcao de C para
C usando a identificacdo usual do conjunto dos nimeros complexos com o plano. Temos
entio f(x+iy) = e* cosy+ie*seny. A expressio anterior define a exponencial do nimero
complexo x + 1y e, como tal, f € uma das funcoes mais importantes em Matemdtica.

Exemplo 16.7. Mostrar que a funcdo f: R? — R? definida por f(x,y) = (vy,x + y*) €
localmente invertivel numa vizinhanga do ponto (1,2) e calcular Df~*(f(1,2)) (onde f~!
¢ a inversa local em torno de (1,2)).

Claramente a funcao f € de classe C' em R%. Temos

y T
‘D 7 - )
f(z,y) [1 Qy}
logo
det Df(z,y) = 2y* — .

Em (z,y) = (1,2) temos det Df(1,2) =7 # 0, logo o Teorema da Fung¢do Inversa garante
a invertibilidade em torno do ponto (1,2). Como f(1,2) = (2,5), a regra de derivagao da

fungao inversa diz que
- 1 4 -1
7 -1 2 |

17. TEOREMA DA FUNCAO IMPLICITA

1
Df(2,5) = DF(1,2)™ = [ -

Uma funcao (u,v) = f(z,y) é invertivel sse o sistema

U = fl(x7y)
v = fg(ﬂf,y)

pode ser resolvido de forma tinica em ordem as variaveis z, y. Podemos portanto interpretar
o Teorema da Funcao Inversa como dando condi¢oes mediante as quais é possivel resolver
um sistema como o indicado acima em ordem as variaveis z,y. O Teorema da Funcgao
Implicita, que agora iremos estudar, da condigoes analogas (baseadas no calculo diferencial)
para que se possa resolver uma equacao (ou um sistema de equagoes) em ordem a uma
variavel (ou varidveis). Comecemos por discutir o caso de uma equagao de duas variaveis.
A equacao
2 +ay—2=0
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pode facilmente ser resolvida em ordem a y. Obtemos
2 — 12

a

y =
A maior parte das equacoes nao pode ser resolvida analiticamente. Por exemplo, nao é
possivel resolver a equagao
(6) e +ry—2=0
explicitamente em ordem a y. No entanto seria de esperar que para cada valor de x
exista um valor de y, pelo menos se estivermos proximo de uma solugao como por exemplo
(x,y) = (0,1og2). No caso de uma equagao linear como

ar+by =3

(com a, b parametros reais) sabemos que a equagao pode ser resolvida em ordem a y desde
que b # 0:

1
=3 (3 —ax).
O Teorema da Func¢ao Implicita diz que uma equacao nao linear da forma
f(z,y) =0

pode ser resolvida em ordem a y perto de uma solugao (xg, yo) desde que a equagao linear
que melhor aproxima esta equacao, nomeadamente

0 0
a—i(l’oayo)(ﬁ — ) + a_£<x07 Yo)(y — yo) =0

possa ser resolvida em ordem a vy, isto é, desde que g—i(mo, yo) # 0. No caso da equagao @
acima temos

0 0

==y e =
logo a equagao linear que melhor a aproxima perto de (0,log2) é
(7) log(2)z + 2(y —log2) = 0,

que pode ser resolvida em ordem a y. O Teorema da Funcao Implicita garante que a equagao
(6) pode também ser resolvida em ordem y. Isto é, existe uma fun¢ao g(z) definida perto
de x = 0 tal que, para (z,y) perto de (0,log?2),

e +ay—2=0<y=g(x).
Esta funcao g(x) é definida implicitamente pela equagao @ e chama-se a funcao implicita.
Teorema 17.1 (Teorema da fungio implicita para fungoes de R? para R). Seja U C R? um

conjunto aberto, f: U — R uma funcgdo de classe C' e (xg,y0) € U tal que f(xg,y0) = 0. Se
g—g(xo, yo) # 0, entao existem um aberto V- C R contendo xy, um aberto W de R contendo

Yo, com V. xW C U, e uma funcdo g: V — W de classe C! tais que as condicoes sequintes
sao equivalentes:

o (x,y) eV XxW e f(x,y) =0;
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e y=g(z)

Nota 17.2. Claro que a varidvel y nao desempenha nenhum papel especial nesta historia.
Podemos trocar x e y e obter um critério para que seja possivel resolver a equacao em
ordem a x.

O wvalor 0 para o conjunto de nivel também nao desempenha nenhum papel especial. O
conjunto de nivel ¢ de uma fungao f(xz,y) € o conjunto de nivel 0 da funcao f(z,y) — ¢
pelo que o enunciado do Teorema permanece valido se substituirmos o valor 0 por qualquer
outra constante real.

Geometricamente, o conjunto definido por uma equacgao

f(x,y) =0

¢ uma curva no plano. Se ela passar no ponto (g, 4o), isto é, se f(zo,yo) = 0, entdo a reta
de equagao
of

%(zo,yo)(l“ —x9) + %(170, Yo)(y — %) =0

é tangente a curva no ponto (xg, o). Resolver a equagao f(x,y) = 0 em ordem a y de
forma a obter y = g(x) significa descrever o conjunto de nivel f(z,y) = 0 como o gréfico
de uma funcao de z:

{(z,y) € VX W: f(z,y) = 0} = {(z,9(x)): x € V}.

A condigao g—g(xo, yo) # 0 é que a segunda componente de V f(xg, 7o) nao se anule, isto é
que o vetor perpendicular ao conjunto de nivel em (z¢,yo) ndo seja horizontal, ou equiva-
lentemente, que a tangente ao conjunto de nivel em (zo, yo) nao seja uma reta vertical (o
que é claramente desejavel para garantir que o conjunto de nivel é o gréafico de uma funcgao
de x).

As derivadas de uma funcao definida implicitamente por uma equacao podem ser cal-
culadas recorrendo a regra da derivacao da funcao composta. De facto, nas condigoes do
enunciado do Teorema temos, para todo o x € V,

fa, g(x)) =0,
e, derivando esta equagao em ordem a z, obtemos uma equagao que permite calcular ¢'(z):
d of of : , o (x,(2))
—(f(x,9(x)) =0 —(x,9(x)) + —(x,g(x r)=0&g¢g(r) = —S5%——.
i ((0:9(0) =0 & Fom0(e) + Goto o) () = 0 2 90) = ~$7 200

Avaliando esta expressdo em x = x, (donde g(zg) = yo) temos

d
g'(m ) _ _a_i(lbay())
Y 2w, )
oy \L0s Yo

Exemplo 17.3. Voltando ao exemplo @, a funcao f(x,y) = €Y + xy — 2 € de classe
C', temos f(0,log2) =0 e g—i(O,log 2) =2 #0, pelo que o Teorema da Fungao Implicita
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garante a ezisténcia de uma funcao g(z), definida numa vizinhanga de 0, tal que para (z,y)
perto de (0,log2) se tem

e+ry—2=0<y=g(z).
A expressao para a derivada obtida acima diz que

log 2

g(0) = ———

O exemplo seguinte (em que conseguimos fazer todas as contas explicitamente) é um
bom exemplo a ter em mente quando precisamos de nos lembrar do enunciado do Teorema
da Funcao Implicita.

Exemplo 17.4. Seja F: R?* — R a funcao definida por F(z,y) = x*+y*—1, cujo conjunto
de nivel 0 € a circunferéncia de raio 1:

F(z,y) =0 2 +9* =1,
Podemos resolver a equagcao em ordem a y explicitamente:
Py =1ey=+V1—212

Vemos entdo que em torno de cada ponto da circunferéncia com ordenada ndao nula a
circunferéncia € o grdfico de uma fungdo de classe C* (a fungdo x — /1 — 22 se a ordenada
¢ positiva e v +— —+/1—1x? se a ordenada é negativa). Por outro lado em torno dos
pontos (£1,0), a circunferéncia nio é o grdafico de uma fung¢ao de x (para cada x <
1 suficientemente prdzimo de 1 hd dois pontos na circunferéncia com abcissa x). Os
pontos (£1,0) sao precisamente os pontos da circunferéncia nos quais %—5 = 2y se anula
e, portanto, nao se verificam as hipoteses do Teorema|17.1).

Este exemplo € esclarecedor se nao nos lembrarmos qual € a derivada parcial que nao se
deve anular no enunciado do Teoremal|17.1.

Note-se que, analogamente, os pontos em torno dos quais a circunferéncia nao é o grdfico
de uma fungao de y (equivalentemente, em que a equagdo *>+1y* = 1 ndo pode ser resolvida

de forma univoca em ordem a x) sao os pontos em que %—i = 2x se anula.
Vejamos agora a versao geral do Teorema da Funcao Implicita relativo a resolucao de
sistemas de varias equagoes a varias incognitas. Para motivar o enunciado consideremos o

caso de um sistema linear de 2 equagoes a 3 variaveis. Por exemplo,

204+ 3y+z2=2
—r+2y+4z=1
O que podemos esperar de um tal sistema é que seja possivel exprimir duas das varidveis

(tantas quantas as equagoes) em termos das restantes. Por exemplo, para exprimir z,y em
funcao de z podemos primeiro considerar o sistema equivalente

2x+3y=2—-=z2
—r+2y=1-14z
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A Algebra Linear da-nos um critério para que se possa achar z,y tunicos, dado z. Isto
acontece sse o determinante da matriz

2 3

-1 2

dos coeficientes das variaveis x,y é diferente de 0 (ou equivalentemente se esta matriz é
invertivel). Um sistema nao linear de m equagoes a n incégnitas, pode ser escrito na forma

F(x)=0

onde z denota um vetor de R" e F' é uma fungao definida em R” (ou num seu subconjunto)
que toma valores em R™. Perto de uma solugdo zg do sistema, o sistema F'(x) = 0 pode
ser aproximado por um sistema linear, nomeadamente,

DF(xo)(x —x0) =0,

ea Algebra Linear diz-nos quando é que este sistema linear pode ser resolvido em ordem a
m das componentes de = (quando o determinante da matriz m x m dos coeficientes destas
componentes é diferente de 0). O Teorema da Funcao Implicita diz-nos que, quando isto
acontece, isto é, quando a aproximagcao linear do sistema F'(x) = 0 pode ser resolvida em
ordem a m das variaveis, o mesmo ¢ verdade para o sistema nao linear, desde que estejamos
suficientemente perto da solucao .

Teorema 17.5 (Teorema da Fungao Implicita). Seja U C R™ um aberto e F: U — R™
uma funcao de classe C*. Escrevemos os vetores de R™ na forma (x,y) com x um vetor
de R"™™ formado por quaisquer (n —m) coordenadas (nao necessariamente as primeiras)
ey o vetor de R™ formado pelas restantes coordenadas.

Dado (zo,y0) € U com F(xg,y0) = 0 e det %(Ig,yo) # 0 (onde %—5 denota a matriz
m X m formada pelas derivadas parciais de F' em ordem as coordenadas de y), existem
abertos V.C R™™™ contendo xo e W C R™ contendo yo e uma fungao g: V — W de classe

C' tais que V. x W C U e as condicoes sequintes sao equivalentes:
o (z,y) e VW e F(x,y) =0;
o y=yg()

Nota 17.6. Geometricamente, o enunciado do Teorema diz que perto do ponto (xo, o), 0
conjunto de nivel definido pelo sistema F(x,y) =0 € da forma

{(z,9(2)): z €V}

com V um aberto de R*™™ e g de classe C*, ou seja, que o conjunto de nivel é o grafico
de uma funcao de classe C' de n — m das varidvess.

Nota 17.7. A condicao det %_I; # 0 no Teorema |17.5 pode ser descrita da sequinte forma:
“o determinante das derivadas parciais da funcao F em ordem as varidveis que queremos
expressar em termos das restantes tem de ser diferente de 0.
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Nota 17.8. As derivadas da fungdo implicita g(x) cuja ezisténcia o Teorema garante
podem ser calculadas recorrendo a regra da cadeia. De facto temos, por definicao da fungao
g(x), que ela satisfaz a condigao

Bz, g(x)) = 0.

Derivando esta relagcao em ordem as componentes de x obtém-se equacoes envolvendo as
derivadas parciais de g que as determinam completamente.

Exemplo 17.9. Mostrar que o sistema

2 2=1
v 4y’ +2=3
define (z,y) como uma fungdo de classe C' de z numa vizinhanga do ponto (1,1,—1).
Sendo (z,y) = g(2), calcular ¢'(—1).
Seja F: R? — R? a funcdo definida por
F(r,y,2)= (2> —y*+ 2> = 1,3z +y* + 2 — 3).

O sistema acima pode ser escrito na forma F(x,y, z) = (0,0). Verificamos que F(1,1,—1) =
(0,0). Claramente F ¢é de classe C' e

3F_%8@—?_2x—2y
oxy) | %2 G| L3 2 [

No ponto (1,1,—1) temos

F
0 2‘:10;&0,

2 .
—(1,1,-1) =
deta(x7y)( e ) ‘3 2

logo o Teorema[17.5 garante que o sistema define uma fungao (z,y) = g(z) = (91(2), g2(2))
de classe C' numa vizinhanca de z = —1.

Podemos obter uma expressao para g(z) derivando as equagoes que definem a fungao g:
Temos

{gxz)? —ga(2)? 22 =1

391(2) + g2(2)* +2=3
e derivando estas equagoes em ordem a z obtemos
201(2)g1(2) — 292(2)g5(2) +22 =0
391(2) +292(2)g5(2) + 1 = 0
Uma vez que g(—1) = (1,1), isto é, que g1(—1) =1 = go(—1) obtemos

2(-1) —2p(-1)=2  _ Ja(-1)=
| 1 g5(=1) = =3

(S
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Dem. do Teorema[I7.5 Vamos demonstrar o Teorema[I7.5a partir do Teorema da Fungao
Inversa. Comegamos por ilustrar a ideia da demonstracao explicando como se pode resolver
um sistema linear de 2 equagodes a 3 incognitas invertendo uma matriz 3 x 3. Consideremos
o sistema

20 +3y—z=1

rTH+y—2z2=2
e vejamos como o podemos resolver em ordem a x,y invertendo uma funcao. O sistema
anterior é equivalente a

20 +3y—z=1

rTH+y—2z2=2

z=c

para algum ¢ € R. Suponhamos que conseguimos inverter o sistema

2r+3y—z=a x = f(a,b,c)
r+y—2z2=> & = g(a,b,c)
z=c z=c

Entao fazendo a = 1,b = 2, obtemos a solu¢ao do problema inicial, nomeadamente:

2+ 3y —z=1 = (1,2,

x+ y22 2 o ) f(<126)) o2 /122)
rHy—2z= y=g9(1,2,c

_ B y=9(1,2,2)
zZ=CcC z=c

Vamos agora fazer o mesmo em abstrato: sendo F' como no enunciado do Teorema [17.5
seja f: U — R™ a funcao definida por

f(z,y) = (z, F(z,y)).

A matriz Jacobiana de f pode ser escrita como uma matriz por blocos

Id 0
oz dy

e como tal tem determinante
oF
det Df(x,y) =1-det a—(x,y)
Y

Conclui-se que se F' satisfaz as hip6teses do Teorema da Fungao Implicita no ponto (xo, 4o),
entao f satisfaz as hipoteses do Teorema da Funcao Inversa no mesmo ponto. Portanto
existe um aberto A contendo (xg, 7o) tal que a restricao de f a A tem uma inversa de classe
C'. Para (r,y) € A temos

F(l’,y) =0 (va(Iay)) = (SL’,O) g f(x,y) = (Z‘,O) A (ZL‘,y) = f_l(x70)'
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A funcao inversa de f(z,y) é da forma f~'(a,b) = (a,h(a,b)) para alguma funcao h de
classe C!, logo a ultima equagao, (z,y) = f~(x,0), é equivalente a

{y;h(a,O) & y=h(z,0).

Obtemos assim a expressao para a funcao implicita g em termos da inversa de f:

g(x) = h(,0).

Fica como exercicio mostrar que para o aberto W do enunciado do Teorema [I7.5] se pode
tomar qualquer aberto contendo ¥ tal que {zo} X W C A e que entao V =g 1(W). O

Nota 17.10. Deduzimos acima o Teorema da Funcao Implicita a partir do Teorema da
Funcao Inversa. E um bom exercicio fazer o reciproco e deduzir o Teorema da Funcao
Inversa a partir do Teorema da Func¢ao Implicita. FEstes dois teoremas fundamentais do
Calculo Diferencial sao portanto equivalentes.

Ja observamos que se pode calcular a derivada da funcao implicita derivando a férmula
que define a fungao implicita usando a regra de derivagao da fungao composta. Vamos
agora deduzir uma férmula para a derivada. Assumindo que o sistema F'(z,y) = 0 se pode
resolver na forma y = g(z) com ¢ diferenciavel temos entao F(x,g(z)) = 0 e derivando
esta funcao composta obtemos

(8)

OF OF OF “LOF
%(93,9(90)) -1d +a—y($,g($))D9(ﬂ3) =0« Dyg(z) = - (a—y(%g(ﬂf))) %(%9(@"))-
Se F' é uma fungao escalar, y é um escalar e portanto a matriz %—5 e a funcao g sao também

escalares. A formula anterior pode entao escrever-se na forma:

oy 09 %(%9(@)

Oz G(e.g(x))’

(9)

Exemplo 17.11. Determinar se o subconjunto de R3 definido pelas condicoes

r4+yz=1
Bz+r—y=0
€ o grifico de uma fungdo de uma varidvel numa vizinhan¢a do ponto (1,1,0).

A funcio F(z,y,2) = (xr +yz — 1,232+ 2 —y = 0) € de classe C' e F(1,1,0) = (0,0).
Temos

1 z
DF(J},y,Z): |:3£U2Z+1 -1 lg./?) :|7

e no ponto (1,1,0)
DF(1,1,0) = { } _01 } } .
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Assim

det =25 (11,00 = -1, det =2 (11,0020, det-L (1,100 =1.
O(z,y) Iz, z) Oy, 2)
Isto significa que podemos resolver o sistema em ordem as varidveis (x,y) ou (y,z) e
portanto que o subconjunto definido pelas equacoes é o grdfico de uma funcao de classe C*
de z e também o grdfico de uma fungdo de x numa vizinhanga do ponto (1,1,0). Escrevendo
por exemplo (x,y) = g(z) e aplicando a formula (8) temos

'gi(Z)]__ OF ~1OF
95(2) | O(w,y) 0z’

e portanto

1 —

K
~
—
(=}
~—

I

|

[S—y

[a)

—_
—_
L
1
— =
| IS
Il
1
o |
—_
—_

Exemplo 17.12. Mostrar que a equacao
xy+e =1
define y como fun¢ao de (x,z) numa vizinhan¢a do ponto (1,0,2), e calcular %(1, 2).
A funcao F(z,y,z) = xy +e¥* — 1 € de classe C* e F(1,0,2) = 0. Temos
oF
dy
e portanto %—5(1,0,2) =3 # 0. O Teorema da Func¢ao Implicita garante que a equacdo

define uma fun¢io y = g(z,z) numa vizinhanga de (1,0,2). Aplicando a férmula (9)
temos

=1z + ze¥?,

Oy _ 09 _ o _ __ye"
0z 0z 9 T+ zeYv*r
Y
Portanto (recordando que y € uma fungao de x e z),
Py 0 [  ye” - (%eyz + yz%eyz) (z + ze¥*) — ye¥® (1 + ZZ%GW)
Jxdz  Ox \ x+ zev? (x + zev?)? ‘

Para usar esta formula precisamos do valor de %(1, 2). Temos

W_ o v
ox ‘2—F x + zev?’
v
Substituindo em (z,z) = (1,2) (e portanto y = g(1,2) =0), temos
Oy Oy 0%y
—(1,2) =0, —(1,2)=0, —=(1,2)=0.
81:( 2 =0, 82( 2 =0, 8x82< 2)

Nota 17.13. O Teorema garante apenas que a funcao implicita é de classe C'. No
entanto, se F ¢ de classe C* com k > 1, e as condi¢des do Teorema se verificam, €
uma consequéncia da formula que a funcio g € também de classe CF. S6 € necessdrio
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verificar que a expressoes que se obtém derivando sucessivamente a formula (como no
exemplo anterior) sao continuas. A demonstragdo detalhada deiza-se como exercicio.

Vimos na secgao que o gradiente de um campo escalar diferenciavel f : R* — R
é perpendicular aos seus conjuntos de nivel, no sentido em que Vf(a) é perpendicular a
todos os vetores tangentes a f~!(c) no ponto a, onde ¢ = f(a). Recorde-se que estes vetores
tangentes sao simplesmente os vetores velocidade 7/(0) de caminhos v : I — f~!(c) tais
que v(0) = a. Podemos colocar a questao inversa: dado um vetor v ortogonal a V f(a),
serd que ele é tangente a f~1(c)? A resposta é afirmativa sob certas hipéteses, e é uma
consequéncia do Teorema da Funcao Implicita:

Proposigao 17.14. Seja f : R"® — R um campo escalar de classe C*. Se V f(a) # 0 entdo
qualquer vetor ortogonal a V f(a) € tangente a f~(c) no ponto a, onde ¢ = f(a)

Dem. Suponhamos sem perda de generalidade que %(a) # 0. Entao existe uma fungao

g de classe C' tal que as solugoes da equagao f(x) = ¢ sdo dadas por z; = g(za,...,Ty)
numa vizinhanga do ponto a. Dado um vetor v € R" ortogonal a V f(a), considere-se o
caminho

v(t) = (g(ag + vat, ..., an + vpt), as + vat, . .., a, + v,t).

Por construcao, v(t) € f~!(c) para t suficientemente pequeno, v(0) = a e
7/(0) = (71(0)77}27 s 71}”).
Como 7/(0) é necessariamente ortogonal a V f(a), e v também, temos

_9f
_83:1

Portanto v = 7/(0) é tangente a f~'(c). O

0= (Vf(a),7'(0) —v) (@) (m(0) —v1) = 7(0) =1

Este resultado pode ser facilmente generalizado:

Teorema 17.15. Seja F : R™ — R™ uma fungdo de classe C' e c = F(a). Se DF(a) tem
caracteristica mdzima entdo os vetores tangentes a F~'(c) no ponto a sdo precisamente 0s
vetores no nicleo de DF(a).

Dem. A demonstracao é completamente analoga a da proposicao anterior, uma vez que
por um lado

W) eF ) & F(t)=c = DF(x(0)y(0)=0,
e por outro podemos supor sem perda de generalidade que

oF

et S ey W7
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18. METODO DOS MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

Frequentemente é necessario optimizar quantidades sujeitas a certas restrigoes. Consid-
eremos os seguintes exemplos.

Exemplo 18.1. Determinar os pontos P da pardbola com equacio y = x° e Q da reta

com equagao y = —2 + x que se encontram mais proximos.
Este problema pode ser resolvido achando o ponto da parabola que minimiza a funcao
que dd a distancia de um ponto (x,y) a reta com equagdo y = —2 + x.

Exemplo 18.2. Achar as dimensdes que uma caiza com base retangular sem tampa e com
darea total 6 deve ter para que o volume do interior da caira seja maxrimo.

Se z,y,z sao as dimensées da caiza (com z a altura), o volume do interior é dado pela
expressao V(x,y, z) = xyz. A restri¢io que a drea da caiza € 6 pode ser escrita na forma

ry + 222+ 2yz =6
pelo que o problema consiste em minimizar a funcao V(x,y, z) sujeita a restri¢cao dada pela
equacao anterior.

Problemas como os anteriores podem por vezes ser resolvidos usando o seguinte resultado:

Proposicao 18.3 (Método dos multiplicadores de Lagrange). Seja U C R™ um aberto
e f: U — R uma funcdo de classe C'. Seja F: U — R™ uma funcao de classe C*,
S={xeU: F(x) =0} e suponhamos que a caracteristica de DF(x) é mdxima para todo
oxeSs.

Entao, se a restricao de f a S tem um extremo num ponto x € S, existem Ay, ..., A\, € R
(chamados multiplicadores de Lagrange) tais que a fungdo

g(x) = f(x) + MFi(x) + ...+ N\ Fo(2)

(onde F;(x) denota a i-ésima fungdo coordenada de F') tem um ponto de estacionariedade
em x.

Este resultado permite encontrar candidatos a pontos de extremo de uma funcao f

sujeita as restrigoes Fy = ... = F;, = 0 resolvendo o sistema
Vg(x) =0
F(z)=0
que é um sistema de n + m equagoes para as n + m incognitas xi,...,T, € A, ..., A\p.

Genericamente esperamos obter um conjunto finito de solugoes, que sao os “pontos de
estacionaridade” da restricao de f a S. Frequentemente podemos aplicar o Teorema de
Weierstrass para garantir a existéncia de um extremo e é entao facil encontrar o extremo
entre os varios candidatos.

Nota 18.4. Hd um critério de classificacao destes “pontos de estacionaridade” envolvendo
derivadas de sequnda ordem de f (e de F') mas nao o iremos estudar por este ser pouco
prdtico.
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Dem. da Proposigao[18.3. Seja v: ]—¢, e[ — S um caminho de classe C* com 7(0) = .
Se z é um extremo da restricao fis de f a S, entao a fungao f(y(t)) tem um extremo em
t = 0. Consequentemente,

& (FO) = (VF((),7'(0)
anula-se em t = 0, ou seja,

(VF(7(0)),7(0)) = (Vf(x),7(0)) = 0.

Ora 7/(0) é um vetor tangente a S arbitrdrio. Pelo Teorema [17.15] os vetores tangentes a
S no ponto x sdo precisamente os vetores no nucleo de DF(x), e portanto V f(x) tem que
pertencer ao espago das linhas de DF(x), ou seja, tem que ser uma combinagao linear dos
vetores VF(z),...,VE,(z). Logo, tém que existir Ay,..., A\, € R tais que

Isto conclui a demonstracao. 0

Nota 18.5. Como observamos na demonstra¢ao anterior, a condi¢ao Vg(xr) = 0 na
Proposicao ¢ equivalente o condi¢ao de V f(x) ser ortogonal a S. FEsta condi¢do
necessdria para a existéncia de um extremo de fis € intuitiva se tivermos em conta o sig-
nificado geométrico do gradiente: se V f(x) nao é ortogonal a S num dado ponto x € S, a
projecao de V f(x) no plano tangente a x dd uma dire¢ao em S ao longo da qual f cresce.
Na direcao oposta [ decresce, logo f nao tem um extremo em x.

Exemplo 18.6. Vamos aplicar a Proposi¢cao para resolver o problema enunciado no
Ezxemplo (18.1. A distincia de um ponto (xg,y0) € R* acima da reta y = —x + 2 a esta
reta ¢ dada pela expressao

((w0,30). 25(~1. 1)) + 2

(a primeira parcela € a projecio do vetor (xg,yo) na direcio perpendicular a reta e a
sequnda parcela € a distancia da origem a reta — faga um desenho!)

Conclui-se que a fungdo que dd a distancia de um ponto (x,y) do plano acima da reta
y=x—2 a esta reta é

fl@y) = —Fsx+ 5y + V2
Vamos portanto considerar a funcdo auxiliar
9(@,y) = —J5x + Ly + V2 + Ay — 2°)

e resolver o sistema

Jdg 1 _ 1
g—g_o 1\/5 20 =0 x—§1
99 _ 1 _ _ _ L
8y—0 & ﬂ+>\—0 S A= 7
y = a? y = a? y=1
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O dnico candidato a extremo de f sobre a parabola é o ponto (%, %) Intuitivamente € claro

que este tem de ser o ponto na parabola que minimiza f. Para o justificar, podemos usar
o Teorema de Weierstrass: o conjunto

C={(z,y) e R*: y = 2°, f(x,y) <50}

dos pontos da pardbola que estao a distancia < 50 da reta é compacto. Como [ € continua,
tem madximo e minimo em C'. Claramente o mdzimo é 50 atingido nos dois pontos que da
interse¢ao da reta f(x,y) = 50 com a pardbola. O iunico ponto onde pode ocorrer o minimo
¢ portanto (%, }L) Finalmente, é claro que o minimo de f sobre C' € igual ao minimo de f
sobre toda a pardbola.

Podemos determinar o ponto () da reta que esta mais proximo de P = (%7 %) achando a
intersecao da reta que passa por P e € ortogonal a reta de equagao y = —2 + x com esta

dltima. A equacao paramétrica da reta ortogonal €

1
r=z+t
(%,}1)+t(1,—1)@{ 2
=1-t
e substituindo em y = —2 + x obtemos
1 _ 1 _ 7 _ 7

pelo que

Q = (%’ 411) + %(17 _1) = (%’ _g)
Nota 18.7. O exemplo anterior podia resolver-se alternativamente minimizando a fun¢ao
real de varidvel real f(z,z*) onde

fla,y) = —J50 + J5y + V2
€ a fungao distancia a reta (e na realidade este método seria mais eficiente).

Exemplo 18.8. Para resolver o problema enunciado no Exemplo[18.9 devemos considerar
a fungao
g(z,y,2) = zyz + Moy + 2xz + 2yz — 6)

e resolver o sistema

%:0 yz+AMy+22)=0
% = Az +22) =0
(10) gg_ N rz+ Mo + z)_
% =0 zy+2\z+y)=0
xy + 222+ 2yz =6 xy +2x2 +2yz =6

As primeiras duas equagoes podem-se escrever na forma

y(z+A) = —2\z
z(z+ ) = —2\z
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Se z+ A = 0 entao —2Xz = 0 e portanto A = 0 ou z = 0. Mas entao z = X =0 e a
terceira equagao em implica que xy = 0 o que é impossivel pela ultima equagcao em
. Conclui-se que z + X # 0 e portanto

2z
DY
Substituindo na terceira equacao em obtemos

x:y:

PHar =02z +4\) =0 1=0 ouz=—4\

Novamente a ultima equagao em (10)) mostra que x = 0 € impossivel. Portanto x =y =
—4\. Substituindo numa das primeiras equacoes em obtemos

ANz HN) =2z 202 4N =0 22 +20) =0 A =0 ou z = -2\

Se A = 0 entao as trés primeiras equacoes em implicam que yz = xz = xy = 0, 0 que
contradiz a quarta equacao. Conclui-se finalmente que

r=—4N\, y=—4\ z= -2,
e portanto

B Y
y=gz, z2=g3.
Substituindo na equacado
xy + 222 +2yz =6
obtém-se
x2+x2+1‘2:6<:)$:\/§,

e portanto as dimensoes da caixa de drea 6 que mazximizam o volume sao:

1
3::\/5, y:\/§, z=—,
V2
sendo o volume mdzimo /2.
Fica como exercicio a aplicagao do Teorema de Weierstrass para garantir que o ponto
encontrado efectivamente maximiza o volume.

Nota 18.9. O método dos multiplicadores de Lagrange pode também ser utilizado para
achar extremos de funcgoes em conjuntos de R™ limitados por conjuntos de nivel. Por
exemplo, imagine-se que queremos achar os extremos de uma funcio f de classe C' no
conjunto B = {(z,y,2) € R®: 2® + y*> + 22 < 1}. Se um ponto de extremo ocorrer no
interior da esfera, terd de ocorrer num ponto de estacionariedade de f. Se ocorrer na
fronteira, terd de ser, em particular, um ponto de extremo da restricao de f a superficie
da esfera de raio 1 e portanto terd de satisfazer as condicoes da Proposicao|18.5. Podemos
portanto encontrar os pontos de extremo (que tém de existir pelo Teorema de Weierstrass)
entre os pontos de estacionariedade de f mno interior de B e os pontos da fronteira de B
em que Vf € perpendicular a fronteira. Para achar o mdzrimo e minimo absoluto de f
em B basta calcular o valor de f nos pontos achados e escolher o maior e menor valores
respetivamente.



53

Os problemas de multiplicadores de Lagrange sao habitualmente chamados de problemas
de extremos condicionados, pois consistem em procurar pontos de extremo de uma fungao
condicionados por determinadas restrigoes.

19. DEFINIGAO DE INTEGRAL

Recorde-se de Célculo 1 que se I = [a,b] C R é um intervalo e f: I — R é uma fungao,

o integral de f em I,
b
| #ayas,

calcula a “drea entre o grafico de f e o eixo dos zx”. As aspas referem-se ao facto que, na
realidade, a area é contada positivamente quando f > 0 e negativamente quando f < 0.
O significado do integral de uma funcao escalar de varias variaveis é analogo.

Definicao 19.1. Um intervalo em R" é um produto cartesiano de intervalos de R.

Assim, um intervalo em R ¢ um intervalo usual, um intervalo em R? é um rectangulo e
um intervalo em R?® é um paralelepipedo.

Se I C R? é um intervalo limitado e f: I — R é uma funcao limitada, queremos definir
i) ; f de forma a que o integral calcule o “volume debaixo do gréifico de f” (contado com
sinais como no caso de uma varidvel). Se a fungdo depende de mais de duas varidveis,
a ideia é a mesma mas o volume serd agora um “volume (n + 1)-dimensional” da regiao
compreendida entre o grafico da fungao (que é um subconjunto de R"*1) e o intervalo
I c R" x{0}.

Para definir rigorosamente o integral usamos a mesma técnica que em Célculo 1. E facil
definir o integral para fungdes em escada (fungdes que sdo constantes nos subintervalos de
uma partigdo do dominio) e podemos usar os integrais destas fungoes para aproximar o
valor do integral.

Definicao 19.2. Uma partigao de um intervalo I = [ay,bi] X+ X [an, b,] C R™ é uma sub-
divisao de I em subintervalos determinada por particoes dos factores [a;, b;]. Uma fungao
s: I — R diz-se uma funcao em escada se é limitada e constante no interior de cada um
dos intervalos de alguma particao de I.

Definicao 19.3. O volume n-dimensional (ou simplesmente volume) do intervalo I =
[a1,b1] X -+ X [a,, b,] € definido por

vol,(I) = (by —a1) -+ - (bn — an)
(ou escrevemos simplesmente vol(I) quando nao houver ambiguidade).

Note-se que a defini¢ao anterior é consistente com a nossa intui¢cao: o volume 1-dimensional
dé& o comprimento do intervalo, o volume 2-dimensional d4 a area do rectangulo e o volume
3-dimensional d& o volume usual do paralelepipedo.
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Definicao 19.4. Seja I C R™ um intervalo limitado e s: I — R uma funcao em escada.
Seja {I;} o conjunto dos subintervalos de uma particao de I tal que s € constante igual a
s; em int I;. Define-se o integral de s em I por

/Is = Zsj vol(Z;).

A definicao anterior é compativel com a ideia do integral como “volume debaixo do
grafico”. De facto o “volume debaixo do grafico” de uma fungao em escada s é o volume
de uma uniao de intervalos de R"™ que tém por base os interiores dos intervalos I; e por
“altura” o valor s; que s assume nesses pontos. Este “volume com sinal” é exactamente
s;vol(1;). Note-se que uma funcdo em escada pode tomar valores arbitrarios na fronteira
dos intervalos de uma particao do dominio. Esses valores nao tém qualquer influéncia no
integral, o que é consistente com a ideia que a uniao das fronteiras dos intervalos de uma
particao devem ter volume n-dimensional nulo.

Exemplo 19.5. Seja s: [0,1] x [0,2] = R a funcao definida por

1 sengé
s(z,y) =40 sex>1ey<l
-3 sex>%ey21

Entao s € uma fungcao em escada, uma vez que é constante no interior dos intervalos

0.3x 0.1, [0.4x1L2, EUx01, [§1x[2

que formam uma particao de [0,1] x [0,2]. O integral de s € dado por

/Is = 1ol ([0, 1] x [0,1]) + 1 - vol ([0, 4] x [1,2]) +
1

+0 - vol ([, 1] x [0,1]) + (=3) - vol ([, 1] x [1,2])
= 1-3-141-3-140-4-1-2-1-1
1
2

Em rigor, é necessario verificar que a Defini¢ao faz sentido. De facto, se s: [ =+ R é
uma funcao em escada, ha mais do que uma particao do dominio I que satisfaz a condigao
na definicao e é necessario verificar que o valor obtido para o integral de s nao depende
da escolha de particao sujeita a essas condigoes. Nao ¢é dificil levar a cabo esta verificagao
notando que, dadas quaisquer duas particoes P, e P, de um intervalo [, existe uma partigao
P que refina P; e P, no sentido em que, qualquer subintervalo de uma das particoes P; é
uma uniao de subintervalos de P. A conclusao do argumento fica como exercicio para os
alunos interessados.

Podemos agora definir integral de forma inteiramente andloga ao que foi feito em Calculo
1 para fungoes de uma variavel.
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Definicao 19.6. Seja I C R™ um intervalo limitado e f: I — R wma fun¢ao limitada. O
integral inferior de f ¢ definido por

/ f:sup{/s: s € uma fung¢ao em escada e s < f}
Jog I

O integral superior de f € definido por

/ f:inf{/t: t € uma funcao em escada e f St}
I I

A funcao [ diz-se integravel se os integrais superior e inferior coincidem e, nesse caso,

define-se o integral de f por o
ﬂlefz/j

O integral de uma funcao f é portanto o valor comum das aproximagoes ao volume

debaixo do grafico de f que se obtém considerando func¢oes em escada por cima e por
baixo de f.

20. TEOREMA DE FUBINI

Poe-se agora a questao de como calcular o integral de uma funcao. Para func¢oes de uma
varidvel, tinhamos a regra de Barrow (ou Teorema Fundamental do Célculo):

/f F(b) - Fla)

com F'(x) uma primitiva de f(z). O célculo do integral de uma funcéo de varias variaveis
reduz-se ao calculo de vérios integrais de fungoes de uma variavel usando o seguinte resul-
tado.

Teorema 20.1 (Teorema de Fubini - versao preliminar para func¢oes de duas varidveis).
Seja I = [a,b] x [c,d] C R* um intervalo e f: I — R uma funcdo integrdvel tal que para
cada x € [a,b], a funcdo f,: [c,d] — R definida por f.(y) = f(x,y) € integrdvel. Entao,

escrevendo .
~ [ £y

/f / dx—/ab </Cdf(x,y)dy> dz.

O resultado anterior reduz o calculo do integral de uma funcao de duas varidveis ao
calculo de dois integrais de Célculo 1. Traduz a ideia intuitiva que o volume debaixo do
grafico de f se pode obter “somando” (isto é, integrando) as édreas (A(z) na expressao
acima) das regides que se obtém intersetando a regido debaixo do grafico de f com os
planos verticais paralelos ao plano yz com abcissa x.

temos
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Exemplo 20.2. Seja f: [0,1]x[0,1] — R a funcao definida por f(x,y) = x+y. Admitindo
que f € integravel (o que serd demonstrado em breve), o Teorema de Fubini diz que

/[0,1}><[0,1]f = /01 A(x)dx = /01 (/Ol(x+y) dy) dx

O integral dentro de parentesis € calculado com x € [0,1] fizo, pelo que x desempenha o
papel de uma constante. Assim

y2 y=1
A(x):x—k[—} =T+ =
2 =0

1
/ f:/(x—i—%)dx:l.
[0,1]%[0,1] 0

E frequente usar a notagao

/.--/If(xl,...,xn) day - - - dan

para o integral de uma funcao f: I — R definida num intervalo limitado I C R", a que se
chama um integral miltiplo. Assim, um integral de uma funcao de duas variaveis costuma

escrever-se
[ #ta.say
I

e o de uma funcao de trés variaveis por

// oy

O calculo de um tal integral reduz-se, pelo Teorema de Fubini, a um integral iterado, isto
é, a calculos sucessivos de integrais de fungoes de uma variavel. Por exemplo, para uma
fungao integravel f: [a,b] X [c,d] — R (tal que para cada x € [a, b] a funcdo f,: [c,d] - R
definida por f.(y) = f(z,y) é integravel), temos

//[a,b}x[c,d] f(w,y)dwdy = /ab (/Cdf(%y)dy> d

No integral dentro de paréntesis, = estd fixo e é tratado como uma constante.

Um integral deve ser visto como “uma soma dos valores da fungao f(z,y) quando (z,vy)
percorre os pontos de um rectangulo”. O Teorema de Fubini traduz entao a propriedade
associativa da soma: esta pode ser calculada fazendo primeiro as somas de f sobre cada
“fatia vertical” em que z estd fixo; estas somas dependerao (em principio) de z; somando as
somas respeitantes a todas as fatias verticais (para todos os valores possiveis de x) produz
a soma sobre todo o rectangulo. Vejamos outro exemplo.



57

Exemplo 20.3. Seja f: R? — R a funcdo definida por f(x,y) = x%y. Assumindo a

integrabilidade de f, calcular
// f(z,y)dedy.
[0,1]x[0,1]

Pelo Teorema de Fubini, este integral é dado por

1 1 1 27y=1 1.2
1
/ (/ nydy> dx:/ |:£E2y—:| dx:/ T = =
0 0 0 2 y=0 0o 2 6

Vejamos agora o enunciado geral do Teorema de Fubini.

Teorema 20.4 (Teorema de Fubini). Sejam I C R" e J C R™ intervalos limitados e
f: 1 xJ— R uma fungao integrdvel. Para cada x € I seja f,: J — R a funcao definida

por f(y) = f(x,y) e para caday € J seja f,: I = R a fungao definida por f,(x) = f(z,y).
Entao as funcoes de I para R definidas por

w%+1;h ¢ x%+7lh

e as funcoes de J para R definidas por

yHZﬁ e yH7ﬁ
Lo U LT L) (T )

Nota 20.5. Na maioria dos casos em que se aplica este Teorema, as fungoes f, e f, sao
integrdveis para todos os valores de x e de y. Nesse caso os integrais inferiores e superiores
coincidem e o Teorema diz que

IEAVEORTATED

ou, com notacao mais sugestiva

I stwatsas= [ ([ eanan) o= [ ([ segpaz) .

Aplicando varias vezes o Teorema [20.4] qualquer integral multiplo sobre um rectangulo
se reduz ao célculo iterado de integrais de funcoes de uma variavel. Por exemplo

1 1 2 3
/ f= / (/ f(z,y, Z)dde) do = / (/ (/ f(fc,y,Z)dZ> dy) dx.
[0,1]x[0,2] X [0,3] 0 [0,2]%[0,3] 0 0 0

A ordem de integracao é arbitraria. O Teorema de Fubini da seis maneiras equivalentes de
calcular o integral acima como um integral iterado.

sao integrdveis e
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Definigao 20.6. Seja A C R™ um conjunto limitado, e f: A — R uma fung¢do limitada.

Define-se
=17

onde I é um intervalo limitado de R™ que contém A e f: I — R € a funcio definida por

0 caso contrario.

{f(:v) sex €A

A definigao anterior ¢ consistente com a ideia que o volume debaixo do gréfico de f sobre
o conjunto A deve ser igual ao volume debaixo do gréfico de f (que é o prolongamento por
0 de f a I) sobre o intervalo I. Fica como exercicio a verificagdo que a definigdo anterior
faz sentido, isto é, que a nogao de integrabilidade em A resultante e o valor do integral em
A sao independentes da escolha do intervalo I contendo A.

Vejamos agora alguns exemplos de calculo com o Teorema de Fubini. Assumiremos
durante os exemplos que as fungoes em causa sao integraveis, o que serd justificado mais
tarde.

Exemplo 20.7.

(1) Seja T = {(x,y) e R*: 2 >0,y > 0,2 +y < 1}. Calcular [[,xzy dzdy.
De acordo com a Deﬁm’g:do temos que integrar a funcdo f: [0,1]x[0,1] = R
definida por

0 caso contrario.

< {xy se (z,y) €T

Podemos calcular este integral de duas maneiras diferentes (organizando a soma
primeiro em fatias horizontais ou verticais), mas, dada a simetria da fungdo in-
tegranda e da regido, as duas sdo inteiramente andlogas. Calculemos o integral
somando primeiro sobre as fatias verticais (isto é com x constante). Para cada
z € [0,1], a fun¢ao fo: [0,1] = R € definida por

= o Jay se(ry) €T 0<y<1l-x
0 sel—xr<y<l1
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O Teorema de Fubini diz entao que

// xy dedy =
T

Na prdtica nao € costume escrever o prolongamento por 0 da funcdo a integrar, nem
o termo correspondente a integracao da funcao 0 que apareceu na sequnda linha
do calculo anterior. Os extremos de integracao do integral iterado ficam entdao
a depender das varidveis que jd estao firas naquele estdgio do cdlculo, como na
terceira linha do cdlculo acima (onde se indica que a fatia vertical com abcissa x
sobre a qual temos que somar a funcdo integranda é a fatia 0 <y <1 —x).
Calcular [[4xdxdy, onde S = {(z,y) e R*: >0, 22° <y < 1+ 2%},

As pardbolas y = 1 + 2% e y = 2x* intersetam-se no ponto (1,2), pelo que a
coordenada x varia entre 0 e 1 quando (z,y) percorre a regiago S. Assim, hd tantas
fatias verticais quantos x € [0,1]. Para cada um destes xz, o intervalo de integragdo
¢ definido pelas desigualdades 22? <y < 1+22%. Logo, o Teorema de Fubini diz que

1 1+a?
// xdxdy = / / xdy | dz
S 0 2712
1 1 1
= /x(1+x2—2x2)d:c:/(:c—xg)d:c:—.
0 0 4

Também podemos calcular o integral na outra ordem de integracdo, em que orga-
nizamos a soma por fatias horizontais. Para isso temos primeiro que determinar
o nimero de fatias horizontais, isto é o dominio de varia¢io de y quando (z,vy)
percorre a regiao de integracao S. Esbocando a regiao S vemos imediatamente que
0 <y <2 (o que também pode ser visto diretamente das desigualdades 0 <z <1 e
222 <y < 1+ 2%). Note-se no entanto que a expressio para a fatia horizontal em
funcao de y nao é sempre igual quando y varia entre O e 2: quando y estd entre 0 e
1, a fatia € limitada & esquerda pelo eixo dos yy e a direita pela pardbola y = 222,
ou seja a fatia € definida por 0 < x < \/g, enquanto que para y > 1, a fatia é
limitada a esquerda pela pardbola y = 1 + x? e a direita pela pardbola v = 222, de
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forma que Jy—1 <z < \/g Conclui-se assim que o integral é dado por

[[ztats — [ ( /Of m) i [ ( /“j m) "
- [ [ (55 n)
///medydz,

comT ={(z,y,2) ER3: x>0,y >0,2>0,z+y+ 2 <1}

Dada a simetria da regiao e da funcdo a integrar, todas as ordens de integracdo
sao andlogas. Vamos por exemplo dividir o sélido T em fatias horizontais. Clara-
mente hd uma fatia para cada z € [0,1]. Fizando z € [0,1] nas equagdes que
definem T obtemos uma expressao para a fatia:

T.={(z,y) eR*: 2> 0,y> 0,z +y <1-—z}

O Teorema de Fubini diz que

///T ldedydz = /0 1 ( / 21 1dxdy?dz
AR VARDIE

onde na sequnda igualdade usdimos que a regiao de integracao T, € inteiramente
andloga ao exemplo (1) acima (trata-se de um triangulo cujos vértices sio a origem,
e os pontos (1 —2,0) e (0,1 — 2)).

[N

(3) Calcular

Os integrais multiplos tém diversas aplicagoes.

Definigao 20.8. O volume n-dimensional de A C R™ € definido como vol,(A) = [, 1.
(Escrevemos apenas vol(A) quando nao houwver ambiguidade.)

Esta definigao é consistente com a ideia que o integral de 1 é o volume (n+1)-dimensional
debaixo do gréafico da fungao constante igual a 1 sobre o conjunto A. De facto este volume
deveria ser igual ao volume n-dimensional da “base” A vezes a altura do grafico (que é 1).

Se f: A — R é uma funcao, define-se a média de f em A por

o
vol(A)
Um exemplo particularmente 1til é quando f é uma das fungoes coordenadas x;. O niimero

T,; diz-se entdo a i-ésima coordenada do centrdide de A (o centro de massa de um corpo
homogéneo com a forma de A). Por exemplo, para A C R3, o centréide é o ponto (Z,7, z),

onde
fA rvdxdydz fA ydrdydz  _ fA zdxdydz
[y Ldadydz’ y_fAldxdydz’ Z_fAlda:dydz'

T =
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Sempre que possivel deve explorar-se a simetria no calculo destas quantidades (e dos inte-
grais em geral). Por exemplo, um sélido simétrico em rela¢ao ao plano xy terd necessaria-
mente z = 0.

Se f: A — R designar a densidade de massa (ou de carga) por unidade de volume/édrea
em A, entdo a massa (carga) total pode ser calculada através do integral de f em A:

Massa/Carga = / f.
A

As férmulas da mecanica para as coordenadas do centro de massa e momento de inércia
em relacao a um eixo L de um sistema de particulas indexadas por 7 sao

. > Mt 2
Tom = =——0f, I, = E myd;

onde 7; é a posicao da particula i, m; é a respetiva massa, e d; é a distancia dessa particula
ao eixo L. A massa total é o somatério ) . m;. Portanto o centro de massa é uma média
ponderada das posigoes das particulas.

Estas férmulas generalizam-se da forma evidente ao calculo do centro de massa ou do
momento de inércia de uma placa A C R? ou de um sélido A C R3 com densidade de massa
f: A — R (por unidade de drea ou volume respetivamente). Por exemplo a coordenada x
do centro de massa é dada por

— fA$f<iC,y,Z) dzdydz
o fA f(x,y,z) dmdydz

e o momento de inércia em relagao a um eixo L é dado por
IL = / f(xa Y, Z) dL(xa Y, Z)2 dxdydz
A

onde dp(z,y, z) denota a distancia do ponto (z,y, z) ao eixo L.

Exemplo 20.9. Escrever um integral triplo que calcula o volume do sélido
V={(z,9,2): >0,y > 0,0 +y <1,0<z <1427 +¢°}

FEste sélido € a regido por debaizo do grdfico da funcio 1 + 2% + y? sobre o tridngulo
no plano xy definido pelas equacoes v > 0,y > 0,z +y < 1. O Teorema de Fubini
permite-nos organizar a soma sobre V- fazendo-a primeiro ao longo dos segmentos verticais
0 <z <1+ a®+y?* determinados por um ponto (z,y) no triangulo, sequida de integragdo

no triangulo:
vol(V)) = ///Ma:dydz
T
1+a2+4y?
= // / 1dz | dxdy
{(z,y): 2>0,y>0,2+y<1} 0

_ /01 (/OH (/OMW 1dz> dy> d.
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A titulo de exemplo, escrevamos o mesmo integral na ordem de integracdo correspondente
a dividir o sélido T em fatias horizontais. Como para x,y > 0 temos que v +y < 1 =
2?2 +y? <1, vemos que 0 < 2 < 2. Para cada z € [0,2] a fatia correspondente é definida
pelas condicoes

x>0, y>0, x+y<l, 22+y*>2-1

A dltima condicao € automdtica quando z < 1, pelo que a fatia correspondente € o triangulo
definido pelas condi¢oes x > 0,y > 0,x+y < 1. A contribuicdo destas fatias para o volume

calcula-se através do integral
1 1 -
[ (7))
0 0 0

Para z > 1, a regiao de integragao é a intersecao do triangulo acima com o exterior de uma
circunferéncia de raio \/z — 1. Para escrever os limites de integracao desta regiao temos

que considerar separadamente 0s casos vz —1 < \/% & 2 < %, em que a circunferéncia

nao interseta a hipotenusa do triangulo (a quantidade \/LE € a distancia da hipotenusa a

origem), e 0s casos em que % < z < 2. Uma vez que, neste ultimo caso, a intersecao da
circunferéncia e da hipotenusa € dada por

— _ 1+v22-3
{x2+y2—1—z<:>{x— 5

r+y=1 y:w_@z%

obtemos a sequinte expressao para o volume da por¢ao de V' compreendida entre os planos

3
1—z z—1 1-z 1 1-z
</ 1dy> dz +/ </ 1dy) dx +/ (/ 1dy) dr | dz.
Vz—1—a2 1+v2z=3 V222_3 Vz—1-—z2 z—1 0

z=2ez=2:
3

2
Analogamente, o volume da por¢ao contida entre os planos z =1 e z = 5 € dado por:

[
U e [

1—+22—-3
2

1—x
/ 1dy> dx | dz.
Vz—1—x2

A expressao para o volume de T obtém-se somando todos estes integrais iterados.

Dem. do Teorema[20.4) Comegamos por notar que o Teorema é vdlido quando f é uma
funcao em escada. Note-se que, mesmo para uma funcao em escada, a integrabilidade das
funcoes f, e f, nao ¢ garantida para todos os valores de x e de y. De facto, na fronteira
dos intervalos de uma particao adequada a f a tnica restricao imposta a uma funcao em
escada é que seja limitada, e uma funcao limitada pode nao ser integravel. No entanto,
quando x pertence ao interior de um intervalo da particao de I, a funcao f,: J — R é ela
prépria uma funcao em escada, e é imediato verificar que as fungoes I — R definidas por

xH[fo e xl—>7fo
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sao elas préprias fungoes em escada (que possivelmente diferem na fronteira dos intervalos
que constituem a parti¢do de I). Deixa-se como exercicio demonstrar que o integral destas
fungoes em [ é igual ao integral de f em I x J (e analogamente para a outra ordem de
integragao).

Assumindo a validade do Teorema para fungdes em escada vamos agora ver que, quando
[ é integravel, a fungao z — [ ; fo € integravel em I e que o seu integral coincide com

J1; [ (0s outros casos a demonstrar sdo inteiramente anélogos).

Observe-se primeiro que, sendo K C R? um intervalo, uma funcao g: K — R é integrdvel
sse para cada € > 0 existem fungoes em escada s,t: K — R tais que s(z) < f(z) < t(z)

paratodoox € K e
/t—/s<e
K K

De facto, isto acontece se e s6 se os integrais inferior e superior de g em K diferem em
menos de € para todo o € > 0, ou seja, se sao iguais.

Uma vez que f é integravel em [ x J, dado € > 0, existem fungoes em escada s,t: [ xJ —
Rcoms< f<te fIth — fIXJs < €. A desigualdade s < f <t implica que, para cada

r € I, temos
/ 8($,y)dyS/ f(:t,y)dyS/ t(z,y)dy
LA LA LA

Mas, como observamos acima, as expressoes a esquerda e direita nestas desigualdades sao
funcoes em escada em I. Pelo Teorema de Fubini para fungoes em escada temos

[ ( st,wdy) w[ o ( Lm,y)d@,) e[

e portanto os integrais destas funcoes em escada diferem em menos de €. Isto mostra que
a funcao

e / £ y)dy
fa— |

¢é integravel em I.

O seu integral estd necessariamente entre os integrais || xS € /, 5yt €86 hd um nimero
que satisfaz esta condigao para todos os s, ¢, nomeadamente, |, 15y /- Isto conclui a demon-
stracao. 0

21. PROPRIEDADES DO INTEGRAL. INTEGRABILIDADE

O integral multiplo tem as seguintes propriedades analogas as ja conhecidas para o
integral de fungoes de uma variavel (que de uma maneira ou outra vém de “o integral ser
uma soma’” ).

Proposicgao 21.1 (Propriedades do integral). Seja I C R™ um intervalo limitado e f,g: I —
R funcgoes integraveis. Entao
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1. (Linearidade) Dados o, B € R, a funcao af + Bg € integrdavel em I e

/]af+ﬁg=a/lf+ﬁ/jg-

2. (Monotonia) Se f < g, entao [, f < [, 9.

3. (Desiqualdade triangular) A funcao |f| € integrdvel e Ulf‘ < ;111

Sejam A, B C R™ conjuntos disjuntos e f: AU B — R uma fung¢do. Entao

4. (Aditiidade) Se f € integrdvel em A e em B, entdo f é integrdvel em AU B e

Joul =05 )5

Dem. As demonstracoes de todas estas afirmacoes sao imediatas a partir da definicao de
integral e as propriedades analogas da soma. A titulo de exemplo suponhamos que f, g sd@o
integraveis. Entao dado € > 0, existem s1, $o,t1,t2: I — R em escada tais que s; < f < ty,

s2 < g < 1o,
€ €
/tl—/81<— e /tg—/82<—.
1 1 2 I 1 2

Mas entao sy + sy e t1 + to sao fungoes em escada, s1+ s, < f+g <ty +tye

/1(t1+t2)_/1(81+82)<6’

pelo que f 4+ g é integravel e vemos imediatamente que [(f +g¢)= [, f+ [, 9.

A propriedade 4. é uma consequéncia da propriedade que acabamos de demonstrar e do
facto de a extensao por 0 da funcdo f a um intervalo I que contenha AU B ser a soma das
extensoes por 0 a I das restrigoes de f a A e B respetivamente.

A demonstragao das restantes propriedades deixa-se como exercicio. U

Até agora temos estado a aplicar o Teorema de Fubini sem nunca verificar a sua hipotese
que ¢ a integrabilidade das fungoes envolvidas. Vamos agora ver critérios que garantem
a integrabilidade (em conjuntos limitados) de essencialmente todas as fungoes (limitadas)
que ocorrem na pratica.

Teorema 21.2. Seja I C R™ um intervalo compacto e f: I — R uma funcdo continua.
Entao f € integravel em I.

Dem. Vamos explicar como achar sucessoes s,,t,: I — R de fungoes em escada satis-
fazendo
sp<s < <g, < S f <, S-S <

lim </tn—/sn):0

Isto garante a integrabilidade de f.
Para cada n > 0, seja P, a parti¢ao de I = [ay,b1] X -+ X [an, b,] que se obtém subdi-
vidindo cada um dos intervalos [a;, b;] em 2" partes iguais (isto é passamos de P, a P,

e tais que
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dividindo ao meio cada aresta de cada subintervalo de P,). Sendo {;} os subintervalos da
particao P, definimos

sp(z) = min{ f(y): y € I; onde I; é um subintervalo contendo z},
e, analogamente,
to(z) = max{f(y): y € I; onde I; é um subintervalo contendo x}.

Assim, no interior do subintervalo I; da particdo P,, as funcoes s, (respetivamente t,,)
tomam como valores o minimo (respetivamente o maximo) da fungao f no intervalo com-
pacto I; (que existem pelo Teorema de Weierstrass). Quando x pertence a mais de um
intervalo da particao, tomamos o maximo ou o minimo de f na uniao dos intervalos em
questao.

Claramente s, e t, sao fungoes em escada e, uma vez que os subintervalos da particao
P, 11 estao contidos em subintervalos da particao P,, temos

Sn S Sn+1 € tn—l—l S tn
Vamos agora ver que
(11) lim max{t,(z) — s,(z): 2 €1} =0
n—o0

Isto é suficiente para provar a integrabilidade de f uma vez que

/1 b — /1 52 < vol(I) - max{ty (x) — su(x): x € I}.

Suponhamos que ([11]) é falso. Entdo existe [ > 0, uma sucessao crescente de naturais
ny <ng <...<ng<...euma sucessao r, de pontos em [ tais que

tnk(xk) - Snk(xk> >

Uma vez que I é compacto, a sucessao z; tem uma subsucessao convergente. Refazendo a
nossa escolha da sucessao crescente n; podemos assumir sem perda de generalidade que a
propria sucessao x converge. Seja y = limx,. Como f é continua em y, existe r > 0 tal
que

max{f(z): x € B.(y)} —min{f(x): x € B,.(y)} <

Mas para k suficientemente grande nao sé os pontos xy, como todos os intervalos da particao
P,, que os contém estao contidos em B, (y) e portanto

by, () — Sny (Tr) <1

o que ¢é uma contradicao. Isto conclui a demonstragao. U

O critério de integrabilidade dado pelo Teorema [21.2| nao é suficiente para verificar as
condicoes do Teorema de Fubini na maioria dos exemplos vistos acima. De facto, quando a
regiao de integracao nao é um intervalo, o integral é definido estendendo a funcao integranda
por 0 a um intervalo que contém a regiao de integracao. Mesmo que a fungao integranda
seja continua na regiao de integragao original, o prolongamento nao serd em geral continuo
no intervalo e portanto nao poderemos aplicar o Teorema [21.2] Vamos agora ver que a
integrabilidade num intervalo (limitado) fica garantida desde que a fungao (limitada) que
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estamos a integrar nao seja “demasiado descontinua”, isto é, desde que as descontinuidades
da fungao ocorram num conjunto de “volume n-dimensional negligivel”, conceito que iremos
agora definir.

Definicao 21.3. Um conjunto A C R" tem contetido nulo se para todo o € > 0 existe uma
familia finita I, ..., Iy de intervalos limitados de R™ tal que

(ii) Sor_, vol(I) < e.

A ideia da definicao anterior é que o conjunto A tem volume n-dimensional < € para
todo o € > 0 e portanto devera ter volume n-dimensional 0.

Nota 21.4. Note-se que o conceito de conteido nulo depende do espagco ambiente. Por
exemplo um rectangulo aberto em R? ndo tem conteido nulo (tente demonstrd-lo!) em R2,
mas o mesmo rectangulo visto como subconjunto de R® tem contetido nulo, como se verifica
facilmente.

Proposicao 21.5 (Propriedades dos conjuntos de contetido nulo).

(i) Se A C B e B tem conteido nulo, entdo A tem conteido nulo.
(11) Uma unido finita de conjuntos com conteido nulo tem conteido nulo.
(i) Se I C R™ é um intervalo limitado e f: I — R € uma fun¢ao integravel, entao o
grdfico de f, isto € o conjunto {(x, f(x)): x € I} C R™, tem conteido nulo.

Dem. A demonstracao das duas primeiras afirmacoes fica como exercicio. Dado ¢ > 0,
sejam s,t: I — R fungées em escada tais que s(z) < f(x) < t(z) para todo o z € [ e
J;t—[;s <5 (que existem porque f é integravel). Sendo {I;} os subintervalos de uma
particao de [ tal que s, sao constantes no interior dos intervalos [;. Temos entao que o
grafico de f sobre o conjunto U; int I; esta contido em

{(z,y) € R": 2 e U;int I;, e s(x) <y <t(x)}

que ¢ uma uniao de intervalos disjuntos com volume total menor que §.

Resta-nos cobrir o resto do grafico de f (a parte sobre a fronteira dos subintervalos ;)
por uma familia {J;,} de intervalos de R"*! com Y, vol(J;) < §. Como f ¢ limitada, existe
R > 0 tal que |f(z)| < R para todo o € I. Sendo F' = I \ U;int I; a unido das fronteiras
dos subintervalos I, fica como exercicio descrever uma familia {M}} de intervalos de R™
tais que F' C UpMy e ), vol(M},) < ;%. Podemos entao tomar J, = My x [~ R, R] O

Exemplo 21.6.

(i) O conjunto A = {(z,y) € R*: 2> + y* = 1} tem contetido nulo em R%. De facto A ¢é
a uniao dos graficos das fungoes continuas (e portanto integraveis) f,g: [—1,1] = R
definidas por

fl@)=v1—22  g(x)=—V1—2a2
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(ii) O conjunto B = {(z,y,z) € R*: 22 + y? + 22 = 1} tem conteido nulo, pois estd
contido na unido dos grdficos das fungoes f,g: [—1,1] x [—=1,1] — R definidas por

V1—22—y2 sex?+y*<1 V1—22—y2 sex?+y*<1
flx,y) = g9(z,y) =

0 sex? +y* > 1 0 sex? +y* > 1
que sdo continuas e portanto integrdveis (pelo Teorema .

Intuitivamente, qualquer subconjunto de uma familia finita de linhas compactas em R?
ou de superficies compactas em R? tem conteiddo nulo. De facto um tal conjunto pode
ser coberto por uma familia finita de graficos de funcoes continuas definidas em intervalos,
como no exemplo anterior.

E possivel (mas nao facil — tente-o!) demonstrar que um intervalo de R™ com interior
nao vazio nao tem conteudo nulo em R"™, tal como seria de esperar. Segue-se da Proposi¢ao
21.5(i) que se int A # @, entdo A nao tem contetido nulo.

Podemos agora enunciar um critério de integrabilidade que é suficiente para os nossos
propésitos.

Teorema 21.7. Seja I C R™ um intervalo e f: I — R uma funcao limitada. Se o conjunto
dos pontos de descontinuidade de f tem conteudo nulo, entao f € integravel em I.

Ideia da Demonstracdo. A ideia da demonstracao é muito semelhante a do Teorema 21.2
e Proposicao M(iii): Dado € > 0, precisamos de explicar como achar fungoes em escada
s,t: I — Rcom s(x) < f(x) <t(x)e [;t—[;s <e. Como félimitada em I, existe R > 0
tal que |f(x)] < R para todo o € I. Como o conjunto D dos pontos de descontinuidade
de f tem conteido nulo, podemos achar uma particao de I tal que a soma dos volumes
dos subintervalos cujo interior interseta D ¢ menor que ;5. Nesses subintervalos definimos
s(z) = —Ret(r) = R. O integral de t—s sobre a uniao destes subintervalos é portanto < 5.
No complementar do interior desses subintervalos, a funcao f é continua e o argumento na
demonstrac¢ao do Teorema mostra como escolher as fungoes s,t (sendo possivelmente
necessario refinar a partigdo de I) de tal forma que a diferenga entre os integrais de t e s
nos rectangulos em que f é continua seja menor que 3. O

Exemplo 21.8. Seja S = {(z,y) € R?: 22 +y* < 1}. Qualquer fungao continua f: S — R
é integravel em S. De facto, f é automaticamente limitada pelo Teorema de Weierstrass
e o conjunto dos pontos de descontinuidade do prolongamento por O de f a um intervalo
que contenha S estd contido no conjunto {(z,y) € R?: x? +y? = 1} (a fronteira de S) que
tem contetido nulo pelo Exemplo [21.6,

Mais geralmente, o argumento do exemplo anterior mostra que se S C R é um conjunto
cuja fronteira tem contetido nulo entao toda a fungao continua e limitada em .S é integravel
em S.

Nota 21.9. O critério de integrabilidade de Lebesgue estabelece que uma fungao limitada
f: 1 =R (com I CR" um intervalo limitado) € integrdvel sse o conjunto dos pontos de
descontinuidade de f tem medida nula. Um conjunto A C R™ tem medida nula se para
todo 0o € > 0 existe uma familia contavel de intervalos limitados I, tal que A C Ugly
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e Y po vol(Iy) < e. Recomenda-se aos alunos interessados que consultem [S] para uma
demonstracao deste resultado.

22. MUDANCA DE VARIAVEIS

Em Célculo 1, uma dos métodos bésicos para o calculo de integrais é a substituicao, ou
mudanga de varidaveis. Recorde-se que a substituigdo = = ¢(t) transforma o integral

/abf(:zr)d:v

97 (b)
[ senga

em

onde g é uma funcao diferenciavel, com ¢'(t) # 0, definida num intervalo cuja imagem
contém [a,b]. A mudanca de varidvel x = g(t) <& t = g '(x) deve ser vista como um
“dicionario” que nos permite traduzir qualquer coisa escrita em termos de x em algo escrito
em termos de ¢ (e vice-versa). Na férmula de mudanga de variavel o intervalo compreendido
entre g~1(a) e g71(b) é o intervalo [a, b] escrito em termos de ¢, a funcao f(g(t)) é a fungao
f(z) escrita em termos de t e, finalmente, ¢'(t)dt = %dt é “dx escrito em termos da varidvel
t.

Vamos agora estudar mudancas de varidaveis em integrais em multiplos. Estas sao ainda
mais importantes que em Célculo 1. As mudancas de variaveis sao agora utilizadas para
simplificar ndo sé a fungao integranda mas também (e até especialmente) a regigo de
integra¢ao, que ja nao é necessariamente um intervalo. Comegamos por ver um exemplo
antes de formular precisamente o conceito de mudanga de varidvel e enunciar o teorema de
mudanca de variaveis no integral.

Exemplo 22.1. Sendo S = {(z,y) € R?: 2? + y* < 1} vamos calcular o integral

// Va2 + y?dady
S

fazendo a mudanca de varidvel definida pela expressao

x =rcosf

y =rsenf
(portanto r € a distancia a origem de wm ponto do plano, e 6 € o angulo que esse ponto
faz com o eizo dos xx). A regido S, quando escrita em termos das coordenadas (r,0), €

simplesmente dada por 0 <r <1 e0 <60 < 2mw. Substituindo as expressoes para x ey em
fungao de (r,0), vemos que a fungdao integranda escrita nas novas varidveis € a fungao

Vr2ecos? 4 r2sen26 = r.
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Finalmente, tal como no caso da mudanca de varidvel em integrais de funcoes de uma
varidavel, € necessdario multiplicar a func¢ao integranda por uma funcao — o “factor de con-
versao de dreas” — que € dado por

Nz, y)| _ 8—f 8—“5 | cos@ —rsenf |
‘deta(rﬂ) = % % =1 send reoso |77

O integral nas varidveis (x,y) transforma-se no sequinte integral muito simples nas varidveis

(r,0):
2 pl 371
/ / rrdrdf = 2w {T—] = 2—7T
o Jo 3]y 3

E instrutivo tentar calcular o integral em coordenadas cartesianas e ver quao mais traba-
lhoso é!

Definigao 22.2. Uma transformacao de coordenadas (ou mudancga de coordenadas, ou
mudang¢a de varidvel) em R™ é uma aplica¢ao ¢: U — R"™, com U um subconjunto aberto
de R™, tal que:

(1) ¢ é de classe C*;
(2) ¢ é injectiva;
(3) det Dp(z) # 0 para todo o x € U.

A fungao
det Dp(x)
chama-se o Jacobiano da transformagao .

Nota 22.3. Veremos mais tarde que a definicdo anterior é equivalente a sequinte, que €
mais natural mas menos pratica: p: U — R™ € uma transformacdao de coordenadas se € de
classe C*, injectiva, V = p(U) € aberto e a fungdo inversa o=': V — U ¢é de classe C*.

Uma mudanca de variavel ¢: U — V = p(U) deve ser vista como um “diciondrio” entre
U e V. Em termos de variaveis xt € U CR" e y € V C R" temos

y=¢(@) ea=9"(y)
e as regras ¢ e ¢~ dizem-nos como traduzir qualquer objecto definido em Calculo (por
exemplo uma fungao, um limite, um integral) das varidveis x para y e vice-versa.
Vejamos alguns exemplos importantes.

Exemplo 22.4.

(1) Coordenadas polares. Trata-se da transformacao de coordenadas definida por
¢: ]0,+o0[ x ]0,27[ — R?, onde

o(r,0) = (rcosf,rsenb).
FEscrevendo (x,y) = ¢(r,0), temos

x =rcosf
y =rsenf
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e a trigonometria elementar torna claro que se (x,y) sao as coordenadas Fuclidianas
usuais, entdao r corresponde a distancia de (x,y) a origem, enquanto que 0 é o
angulo que o vetor (z,y) faz com o semi-eizo positivo dos xx.

Claramente, ¢ € de classe C', e a interpretacio geométrica de (r,0) torna claro
que a fungdo o € injectiva (e que a sua imagem € o aberto R*\ {(z,0): = > 0}).
Resta-nos verificar a condi¢do sobre o Jacobiano de p:

% % cosf —rsenf
9y 9y
7 senf) rcos6

det Dip(r,0) = = r(cos’ 0 +sen’0) = r,

que de facto mao se anula no dominio de . FEste valor do Jacobiano da trans-
formacao € necessdrio para mudar um integral duplo para coordenadas polares e
portanto deve ser memorizado. O mesmo se aplica ao valor do Jacobiano nos ex-
emplos que se sequem.

As coordenadas (r,0) chamam-se coordenadas polares e sdo particularmente tteis
quando € necessario descrever situacoes em que hd simetria de rotagao em torno
da origem. Por exemplo, o conjunto

S={(z,y) eR*: 1< 2* +9* <4,0<y<x}
corresponde em coordenadas polares ao intervalo
e 1(S) ={(r,0) €]0,400[ x]0,2n[: 1 <7 <2,0<6 < T} =[1,2[x]0,Z]

Isto € mais facilmente verificavel através da interpretagcao geométrica das coorde-
nadas (r,0), mas pode também ser visto através de substitui¢cao: nas coordenadas
polares a condigcdo 1 < 2% + y? < 4 transforma-se em

1< (rcosf)?+(rsenf)’ <4< 1<r<d4e1<r<2,
e a condigao 0 <y < x transforma-se em

0<rsenf <rcosf < 0 <senf) <costl < 0 <6< 7.

(2) Coordenadas cilindricas. Trata-se das coordenadas obtidas em R3 mantendo

uma das varidveis e passando as duas restantes para coordenadas polares. Por
exemplo, as coordenadas cilindricas em torno do eizo dos zz sao definidas pela
transformacgao de coordenadas

@: 10,400 x ]0,27[ x R — R?
dada por
o(r,0,z) = (rcosf,rsend, z)
ou, em termos de coordenadas, por
x =rcosf

y =rsenf

zZ =2z
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Novamente, a trigonometria elementar identifica r com a distancia ao eixo dos
zz € 0 com o angulo formado pela projecio do ponto (x,y,z) no plano xy com o
semi-eixo positivo dos xx.

E imediato que @ € de classe Ct e a interpretacio geométrica torna claro que ¢
¢ uma funcao injectiva com imagem R3\ {(x,0,2): x > 0,2 € R}. O Jacobiano da
transformacgao ¢ € dado por

cos) —rsenf 0

det Dp(r,0,z) = | senf rcosf 0 |=r
0 0 1

e portanto nao se anula no dominio de .

As coordenadas cilindricas adequam-se particularmente a descricao de situacoes
em que hd simetria de rota¢ao em torno de um eizo, que se manifesta na eliminacao
da varidvel 6 quando descrevemos o objecto em questao em coordenadas cilindricas.
Por exemplo, a regidao

S={(r,y,2) eER*: 2* +y* < 2 <2 — /a2 + 92}
fica em coordenadas cilindricas
0 1S)={(r,0,2) €]0, 400 x ]0,27[ x R: 7* < 2 < 2 —7}.

Isto significa que a intersecao de S com um semiplano vertical onde 6 € constante,
em termos das coordenadas (r, z) nesse semi-plano, € a regiGo

R={(r,2) €]0,+o0[ xR: 7* <2 <2 -1}

limitada pelo eivo dos zz, a pardbola z = r* e a reta z = 2 —r. Uma vez que

esta interse¢ao nao depende de 6, conclui-se que o solido S se obtém rodando a
regiao R num semiplano vertical em torno do eizo dos zz, ou seja, é a regido do
espaco limitada inferiormente pelo paraboléide z = x® + y* e superiormente pelo

cone z = 2 — \/x? + 2.

(8) Coordenadas esféricas. Fstas coordenadas consistem na distancia a origem jun-
tamente com as coordenadas usuais em geografia, nomeadamente a latitude e a lon-
gitude (embora as convengoes sejam geralmente diferentes das usadas nos mapas).
A transformacao de coordenadas é dada pela fung¢ao

@: 10, +oo[ x ]0,2x[ x |0, 7[ — R?
definida por

(0,6, 6) = (psen é cos, psen g sen 6, pos 6),
ou, em coordenadas,
x = psen ¢ cosf
y = psen ¢send
2z = pcos¢
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Geometricamente, p corresponde o distancia do ponto (x,y,z) a origem, ¢ € o
angulo (no intervalo |0, 7[) entre o vetor (x,y,z) e o semi-eizo positivo dos zz, e
0 € o angulo da proje¢io do vetor (x,y,z) no plano xy com o semieixo positivo
dos xz (no intervalo ]0,2w[). A coordenada 6 tem portanto o mesmo significado
que nas coordenadas cilindricas em torno do eizo dos zz e corresponde a longitude
(embora nos mapas o intervalo de variagao do angulo seja normalmente | — m, 7).
A coordenada ¢ corresponde a latitude (embora aqui o angulo seja medido a partir
do polo norte e nao do equador, como é habitual nos mapas).

Claramente ¢ é de classe C' e novamente a trigonometria elementar torna clara
a 1njectividade de p, bem como o facto de que a sua imagem consiste no conjunto
R3\ {(z,0,2): >0,z € R}. Quanto ao Jacobiano, temos

sengpcosf —psengsenf pcos@cosh
det Dp(p,0,9) = | sen¢send psen¢cosf pcospsend
cos ¢ 0 —psen o

= —p? (Sen3 ¢ cos® 0 + sen ¢ cos® psen?  + cos? ¢ sen ¢ cos? 6 + sen® ¢ sen? 9)
=—p° (Sen ¢ cos? 0 + sen ¢ sen? 9) = —p?sen ¢,

que nao se anula no dominio de .

Estas coordenadas sao particularmente apropriadas para descrever situagoes em
que hd simetria esférica, isto €, simetria de rotacdo em torno da origem. Por
exemplo, a regiao

S={(z,y,2): 1 <2*+y*+2*<4,2,9,2>0}
transforma-se no intervalo
e 1(S) ={(p,0,¢) €10,400[ x 10,27 x J0,7[: 1 < p<2,0<H<Z,0<p< I

Isto € claro a partir da interpretacao geométrica das coordenadas, mas pode também
ser visto por substitui¢ao das expressoes que definem as coordenadas (exercicio).

Nota 22.5. Por vezes € util considerar pequenas variacoes das coordenadas anteriores.

Podemos por exemplo considerar intervalos diferentes para a varia¢ao do dangulo 0 (de
comprimento 2w, claro), trocar o papel dos eizos (isto jd foi mencionado para as coorde-
nadas cilindricas mas pode também ser wutil para as esféricas), fazer uma translagio da
origem (se a simetria € de rotagdo em torno de um ponto que ndo € a origem), re-escalar
as coordenadas, etc.

Podemos agora enunciar o Teorema sobre mudanca de variaveis nos integrais multiplos.

Teorema 22.6 (Teorema de mudanga de varidveis). Sejam U,V abertos limitados de R™

e p: U — V uma transformagao de coordenadas. Seja A C V um conjunto e f: A — R
uma funcdo integrdavel em A. Entdo a funcao (f o )| det Dg| € integrdvel em o~ 1(A) e

[ (realand= [ s
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A férmula de mudanca de varidaveis pode ser escrita usando variaveis da seguinte forma.
Escrevendo

temos

O(xy,...,xy,) d‘r:/Af(y)dy,

Uma mneménica util para esta férmula é a seguinte:

[, fe) oo D230

e 0 '(A) ¢ aregiao de integracio A escrita em termos das varidveis x
e f(p(x)) é a fungao integranda f(y) escrita em termos das varidveis

Ay, , . e
e |det H’ dx é dy escrito em termos das variaveis x.
geey

A demonstracao do Teorema ¢ bastante elaborada. Mais tarde iremos dar uma breve
explicagao da férmula (em particular da ocorréncia do factor de conversao de volumes),
mas nao iremos sequer esbogar a demonstragao. Referimos os alunos interessados a [S]
para uma demonstracao deste resultado.

Nota 22.7. Um exercicio interessante consiste em verificar que a transformagao de coorde-
nadas esféricas pode ser obtida compondo duas transformacoes de coordenadas cilindricas.
Com efeito, seja ¢ a transformagao de coordenadas cilindricas vista no Exemplo |22.4):

o(r,0,z) = (rcosf,rsend, z) ,

em que (r,0,z) € ]0,400] x [0,27] x R. Podemos agora usar uma nova transformagao
de coordenadas cilindricas para substituir z e r por p = /22 +1r? e pelo angulo ¢ que é
formado pelo vetor (z,1) com o eizo das abcissas no plano zr:

= pcoso
r = pseno¢
0 = 0

Entao deverd ter-se p € 10,400 e, uma vez que r > 0, ter-se-d ¢ € 0, 7w[. A varidvel 0
mantém o dominio |0, 27[. Assim a equagao ¥ (p,0,¢) = (r,0, z) define uma transformagao
de coordenadas

1 110, 4+o00[ x ]0,27[ x |0, 7[ — R?

cujo Jacobiano satisfaz a condi¢ao |det D(p,0, )| = p. A transformagdo de coordenadas
esféricas vista no Exemplo|22.4 coincide com a composicao 1 o . O factor de conversao
de dreas a usar quando se utilizam as coordenadas esféricas num integral €, por isso,

|det D(4 0 9)(p,0,0)| = |det(Dy(r,0,2)Dp(p.0,0))|
= |det DY(r,0,z)det Dp(p, 0, )]
= rp=p’senog.

Vejamos alguns exemplos de aplicacao do Teorema [22.6
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Exemplo 22.8. Calcular o momento de inércia em relagao ao eixo dos xx da placa
S={(r,y) eR*: 0<w <y, 1 <a’+y* <4}

que tem densidade de massa dada pela fungao f(x,y) = 1.
A distancia ao eiro dos xx € a fungdio (z,y) — y*, pelo que temos a calcular

Lg://sny(x,y) dwdy://Sdexdy-

Em coordenadas polares a regido de integragao escreve-se 7 < 0 < 5 el <r < 2, logo o
integral transforma-se em

2 2 21— cos(26 2 11
I, —/2/ r? sen” 0 rder-/Q 1= cos(26) )dﬁ/ ridr = T —5

Exemplo 22.9. Escrever uma expressao para

//S f(z, y)dudy

S={(z,y) eR*:0< <1, -2 <y<z}

em coordenadas polares, onde

Temos que escrever a regiao S em coordenadas polares. Geometricamente € claro que o
dngulo 0 varia entre —7% e % (estamos a tomar |—n, 7| para intervalo de variagdo do dngulo
6 de forma a nao ter que dividir o integral em dois). Para cada 0 fizo, a distancia a origem
em S wvaria entre 0 e a distancia a origem do ponto da reta x = 1 que faz o angulo 6 com

0 semi-eizo positivo dos xx. Substituindo na equacao temos

r=1&rcosl=1r=

cos@’

logo o integral em questao escreve-se

/4 /COSG f(rcos@,rsen®)rdrdd .
-z Jo

I
Vamos escrever o mesmo integral na ordem de integracao oposta. Em S a coordenada r
varia entre 0 e a distancia a origem dos pontos (1,+£1), que € V2. E no entanto necessdrio
separar a soma sobre os pontos de S em dois integrais, porque o dominio de variagdo de 0
para v fivo depende do valor de v. Quando r estd em ]0,1], o dngulo 0 varia entre —7 e
T- Mas para r entre 1 e V2, 0 angulo varia de —7% a linha v =1 e novamente desta linha
até¢ 5. Temos que achar os pontos da linha v = 1 que estdo a distancia v da origem (para

rentre 1 e /2):

1
r=1&rcosf =1« 6 =+arccos—.
r
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Conclui-se assim que o integral é

Lort
/ / f(rcos@,rsen)rdddr +
0 J-7

V2 farccos% %
/ </ f(rcos@,rsend)rdd —i—/ f(rcos,rsen G)TdH) dr.
1 _

1

T arccos —
p

Exemplo 22.10. Calcular o centrdide do solido
V={(z,y,2) €ER*: /3(22+ 22) <y < V1 — 22 — 22},

Uma vez que a expressao que define V depende apenas de y e de v/ x?+ 22, que € a
distancia do ponto (x,y,z) ao eizo dos yy, € conveniente descrever V usando coordenadas
cilindricas em torno do eixo dos yy:

Tz =r7rcosf
y=y
z=rsend

Nestas coordenadas V' € definido pelas condi¢oes
\/§r§y§ V1—1r2,

e portanto V obtém-se rodando em torno do eixo dos yy a regiao compreendida entre a
semareta Yy = V3r e o arco de circunferéncia y = V1 —1r2. A trigonometria elementar
mostra que estas linhas se intersetam no ponto (r,y) = (3, 23) (alternativamente podemos
igualar as equagoes das duas linhas).

Por simetria, € claro que o centroide de V' estard no eixo dos yy, isto € que T =2 = 0.

Resta-nos portanto calcular

S

_ fffv ydxdydz
v= fffv ldxdydz

A expressao para o volume de V' (o denominador na expressao anterior) em coordenadas

cilindricas €
DR R
vol(V) = / / / rdydrdf
o Jo 3r

= 27r/0é (rﬂ— \/§7"2> dr

B 2v2-1 1
- "\ svz TaB)
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Vamos calcular o numerador na expressao para y usando coordenadas esféricas (tomando
para angulo ¢ o angulo com o eizo dos yy):

x = psen ¢ cosf
Yy = pcos¢

2z = psen ¢sen

A expressao para V. em coordenadas esféricas € muito fdcil de obter a partir da expressao
em coordenadas cilindricas.

De facto a coordenada 6 € igual em ambos os sistemas de
coordenadas enquanto que as restantes varidveis estao relacionadas pelas expressoes

r = psen ¢
Yy =pcos¢

Portanto nestas coordenadas esféricas, V' € descrito por

0<p<l, 0<o<3%
(uma vez que % = arctan \/Lg ), e consequentemente

27 1 z
/// y drdydz = / / /6 p cos pp* sen pdpdpdd
1% o Jo Jo
1 G

= 27?/ p3dp/ %sen 2¢do
0 0

- Qﬁ.l.l_% _ T
4 4 16

Conclui-se assim que o centroide de V' € o ponto
1
(f’ g? Z) = 07

0
2\/5—1 1 ’
16 (3_\/5 _ 73)

Exemplo 22.11. Sendo S = {(z,y) e R*: 1 <y < 2,2 <y <4dx,z >0,y > 0}, calcular

//S sen(zy)dzdy

usando uma mudanca de coordenadas apropriada.
A regiao de integracao pode escrever-se na forma

1 <zy <2,
o que sugere a mudanc¢a de varidvel

<

1§_S47

8
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A fungio o(z,y) = (zy,2) € claramente de classe C', e € fdcil ver que € injectiva como
funcao do primeiro quadrante para o primeiro quadrante. De facto, temos

w =1y Sy =,

e portanto

pelo que o' (u,v) = (\/%, \/uv). O Jacobiano de ¢ € dado por

| _2

Yy 1 | — )
|

Dot =) 2

logo nao se anula no primeiro quadrante (isto é também uma consequéncia de ¢ ter a
inversa de classe C' que determindmos acima, juntamente com a regra de derivacdo da
fungao composta). Conclui-se que ¢ é uma mudanga de varidvel do primeiro quadrante de
R? para o primeiro quadrante de R%. A regiio S escrita nas varidveis (u,v) € o intervalo

0 HS) ={(u,v) ER*: 1 <u <2 1<0v<4),
pelo que o Teorema[22.6 implica que
I(z,y)

//S sen(ay)dzdy — /1 ' ( /1 " sen(u) D du) .

Podemos calcular o Jacobiano da transformacao usando a expressao obtida acima para
(x,y) em funcio de (u,v), ou, alternativamente, notar que, pela regra de derivacio da
fung¢ao composta,

det

1
det ggx’y; = Ik
U, v uy
‘det o)
Vimos ja que

0 2

det (u’ U) = —y = 2'07
z,y)|

logo

4, 2 1
// sen(zy)dxdy = / (/ sen(u)—du) dv = (cos2 — cos 1) log 2.
s 1 1 2v

Vamos agora dar uma breve explicagao da férmula de mudanga de variaveis (Teorema
. Recorde-se primeiro de Algebra Linear que o significado geométrico do determinante
de uma matriz n x n, A, é o volume do paralelepipedo n-dimensional gerado pelas colunas
de A (com sinal positivo se o referencial correspondente tiver a mesma orienta¢do que a
base candnica e negativo caso contrario). Assim,

| det A| = volume do paralelepipedo em R" gerado pelas colunas de A.
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Nota 22.12. O significado preciso do pardgrafo anterior é o sequinte. Se escrevermos
[V1, .. 0n] = {tivr + ...+ tpv, ER™: ty, .. t, €[0,1]}

para o paralelepipedo n-dimensional cujas arestas sao os vetores vy,...,v, € R", es-
perariamos que qualquer no¢ao razodvel de volume n-dimensional tivesse as sequintes pro-
priedades:

(i) Sendo {ey,...,e,} a base candnica de R™, vol(ley,. .., e,]) = 1;
(i) vol([v1, ..., vs ..o 05, .. 0n]) = VOL([U1, .oy 0, oV U]);
(i7i) Dado o € R, tem-se vol(|awy, ..., v,]) = || vol([vy, ..., vn));
(iv) vol([vy, ..., v+ avj, ... 05, ..., 0,]) = vol([vr, ..., V..., 05, ..., U)]).

(Para se convencer da tltima propriedade faga um desenho em R?). Ora, por um lado,
¢ 1mediato das propriedades do determinante estudadas em /flgebm Linear que a funcao
R" x ---R"™ — Ry que a um n-tuplo (vi,...,v,) de vetores de R™ associa o mddulo do
determinante da matriz que tem v; como i-ésima coluna tem as propriedades (i)-(iv) acima.
Por outro lado, € possivel demonstrar que existe uma unica funcao com estas propriedades.

Seja entao ¢: U — V uma transformacao de coordenadas em R", AC Ve f: A—>R
uma funcao continua. Suponhamos que podemos aproximar o conjunto ¢~ '(A) por uma
uniao de intervalos I, ..., I, disjuntos. As imagens destes intervalos por (¢ aproximam o
conjunto A e portanto, pela aditividade do integral temos

[ s~ Z [, s

Se os intervalos [; forem muito pequenos, o mesmo sucederd com os conjuntos ¢(I;). Sendo
a funcao f continua, ela é aproximadamente constante em em cada conjunto ¢(I;) e entao
a soma acima ¢é aproximadamente

(12) Zvol(w(fi))f(yi%

com y; € ¢(I;). Sendo z; = ¢ (y;) o ponto de I; correspondente a 1;, o conjunto o(I;)
deve (desde que I; seja muito pequeno) ser aproximado pela imagem de I; através da
aproximagao linear de ¢ perto de z; dada pela derivada de ¢ em z;, que é,

x> Ly, (2) = y; + Dop(z:) (2 — z3).

O conjunto L,,(I;) é um paralelepipedo com arestas paralelas as colunas da matriz Dp(z;).
A relagao entre o médulo do determinante e o volume de paralelepipedos que referimos antes
diz-nos que devemos ter

vol(L,(1;)) = | det Dy(x;)| vol(1;)
Obtemos assim a segunte aproximagao para :

Z vol(Z;)| det Do (:)| f (p(xi)).
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E natural esperar que, a medida que o tamanho dos intervalos I; tende para 0, esta soma
se aproxime de

[, fCea]det Dot

Isto conclui o nosso argumento de plausibilidade para a férmula do Teorema [22.6, No-
vamente sugere-se aos alunos interessados que consultem [S] para uma demonstragdo do
Teorema.

Para terminar a nossa discussao do Teorema de Mudanca de Variaveis vamos fazer um
calculo 1til e algo surpreendente.

Exemplo 22.13 (Célculo do volume da bola de raio 1 em R"). Seja
By ={(z1,...,2p) €ER": 2+ ... +2a2 <1}

a bola de raio 1 em R™. Por definicao o volume n-dimensional é dado por

vol(B,) = / 1.

A projegio de B, no plano xixy é o disco unitdrio {(xy,z5) € R?: 22 + 22 < 1}, e 0
conjunto dos pontos de B,, que tém primeiras duas coordenadas (1, xs) neste disco é
{(z1, 29, 23,...,0,) ER": 25+ ... +22 <1—27 —23}.

Logo, o Teorema de Fubini garante que

/ 1= / / ldxs -« - dx,, | dridz
n {(z1,22)€ER?: 22+22<1} (@3,...,xn ) ER2: 23+ +32 <1—a?—22}

O integral dentro de paréntesis é o volume da bola de raio /1 — x? — 22 em R" 2. Efa”cz’l
ver (efectuando a mudanca de varidvel x — \z) que se dado A € RT e A C R* se definir
M = {\x: z € A} entio vol(AA) = N vol(A). Daqui se conclui que

vol(B,) = vol(Bp—2) (1 — 27 — 23) LS dxidz,.

/{(zl,mg)eRQ @2 4a2<1}

Mudando para coordenadas polares
T, =1 cosb
To = rsenf
este integral transforma-se em

(1-r?)% 7:1:2_%013 ).
20 ] e

n
A férmula anterior permite calcular os volumes de B,, por recorréncia a partir dos volumes
vol(By) = 2 e vol(By) = w. Para os primeiros valores de n obtemos
n ‘1‘2‘3‘4‘5‘6
2 3

dm | 7% E‘W_
VOI(BN)‘Q‘W‘ 3 ‘ 2 ‘ 15 | 6

2 1
vol(B,,) = / / vol(Bp_2)r(1—1?)2 "tdrdf = 27 vol(B,_,)
o Jo
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Nao é dificil demonstrar por inducao a validade da formula geral:

a2 ;
7 sen € par,

vol(B,,) =
o(n+1)/2(n=1)/2 ;.
———— sen € impar,
onde n!! =n(n —2)---3-1. Note-se que

lim vol(B,) = 0.

n—oo

Isto quer dizer, em particular, que a medida que n tende para infinito o volume de uma
bola n-dimensional de raio 1 € negligivel face ao do (hiper)cubo [0,1] x --- x [0,1]. Isto
¢ a primeira vista surpreendente, mas torna-se menos surpreendente se pensarmos que a
diagonal do hipercubo unitdrio em R™ mede /n.

23. REGRA DE LEIBNIZ

Ocorrem frequentemente nas aplicacoes fungoes definidas por integrais que dependem de
parametros, isto é por expressoes da forma

gp(t):/Af(x,t)d:v.

Uma tal expressao diz-se um integral paramétrico. Vamos agora ver condi¢oes suficientes
para a continuidade e diferenciabilidade de tais fungoes.

Proposicao 23.1. Seja A C R™ um compacto tal que OA tem conteido nulo, e U C R™
um aberto. Seja f: A x U — R uma fungao continua e p: U — R a funcdo definida pela
eTpressao

(1) = / f (. )d.
Entao

(i) A fungdao ¢ € continua em U.
(ii) Regra de Leibniz: Se % existe e € continua em A x U, entio 22 existe em U e

ot
9o .« _ [ Of
8ti(t)_[48ti(x’t)dx'

Note-se que todas os integrais que aparecem no enunciado anterior estao bem definidos
pois o Teorema [21.7] garante que as fungoes continuas sao integraveis em A.

Exemplo 23.2. Seja ¢: R — R a funcao definida por

1
go(t):/ e dx.
0

Entao a regra de Leibniz garante que ¢ € diferencidvel e

1
@’(t):/ 226 da.
0
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Exemplo 23.3. Seja ¢: R — R a funcao definida por

o(t) = // ") dady
{(z,y)ER?: x24+y2<t2}

Vamos achar uma expressao para a derivada de .
O integral pode ser expresso em coordenadas polares da sequinte forma:

t 2m t
o(t) = / </ e”zrdﬁ) dr = 27?/ re™ dr.
o \Jo 0

Neste integral paramétrico ha dependéncia do parametro nao apenas na fungao integranda
mas também na regiao de integracao, pelo que nao se pode aplicar diretamente a regra de
Leibniz. Este (e outros problemas semelhantes) podem ser resolvidos recorrendo d regra da
cadeia. Definimos a funcao

P(u,v) = 27?/ re’ dr
0

que “separa” a dependéncia do parametro em duas componentes distintas — a regiao de
integracao por um lado, e a fungao integranda por outro. Claramente,

o(t) =¥, t).
Logo, desde que 1) seja diferencidvel, temos, pela regra da cadeia,
o o

13 "(t) = ==(t,t) + =—(¢,1).
(13) (0= 52018 + S (1,1
A derivada parcial de ¢ em ordem a u existe pelo Teorema Fundamental do Cdlculo:

0

G_i(u’ v) = 2rue’™.
A derivada parcial de ¢ em ordem a v existe e pode ser calculada pela regra de Leibniz:

oY

—(u,v) = 27T/ et dr
v 0

Como ambas estas fungdes sao continuas (para a continuidade da seqgunda usamos a con-
tinuidade do integral paramétrico), a fungdo v € diferencidvel, e conclui-se entao que ¢ €
diferencidvel e, por ,
t
o (t) = 2nte’” + 27?/ et dr.
0

A demonstracao da regra de Leibniz é uma consequéncia simples do seguinte resultado
fundamental que estd também na base da demonstra¢ao dos Teoremas e 217

Teorema 23.4 (Teorema de Heine-Cantor). Seja A C R"™ compacto e f: A — R™
continua. FEntdao f € uniformemente continua em A, isto €, para todo o € > 0 existe
d > 0 tal que para todos os x,y € A com ||z —y|| < 0 se tem ||f(z) — f(y)] <e.
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Dem. Suponhamos que a conclusao nao ¢é valida. Entao existe € > 0 tal que para todo o
6 > 0 existem pontos z,y € A com ||z —y|| < 6 e ||f(z) — f(y)| > e. Tomando § = +
podemos assim escolher sucessoes x, yr, em A com |z — yil| < 1 e [[f(zr) — flye)|| > e
Como A é compacto, a sucessao xj tem uma subsucessao xj, convergente para um ponto
a € A. Uma vez que a distancia entre xz; e y; tende para 0, conclui-se que a subsucessao
Yk, converge também para a. Mas f é continua em a e portanto temos

lim || (ex) — ()]l = [1£(@) = Fla)]] =0,

o que contradiz que a desigualdade || f(xx,) — f(y,)

g

Nota 23.5. E instrutivo comparar a defini¢ao de continuidade uniforme de f num conjunto
A com a continuidade de f em todos os pontos de x € A. A primeira condi¢do € mais
forte. Dado € > 0, a continuidade para todo o x permite encontrar §, dependendo de x
tal que ||z —y|| < § = |f(z) — f(y)| < e. A continuidade uniforme permite encontrar ¢
que € independente de . A continuidade uniforme diz assim que a funcao “é continua da
mesma maneira em todos os pontos de A”.

Um exemplo de uma funcdao que € continua mas nao uniformemente continua € a funcao
f: R — R definida por f(x) = x*. Mais geralmente, uma funcao diferencidvel num
intervalo de R € uniformemente continua nesse intervalo sse a sua derivada € limitada
nesse intervalo (exercicio).

Dem. da Proposicao |235. 1,

(i) Queremos ver que o integral paramétrico ¢ é continuo num ponto qualquer ¢t € U
dado. Podemos escolher » > 0 tal que o compacto B—() C U. A fungao f(x,t) é
continua no compacto A x B, ( ) logo, pelo Teorema de Heine-Cantor, para cada € > 0
podemos escolher § > 0 tal que para todos os z € A e s € B,(t) temos

|f(z,t) = f(z,8)] <e€
Mas entao

lo(t) |—/fxtd:c—/fxsdx

0 que mostra que cp e continua.
(ii) A derivada parmal £ do integral paramétrico em ¢t € U é, por defini¢ao, escrevendo
e; para o 1-ésimo vetor da base candnica de R™,

Oy ot hé’z’) — (1)
ot, o) = zlfi%

B fle—hez — f(z,1)
o h—>0/ dr.

Para provar a regra de Leibniz precisamos de comparar o integral na ultima linha
com f A 5 (x,t)dz. Pelo Teorema de Lagrange, para cada x € A, existe , entre O e

/\fxt (x S)\dm</e—evol(A),
A
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tal que
flo,t+he) — f(z,t)  Gh(at+&e)h W iiee
h B h ot o
Logo,
f(z,t+ he;) — f(z,t)  Of af of
I ~ o0 = g W &e) - @)
Como gg é continua, o Teorema de Heine-Cantor garante que, para h suficientemente

pequeno, podemos tornar esta ultima quantidade menor que um qualquer e dado.
Para esses valores de h teremos

flz,t + he;) — f(z,t) of
/A h dx — /Aatz (z,t)dx

< evol(A),

e portanto

) h’z_ 5 8
;{L“a//{f(m )= Jw.),, af(“)d

conforme queriamos demonstrar.

24. INTEGRAIS DE LINHA DE CAMPOS ESCALARES

Definicao 24.1. Uma curva C C R" € a tmagem de um caminho, ou seja, de uma fun¢ao
continua g : I — R”, onde I C R é um intervalo. Se o caminho é injetivo entdo diz-se
uma parametrizacao de C. A curva diz-se regular simples se admite uma parametriza¢ao
de classe C' cuja derivada ndio se anula.

Definicao 24.2. Seja C' C R™ uma curva reqular simples parametrizada por caminho de
classe C1 g: [to,t1] — R™. Define-se

(14) / = / Flg)llg (1)t

Nota 24.3. Note-se que o integral so esta definido para curvas requlares simples com-
pactas. FEsta definicao pode ser estendida a curvas seccionalmente regulares compactas,
ou seja, curvas que podem ser decompostas num niumero finito de curvas requlares simples
compactas. Efrequente usar-se a notacao

/Cfds

para o integral de um campo escalar numa curva (ds representa o “comprimento de arco”).

O integral de campos escalares em curvas tem todas as aplicagoes habituais dos integrais.
Pode ser usado para calcular comprimentos, médias de fungoes, o centrdide, a massa ou
carga total integrando uma densidade de massa ou carga, o momento de inércia em torno
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de um eixo, o centro de massa, etc... As férmulas sdao as habituais. Por exemplo, o
comprimento de uma curva C' é
I(C) = / 1,
c

a coordenada ¢ do centréide é dada por
L

Ji_i—ma

o momento de inércia em torno do eixo L é dado por

[L:/fd%>
C

onde f é a densidade de massa e dj, é a distancia ao eixo L, etc...

Exemplo 24.4. Calcular a massa do arco de pardbola
C={(r,y) eR*:y=2?0<z<1}

sabendo que a densidade de massa é dada por f(x,y) = x.
Uma parametrizagao para C é dada por g: [0,1] — R? definida por g(x) = (z,2?%).

Temos ¢'(x) = (1,2z) e ||¢'(x)| = V1 + 422.

Logo, a massa é

1
/x:/ V14 da?dy = | ———F5—
C 0 5 12

(1+4x2)3]1 551

Exemplo 24.5. Calcular o comprimento da curva parametrizada por g(60) = (cosf,sen @, 0)
com 0 <0 < A4r.
Temos ¢'(6) = (—senf,cosf, 1) e ||g(0)|| = Vcos2 0 +sen?d + 1 = /2. Logo, o compri-

mento é dado por
4m 4m
/ 1 :/ 19/(0)]d6 :/ V30 = 473
c 0 0

Este valor pode ser confirmado pensando da sequinte forma: o comprimento é o dobro do
comprimento da curva descrita quando 0 varia entre 0 e 2w. FEsta ultima é uma hélice
wscrita num cilindro de raio 1 em torno do eizo dos zz que dd uma volta completa em
torno do eizo dos zz. Se desenrolarmos o cilindro de forma a obter um quadrado de lado
27, a curva desenrola-se na diagonal do quadrado que tem comprimento 2mv/2.

Nota 24.6. O comprimento de uma linha C' € dado por fc 1. Sendo g: [to,t1] = C uma
parametrizacao, o comprimento de C' € dado pela expressao

t1
[ g lar
to

Se pensarmos em g(t) como a posi¢ao de uma particula no instante t, ||g'(t)|| € a magnitude
da velocidade instantanea e o integral acima, que é o integral da velocidade em ordem ao
tempo, dad o espaco percorrido pela particula.
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O integral de campos escalares tem as propriedades habituais de um integral que agora
relembramos. O ultimo item na lista abaixo nao é, em rigor, uma propriedade do integral
mas sim a verificagdo de que a definicao de integral faz sentido! De facto, se o nimero
obtido na férmula dependesse da parametrizacao g nao estariamos verdadeiramente a
definir um valor associado apenas a C' e f.

Proposicao 24.7 (Propriedades do integral de campos escalares em curvas). Seja C' C R™
uma curva reqular simples compacta, e f,k: C — R fungoes. Entao:

(i) (Linearidade) Para cada o, 3 € R, temos fc af + gk = afcf + chk
(i) (Monotonia) Se f <k, entio [ f < [, k.
(iii) (Desigualdade triangular) | [, f| < [ |f]-
(w) (Aditividade) Se C = C1UCy e Cy N Cy € finito entdo [, f = fCl f+ f02 f
(v) (Invariancia por reparametrizacio) Se g : [to,t1] — R™ e h: [sg,s1] — R™ sao duas
parametrizacoes de classe C* de C, entdo

/f Ng'@®)lldt = /f NIIR (s)]|ds .

Dem. da Proposi¢ao[24.7(v). As parametrizacoes g e h sdo funcdes injectivas. A fungao
que “traduz” do parametro ¢ para o parametro s é a fungao ¢: [to, t1] — [So, 1] definida
por
s=0o(t) =h""(g(1)

Claramente ¢ é uma funcao injetiva (porque é a composta de duas fungoes injetivas), mas
nao é claro que seja de classe C' (nao se pode invocar a regra de derivacao da funcao
composta porque h™! s6 estd definida numa curva, que nao é um aberto de R"). Assim
que demonstrarmos que ¢ é de classe C!, a sua funcao inversa ¢! = g~ o h também o

serd (é da mesma natureza) e portanto ¢ serd uma transformacao de coordenadas em R.
Vamos adiar a justificacao que ¢ é C! e fazer a mudanga de varidvel s = ¢(t) no integral

/f DR (s)]lds.

Como ¢~ ([so, s1]) = g7" (h([s0, 51])) = g7(C) = [to, ta] e f(R((2))) = f(R(h7(9(1)))) =
f(g(t)), obtemos

(15) [ ]f(g(t))Hh’(sb(t))llW(t)!dt-

to,t1
Por outro lado, uma vez que h o ¢ = g, a regra de derivacao da funcao composta diz-nos
que

g'(t) = W(e(t)d' ().
Substituindo na equacao obtemos a expressao pretendida.

Resta-nos justificar que a funcao ¢ = h=' o g é de classe C'. Para tal notamos que
dado t* € [to,t1] e definindo s* = ¢(t*) podemos assumir sem perda de generalidade
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que h)(

) # 0. A funcao F(t,s) = hi(s) — ¢i(t) é claramente de classe C! e satisfaz
F(t,s") =

s
)
aF * * *
25 (157 = hi(s") # 0.
Desta forma, podemos escrever as solugoes da equagao F'(t,s) = 0 numa vizinhanga do
ponto (t*, s*) na forma s = ¢(t), onde a fungdo ¢ é de classe C' e coincide necessariamente
com h~tog. O

25. INTEGRAIS DE LINHA DE CAMPOS VETORIAIS

Um campo vetorial em R™ é uma fungao F:U — R" com U C R". Uma maneira de
visualizar um campo vetorial (quando n = 2 ou 3) é desenhar para alguns pontos z € U
um vetor F(z) com origem em z.

Os campos vetoriais surgem frequentemente na Fisica como modelos para campos de
forgas, como por exemplo os campos graviticos, eléctricos ou magnéticos, para os quais a
visualizacao indicada acima faz todo o sentido.

Vamos agora definir o integral de um campo vetorial ao longo de uma curva (variedade-
1). A ideia geométrica da definigao é que o integral calcula a “soma das contribuigoes de F
segundo a curva” ou, mais precisamente, é o integral do campo escalar que associa a cada
ponto z da curva a componente tangente do vetor F (). Para calcular essa componente
tangente € necessdrio escolher um sentido no qual a curva € percorrida (a componente
tangente difere num sinal consoante o sentido). Se escrevermos 1?(x) para um vetor tangente
a curva em x, unitdario, que aponta na direcao em que estamos a percorrer a curva, a
componente tangente de F(z) é

F(x) - i{x)
Seja g: [to, t1] — C uma parametrizagao de C. Entao
- g'(t)
) = 50

com sinal positivo ou negativo consoante g(t) percorre a curva C' no sentido pretendido ou
no sentido contrario. Portanto

[ F) o) == [ Flgto)- @n%ﬂw:i/iw@»ﬂWt

to lg' (@) to

E esta a férmula que utilizamos para definir o integral de um campo vetorial.

Definicao 25.1. Seja C' uma curva reqular simples compacta em R"™, e suponhamos
que foi escolhido um sentido no qual C' deve ser percorrida. Se g: [to,t1] — C € uma
parametrizacio de classe C1, definimos

(16) /Cﬁ-dfzi/tlﬁ(g(t)) g (t)dt

em que o sinal é + se a parametrizagao percorre C no sentido pretendido e — caso contrario.
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Nota 25.2. Para que a expressao no termo direito faca sentido, nao é necessdrio
que g seja uma parametrizagdo de uma curva reqular simples. Basta que g: [to,t;] — R”
seja uma fungdo continua e seccionalmente C* (o que significa que existe uma particdao
de [to,t1] numa familia finita de subintervalos em cada um dos quais g € continuamente
diferencidvel). Uma tal fun¢ao g diz-se um caminho seccionalmente regular e a sua imagem
nao € necessariamente uma curva reqular simples (pode auto intersetar-se e conter pontos

nos quais nao hd reta tangente). Define-se o integral de linha de um campo vetorial F a0
longo do caminho seccionalmente regular g pela expressao

e € costume denotar este valor por

/ﬁ-df
C

com C a imagem do caminho g. Esta notagao é abusiva porque C' nao determina o caminho
g (mesmo a menos de reparametrizagdo), mas é standard.

Nota 25.3. O significado fisico de fcﬁ -dr € o trabalho realizado pelo campo de forcas
F sobre uma particula que percorre a trajectoria C' no sentido dado.

Exemplo 25.4. Sendo C = {(z,y) € R2: 22 + %> = 1} e F(x,y) = (z — y,22), calcular

/ﬁ-df,
C

onde C' € percorrida no sentido hordrio.

Uma parametriza¢ao para C € dada por g(t) = (cost,sent) com 0 < t < 27. Temos
g'(t) = (—sent,cost). A parametrizagao percorre C' no sentido contrdrio ao pretendido
portanto

2w
/(m —y, ) - di = —/ (cost —sent,cos’t) - (—sent,cost)dt
c 0
2
= —/ —sentcost+sen’t + cos’ t dt = —.
0

Exemplo 25.5. Calcular o trabalho realizado pelo campo de forcas ﬁ(x,y,z) = (2,2,1)
sobre uma particula que percorre o segmento de reta que une (0,1,0) a (1,2,3).
Uma parametrizacao para o segmento de reta é dado pela expressao

g(t) = (0,1,0) +£((1,2,3) — (0,1,0)) = (£, 1 +£,3t), com0<t<1.
Temos

gl(t) = (17 1a3) )
e portanto

=

1 1
:/0(2,3t,1)-(1,1,3)dt:/0 243t +3dt =543 =13

/ﬁ-d
C
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O integral de linha de um campo vetorial tem as propriedades habituais de um integral.

Proposicao 25.6 (Propriedades do integral de linha). Seja U C R"™ um aberto, sejam
F.G: U — R" campos vetoriais continuos, e seja C a imagem de um caminho seccional-
mente reqular g: [a,b] — U. Entao:

(i) (Linearidade) Dados o, f € R tem-se [, (aﬁ+,@é> dr' = afcﬁ-df’+ﬁfcé-df'.

(11) (Aditividade) Se ¢ é tal que a < ¢ < b, g1 € a restrigio de g a [a,c|, g2 € a restricao
de g a[c,b] e Cy,Cy sdo as imagens de g1 e gy (de forma que C' = Cy; U Cy) entao

/ﬁ-dfz/ ﬁ-d?+/ F.r
C Cq Co

(i1i) (Desigualdade triangular) ‘fcﬁ -dr| < [, |F|| (onde o integral do lado direito é o

integral do campo escalar || F)| ).

(iv) (Invariancia por reparametrizag¢io) Se ¢: [c,d] — |a,b] é uma funcdo bijectiva, de
classe C', cuja derivada ndo se anula, e h: [c,d] — U € o caminho definido por
h = go ¢, entao

/ Flg(t)) - o/ (t)dt = + / F(h(s)) - I (s)ds

onde o sinal é + se ¢'(t) > 0 (e portanto os caminhos g e h tém a mesma orientagdo)
e — se ¢'(t) <0 (e portanto g e h tém orientagdes opostas).

Dem: Exercicio. Para provar a tltima propriedade basta fazer a mudanca de variavel
s = ¢(t) no integral respeitante ao caminho h. Note-se que se ¢'(t) < 0, temos ¢~ (c) = b
e ¢7'(d) = a, o que justifica o sinal negativo. O

A aditividade do integral é frequentemente usada quando o caminho de integracao se
separa naturalmente em varios trogos. Seria entao aborrecido escrever uma parametrizagao
para o caminho inteiro - seria uma funcao definida por ramos. Vejamos um exemplo.

Exemplo 25.7. Calcular o trabalho realizado por ﬁ(x,y) = (y + zy,2%) ao longo da
fronteira do triangulo {(z,y): v,y > 0, x +y < 1} percorrido no sentido anti-hordrio.

Escrevendo Cy = {(z,0) e R*: 0 < x <1}, Cy = {(z,y) eR*: z+y=1,2 > 0,y > 0}
e C3 ={(0,y) € R*: 0 <y < 1} para os trés lados do triangulo, temos

/ﬁ-dfz/ ﬁ-d?+/ ﬁ-dF+/ F.dr.
C Cq Co Cs

Uma vez que F(x,0) = (0,22) € perpendicular ao caminho C., e F(0,y) = (y,0) ¢ perpen-
dicular a C3 vemos que
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Uma parametrizacao de Cy € dada por g(t) = (1,0) +¢((0,1) — (1,0)) = (1 — t,t), com
0 <t <1. Logo, o trabalho é dado por

/ﬁ-df = /ﬁ-df
C Co
1_» 1
_ /F(l—t,t)~(—1,1)dt:/(t+(1—t)t,(1—t)2)~(—1,1)dt
01 0 X
= /—2t+t2+1—2t+t2dt:—§.
0

26. CAMPOS GRADIENTES E CAMPOS FECHADOS

Vamos agora ver a primeira metade do Teorema Fundamental do Célculo para integrais
de linha de campos vetoriais. Embora fundamental, este resultado é uma consequéncia
imediata da definicao e da Regra de Barrow de Calculo 1.

Teorema 26.1 (Regra de Barrow). Seja p: U — R uma fungdo de classe C' e F= V.
Se g: [to,t1] — U € um caminho seccionalmente reqular com ponto inicial g(tg) = A e
ponto final g(t1) = B entdo

[ B =B - o)
(onde C' denota a imagem de g).
Dem. Por definicao

[Far= | " Foe)) - g (t)dt = / " Velgt) - o ()t

Mas pela regra de derivagao da funcao composta temos
d
Vielg(t) - 9'(t) = - ((9(1))) -
Logo, o integral acima ¢é

| oo d = olo(t)) = platta)) = #(B) =~ o().

onde na primeira igualdade usamos a regra de Barrow de Calculo 1. U

Um campo vetorial F que é o gradiente de uma funcao escalar ¢ diz-se um campo
gradiente, e uma funcao ¢ tal que F = Vi diz-se um potencial escalar para F. Em termos
fisicos, o Teorema diz que se Féo gradiente de uma funcgao potencial, o trabalho
realizado por F sobre uma particula é igual a diferenca de potencial entre os pontos final
e inicial da trajectoéria.

O Teorema diz-nos, em particular, que o integral de linha de um campo gradiente
depende apenas das extremidades do caminho em questao. Um campo vetorial com esta
propriedade diz-se conservativo.
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Exemplo 26.2. Um campo vetorial constante num aberto de R™ é conservativo. Consid-
eremos por exemplo o campo vetorial F(x,y,z) = (1,3, —2). Para ver que F € conservativo

—

basta achar um potencial escalar para F', ou seja uma solug¢ao do sistema
9 =1

9o — 3

92 — _9

E imediato reconhecer que

o(x,y,z) =x+ 3y — 2z
é uma solugao do sistema (em breve iremos ver como calcular um potencial de forma mais
metddica), logo F ¢ conservativo.

Na realidade, os conceitos de campo conservativo e gradiente sao equivalentes. Enunci-
amos aqui este resultado (que forma parte do teorema fundamental do célculo para integrais
de linha), mas adiamos a demonstracao até a préxima secgao.

Teorema 26.3. Seja U C R™ um aberto e F:U =R um campo vetorial continuo. Entao
as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(i) F é um campo conservativo.
(i1) f o F-di=0 para todo o caminho seccionalmente reqular fechado (isto €, com o ponto
inicial igual ao ponto final) em U.
(iii) F é um campo gradiente.

Quando um campo vetorial Fé conservativo, o Teorema simplifica o céalculo de
integrais quer porque o reduz a determinacao de um potencial escalar para F , quer porque
permite o célculo do integral ao longo de um caminho mais conveniente com as mesmas
extremidades. B por isso importante ter um critério eficiente para determinar se um campo
vetorial é ou nao um gradiente.

Uma condigao necessaria para que um campo seja gradiente é-nos dada pelo Lema de

Schwarz (Teorema [13.5). Por exemplo, suponhamos que F: R? — R2 ¢ um campo gra-
do Oy

diente de classe C!. Isto significa que (Fy, Fy) = <%, a_y) para alguma funcao potencial

(necessariamente de classe C?) p: R? — R. Entdo, pelo Lema de Schwarz, temos
8F1 . 02@ N 8230 B aFQ
dy  Oydx 0xdy Oz

Definicao 26.4. Seja U C R™ um aberto. Um campo vetorial F = (F1,...,F,):U—=R"
diz-se fechado se para todo 01 <1 < j <n setem

OF, OF,
(995]- n 8]31 .

Proposicao 26.5. Seja U C R™ um aberto e F:U = R" um campo vetorial de classe C'.
Se F' é um campo gradiente, entao F' € fechado.
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Dem. Se F = V entao temos

oF, 0 (8@) oAl P 0 (8_(,0) OF;

dr; 8_33] or, ) 0z ;0x; - O0x;0x; "~ O Ox;

g

Nota 26.6. O critério anterior dd-nos uma condi¢Go necessaria para que um campo Seja
gradiente. Veremos mais adiante que nao € suficiente, isto €, que existem campos fechados
que nao sao gradientes.

Note-se ainda que “praticamente nenhum” campo € fechado, no sentido em que se es-
CTevermos uma exrpressao ao acaso para um campo, a probabilidade de produzir um campo
fechado é extremamente pequena (seria 0 se consegquissemos realmente escolher o campo
ao acaso). Por maioria de razio, o mesmo se aplica a campos gradientes. Dito de outro
modo, os campos gradientes (ou seja, primitivaveis) sao muito escassos, e portanto “es-
peciais. Nao seria de esperar que se pudesse aplicar o Teorema [20.1 muitas vezes para
calcular integrais mas, na realidade, muitos dos campos de forcas mais importantes em
Fisica (o campo gravitacional, o campo eléctrico) sao conservativos, pelo que a regra de
Barrow € bastante til.

Exemplo 26.7. Determinar quais dos sequintes campos vetoriais sao conservativos e, em
caso afirmativo, calcular um potencial escalar para o campo.

(1) F: R = R? definido por F(z,y,2) = (y+ 2, z, & + yz).
Vamos ver se F' € fechado:

OF, 0 o, . OF

- = — :1:— = —
o oy WA 5 (&) = 5.

OF 0 0 Ny
E—az(iﬂr'z)—l— (r+yz) = o
oF, 9 9 Ry

Zre 7 -1 - =

dx

Conclui-se que F nio ¢ fechado e portanto nao é conservativo.
(2) F: R? — R? definido por F(z,y) = (22 +y,x — y).
Uma vez que
OF _ | _oF,
oy ox

o campo F' € fechado. O campo F' € um gradiente se e so se é possivel resolver o
sistema de equacoes

0
a7 {55_”52“’

o5 _ . _
ay_z Y
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Recorde-se que a derivada parcial em ordem a x é a derivada da fun¢ao de x que se
obtém fixando y (ou seja, “tomando y como uma constante”). Resolver a equag¢ao
Oy

—_— = 2
ox Ty

consiste portanto em escolher, para cada y, uma primitiva para a funcdo de x
definida por x — x* +y. Uma solugdo é
3
x

o(x,y) = 5 Ty

Ha no entanto outras solucoes, porque para cada y podemos somar a esta primitiva
uma constante. Nao hd no entanto razao para que a constante que somamos seja
a mesma para todo o y. Escrevendo A(y) para a constante de integra¢ao para um
dado y obtemos

%) 3

3y — Uy e ey =5 +ay+ Aly),

e substituindo na sequnda equagdo de (17) obtemos

o (23 , ,
—<—+xy+A<y>) —r—yort A —r—yo Aly) = —y.

oy \ 3
Assim,
y?
A(y):—EnLC’ com C e R,
e concluimos que por exemplo
23 y?
pla,y) =5 +ay— 5

¢ um potencial para F', e portanto F' é conservativo.

Exemplo 26.8. Mostrar que F': R® — R3 definido por F(z,y, z) = (2x + 2™, 2,y + xe®?)
¢ um campo gradiente, e aproveitar para calcular o integral de F ao longo do caminho
g:0,27] — R3 definido por g(t) = (tcost,tsent,t).

Para mostrar que F é um gradiente temos que achar um potencial escalar, ou seja,
resolver o sistema

op __ Tz
gx =2x + ze
oy __

ay_Z

O

% =Y+ xe”
A primeira equacao € equivalente a

onde A(y, z) € uma fungdo qualquer de classe C'. Substituindo na sequnda equagdo obtém-
se

o, DA
3 (2 + e+ Ay, 2)) =2 & 9y —* & Ay, 2) = yz + B(2)
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Finalmente, substituindo
o(x,y,2) = 2%+ e +yz + B(2)

na ultima equacao temos

9]
% (2 + e +yz+ B(2)) =y +2e” & xe” +y+ B'(2) =y +2e” & B'(z) =0.

Conclui-se que um potencial escalar para F ¢ dado por

o(r,y,2) =2 + ™ +yz
(0s outros potenciais diferem deste numa constante). Pela Regra de Barrow, o integral de
F ao longo do caminho g é dado por

#(9(2m)) = @(9(0)) = p(27,0,27) — (0,0,0) = d4n° + '™ — 1
Exemplo 26.9 (Um campo radial é conservativo). Um campo radial é um campo
F:R"\ {0} > R"
que no ponto (x1,...,x,) tem a dire¢cio da reta que une o ponto & origem (isto é a dire¢ao
do vetor (z1,...,x,)) € cuja magnitude depende apenas da distancia a origem.

Escrevendo €, para o versor radial — um vetor unitdrio que aponta na direcdo oposta a
da origem — temos a expressao

. (X1, ..., 2)

T Tn
€r = = PR )
(1, )l Va4 a2 Va4 a2

e escrevendo r = /23 + ...+ x2 para a distancia & origem, concluimos que um campo

radial é um campo vetorial F: R™\ {0} que pode ser escrito na forma

—

Flzr,... ) = f(r)é, = f(r) (%x—"> .

r
Para verificar que um tal campo é conservativo podemos achar um potencial. Temos que
resolver a equagao

Vo=F
para a incdgnita ¢: R™"\ {0} — R, ou seja o sistema

0
% = fir)z

o .
e = f(r)

Uma vez que

or 1 _1 T
cada equacgao do sistema acima € da forma
0¢ or
= f(r)
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Sendo V (r) = [ f(r)dr uma primitiva da fungdao f: 10, 4o00[ — R, temos
9, 5 S\ O x;
o (V( x1+'“+x”))_V<T)8wi_f(r)r'

gb(xl,...,xn):V( x%—t——l—x%)

Conclui-se que

¢ um potencial para F.
Um exemplo concreto € o campo gravitacional de uma massa pontual M, que de acordo
com a lei da gravitacao universal de Newton é dado pela expressao

o, GM
F(:B,y,z) = - ’]"2 er

(com G a constante de gravita¢ao universal). Uma vez que

/_GM GM

dr = ,

r2 r
temos a sequinte expressao para o potencial gravitico:
GM

Vir) ==

27. TEOREMA FUNDAMENTAL DO CALCULO

Definicao 27.1. Seja U um subconjunto de R™. Um caminho em U € uma fun¢ao continua
g: la,b) = U coma,be R ea<b. Un conjunto aberto U C R™ diz-se conexo (por arcos)
se para todos os A, B € U existe um caminho g: [a,b] = A com g(a) = A e g(b) =B (a e
b sao arbitrdrios).

Um conjunto conexo é um conjunto que, intuitivamente, é “formado por uma s6 peca”.

Exemplo 27.2.
(i) R™ é conexo para todo o n. Um caminho que une A, B € R™ € por exemplo o segmento
de reta g(t) = A+t(B—A) com 0 <t <1.
(ii) R?\ {(0,0)} é conero.
(iii) U =R?*\ {(x,0): x € R} ndo é conexo (ndo é possivel ligar um ponto acima do eixo
dos xx a um ponto abaizo do eizo dos xx — se g(t) = (g1(t), g2(t)) for um caminho
que una os dois pontos, ga(t) tem de se anular pelo Teorema do Valo Intermédio, e
portanto a imagem do caminho nao estd contida em U ).

Qualquer subconjunto aberto U C R™ pode ser escrito como uma uniao disjunta de
abertos conexos, que se chamam as componentes coneras de U. No exemplo m(iii), as
componentes conexas sao {(z,y) € R*: y > 0} e {(x,y) € R?: y < 0}.

Teorema 27.3 (Teorema Fundamental do Célculo). Seja U C R™ um aberto e F:U—R"
um campo vetorial continuo. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) F € conservativo.
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(i) ¢ F - dF = 0 para todo o caminho fechado seccionalmente regular contido em U.
(iii) Existe p: U — R de classe C* tal que F = V.
Se as condi¢oes acima se verificam, V' é uma componente conexa de U, e xg € um ponto
qualquer de V', um potencial escalar para FemV é dado pelo integral indefinido

Dem.
e (i) = (ii): Seja g: [a,b] — U um caminho seccionalmente regular fechado e A =
g(a) = g(b). Seja h: [a,b] — R™ o caminho constante definido por h(t) = A. Como
F' é conservativo temos

b b b
/ﬁ(g(t))-g’(t)dt:/ ﬁ(h(t))-h’(t)dt:/ EF(h(t))-0dt = 0.

e (ii) = (i): Sejam C) e Cy as curvas descritas por dois caminhos seccionalmente
regulares g, e go com ponto inicial A e ponto final B. Escrevendo —C'; para a curva
C5 percorrida no sentido inverso, temos que C' = C; U —C5 é a imagem de um
caminho seccionalmente regular fechado. Por hipdtese temos

yﬁﬁ-d?:o.
C

Por aditividade do integral temos

%ﬁ-d?‘:/ ﬁ.df—/ F.dr.
C Ch Co

Concluimos portanto que
/ - dF = / F-dr,
01 CQ

ou seja, que F é conservativo.

e (iii)=(i): E uma consequéncia imediata da regra de Barrow (Teorema

e (i) = (iii): Basta ver que para cada componente conexa V de U e xy € V, o integral
indefinido

5]

é um potencial para F em V. Note-se que ¢(x) estd bem definido, uma vez que V'
é conexo (logo existe um caminho em V' que liga xy a x1) e F' é conservativo (logo
o valor do integral é independente do caminho escolhido).

Por definicao temos

ox; h—0 h ’
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com e; 0 i-ésimo vetor da base candnica de R™. Para h suficientemente pequeno, o
segmento de reta que une x a x + he; esta contido em V| e portanto para calcular
©(x + he;) podemos escolher um caminho qualquer de 2 a x seguido do segmento
de reta [z, + he;]. Entao

Tz z+he; . T z+he; .
g&(x—i—hei)—gp(x):/F-dF—i—/ F-df—/ F-dF:/ F-dr,
o T o x

e usando ¢(t) = = + the; com 0 <t < 1 como parametrizacao do segmento de reta
de x a x + he; temos

N 1L 1
plo + he};) #(r) =3 / F(x + the;) - he;dt = / Fi(z + the;)dt .
0 0

Uma vez que a i-ésima componente F; de F' é uma funcao continua,
1

lim [ Fi(z + the;)dt = Fi(x),
h—0 Jq

ou seja,

dp
aﬂl’i

o que conclui a demonstracao.

(z) = Fi(x),

U
Exemplo 27.4 (O ralo da banheira). Seja F: R\ {(0,0)} — R2 o campo vetorial definido

por
Flx,y)=|{— , .
(.9) ( 22 1y x2+y2>

Uma vez que o vetor (—y,x) € perpendicular a (x,y), a dire¢io de F € tangente as cir-
cunferéncias centradas na origem. No primeiro quadrante, a primeira componente de F €
negativa, logo F' aponta no sentido anti-hordrio. Finalmente,

. 22 2 1
| Fw,y)l = + oy = ,
(22 + y2)2 | (22 + y?)? \/m
de forma que o comprimento de ﬁ(x, y) € inversamente proporcional & distancia a origem.
Ha portanto alguma semelhanca entre F' e o campo de velocidades de um fluido que se escoa

através do ralo de uma banheira, pelo que é frequente refererir-mo-nos a F(x,y) como o

ralo da banheira. .
E facil verificar que F(z,y) € fechado:

o ( y @) -2 Pt
89 x2+y2 ($2+y2)2 - ($2+y2)2

¢ igual a

8( T )_(x2+y2)—2x2_ y? — 22

or 22 + 32 (x2+y2)2 - ($2+y2)2'
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No entanto, ﬁ(a:,y) nao € um gradiente: se calcularmos o integral de F ao longo da
circunferéncia C' parametrizada por g(0) = (cosf,senf) com 0 < 6 < 27, obtemos

2T
;15 Fdi = / F(cosf,send) - (—sen 6, cos 0)df
c 0

2 _
= / ( sen 6 : cos 0 ) - (—send, cos6)do
0

cos2 0 + sen? @’ cos? 6 + sen2 0

27
= / 1d6 = 27 .
0

Ofacto de existir um caminho fechado ao longo do qual o integral de F ndo é nulo mostra
que F nao é um gradiente (cf. Teorema (zz)) O cdlculo anterior podia alternativa-
mente ser efetuado recorrendo ao szgmﬁcado geométrico do integral de linha de um campo
vetorial: como ﬁ(az, y) € tangente as circunferéncias de raio r centradas na origem e aponta
no sentido anti-hordrio, a componente de F tangente a uma circunferéncia de raio r percor-
rida no sentido direto é F -1 = % Conclui-se que o integral de F ao longo da circunferéncia
¢ dado por 2mr - % = 2.

Vejamos o que falha quando tentamos calcular um potencial para F. Tentamos resolver

o sistema
{6_@ .z
ox — x4y
do =z
Oy ~ x?+y?
Para x # 0, a sequnda equagao € equivalente a
1
9% _ &
v\ 2
Wy 1+ ()

para alguma func¢ao C(x). Substituindo esta solugdo na primeira equagdo do sistema obte-

< p(x,y) = arctan (y) + C(x)

mos C'(x) = 0. Conclui-se que para x # 0, existem fungoes potencial p(z,y) para ﬁ(a:,y)
dadas pela expressao

(2,y) = arctan()+01 sex >0
Y= arctan()+02 sex <0

com C1,Cy € R (as constantes de integragao em cada componente conexa do dominio podem
ser diferentes). Os potenciais que encontrdmos diferem do angulo das coordenadas polares
numa constante. E possivel escolher as constantes de forma a que a funcdao (x,y) fique
continua (e na realidade — exercicio — de classe C*) em metade do eizo dos yy (podemos
tomar por exemplo C; = 0,Cy = ), mas é impossivel escolher Cy e Cy de forma a obter
uma fungio ¢(x,y) continua no dominio R2\ {(0,0)} de F(x,y).

O exemplo anterior mostra que o facto de um campo vetorial ser ou nao gradiente
depende nao apenas da expressao que define o campo mas do dominio em questao (e mais
precisamente da forma desse dominio como veremos mais a frente).
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28. TEOREMA DE GREEN

O seguinte Teorema Fundamental do Célculo para integrais de linha no plano ajudar-
nos-a a perceber melhor o exemplo anterior.

Teorema 28.1 (Teorema de Green). Seja U C R?* um aberto, e (P,Q): U — R? um campo
vetorial de classe C'. Seja A C R? um aberto limitado com A = int A, e A C U, tal que
0A = 0A € uma uniao de curvas requlares. Entao

//A (g_g - %) drdy = 5124(}?, Q) - dF

em que OA € percorrida de tal forma que A estd “sempre a esquerda”.

Como todos os teoremas fundamentais do célculo, o teorema anterior tem a forma geral
seguinte: a soma dos valores de uma certa derivada de uma fungao numa regiao (neste caso
a derivada é % — %—1;) é igual a soma da funcao nas “extremidades” dessa regiao.

O Teorema de Green da uma igualdade entre dois integrais de tipos diferentes. Como
veremos nos exemplos abaixo, uma das razoes porque é 1til é que permite substituir o
célculo de um integral (que pode ser dificil ou impossivel de calcular diretamente) pelo

calculo do outro. Pode também ser aplicado de forma mais sofisticada, como iremos ver.

Nota 28.2. Um aberto do plano que satisfaca as condi¢oes exigidas para A no enunciado
do Teorema de Green chama-se um dominio regular. A ideia da definicao é que A é uma
regiao do plano limitada por curvas requlares. O Teorema de Green pode aplicar-se a regioes
mais gerais que sao “limites” de dominios requlares, passando ao limite nos integrais em
ambos os lados da igualdade dada no teorema. Por exemplo, o teorema € vilido se A € um
intervalo aberto |a,b] x |c,d| (que nao é um dominio reqular porque a fronteira — a linha
retangular — ndo é uma variedade). Isto pode ser visto aplicando o teorema a “retangulos
com cantos arredondados” que aproximam A cada vez melhor e passando ao limite.

Nota 28.3. Efrequente escrever-se

55 Pdzx + Qdy
0A

para o integral de linha

§éA(P, Q) - dr.

Trata-se apenas de uma notacao alternativa para o integral de linha de um campo vetorial.

Exemplo 28.4. Calcular
b (ot y)do + (a4 1Py
c

onde C € a fronteira do quadrado [—1,1] x [—1, 1] percorrida no sentido hordrio.
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Aplicando o Teorema de Green a regiao A = |—1,1[ x |—1, 1] limitada por C, e notando
que o sentido de C'= 0A € o sentido oposto ao indicado no Teorema de Green, temos

é(w+y)dm+($2+y2)dy = —/_11/_11 <% (:c2+y2)—§y(:c+y)> dxdy

::_/:[Fx_nmwz—@@:4

Observe-se que é muito mais simples calcular o trabalho de (P,Q) = (2*> + y*,z + y) ao
longo de C' desta forma. Para fazer pela defini¢cao seria preciso parametrizar os quatro
segmentos de reta que constituem C individualmente e calcular o trabalho de (P,Q) ao
longo de cada um dos segmentos.

Exemplo 28.5. Calcular a drea do circulo de raio 1 centrado na origem usando o Teorema
de Green.
A drea de uma regido A do plano € dada por

// 1 dzxdy .
A

Para a calcular usando o Teorema de Green achamos um campo vetorial (P, Q) no plano
tal que

or Oy
Podemos por exemplo tomar P(z,y) = 0 e Q(x,y) = x. Temos entao pelo Teorema de

Green
// 1 dxdy:/ (0,z) - dr,
A A

onde OA deve ser percorrida de forma a que A esteja a esquerda. Aplicando a formula
acima ao circulo A = {(z,y) € R*: 2% +y? = 1}, temos que A € a circunferéncia de raio
1 percorrida no sentido direto. Uma parametrizacao que percorre QA nesse sentido €

g(0) = (cosf,senf), 0<6<2rm,

0Q 0P _

e portanto
2m 2m
drea(A) = / (0,cos60) - (—senb,cos)dld = / cos® 0df .
0 0

Usando as férmulas trigonométricas cos(20) = cos® @ —sen? § e sen? § = 1 —cos? 0 obtém-se

cos 20 = 2cos’f — 1 < cos? 0 = 1+co2s(29)

2 1
/ +COS(29)d0:7r.
O 2

, € 0 valor para a drea € portanto

Exemplo 28.6. Consideremos o campo F: R\ {(0,0)} — R2? do ezemplo definido
pela expressao

ﬁ(a:,w:(P(x,y),@(x,y)):( vy @ )

_x2+y2’x2+y2
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Vamos agora calcular o trabalho realizado por F ao longo da elipse

22 P
C={ayer: " 1L 1
4 9
percorrida no sentido direto.
Nao seria facil fazer as contas diretamente parametrizando a elipse. No entanto, pode-
mos aplicar o Teorema de Green a regiao

22 P

A={(z,y) eR*: 2> +¢y* > 1 ez+§§1}
limitada pela elipse e pela circunferéncia S de raio 1. Note-se que (P, Q) é fechado se e sé
se

0@ _oP _,
oxr Oy

Uma vez que o campo F' € fechado, o Teorema de Green diz-nos que

//dedy:§£ F-dr.
A 0A

A fronteira de A € formada pela elipse e pela circunferéncia, isto €,
0A=5UC,

e de acordo com o Teorema de Green a componente C deve ser percorrida no sentido
anti-hordrio, enquanto que S deve ser percorrida no sentido hordrio. Assim, temos

0:95 ﬁ-dfz¢ﬁ-df+y§ﬁ-df,
0A S C

sendo os sentidos de C e S os indicados acima. Conclui-se que

%ﬁ-d?z—%ﬁ-?z—(—%r):%r
c S

(0 integral ao longo de S no sentido direto foi calculado no Exemplo m)

O cdlculo anterior exemplifica uma aplicacdo mais sofisticada do Teorema de Green:
se (P,Q) € fechado, o Teorema de Green pode ser usado para substituir o caminho de
integragao ao longo do qual queremos calcular o trabalho de (P, Q) por outro caminho mais
conveniente.

Mais geralmente o argumento anterior permanece valido se substituirmos C' por qualquer
curva fechada (seccionalmente reqular, sem auto-intersecoes) em R*\{(0,0)} que contenha
a origem no seu interior. Obtemos

fﬁdﬁ:ﬂw,
C

consoante o sentido em que C' € percorrida € o direto ou o hordrio.
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Note-se ainda que se C' nao contém a origem no seu interior, aplicando o Teorema de
Green a regiao A limitada por C' obtém-se

?gﬁdF:O.
C

O Teorema de Green abre assim as portas ao cdlculo do integral de um campo vetorial
fechado em R? ao longo de qualquer curva fechada contida no seu dominio, e, portanto,
a aplicacao do Teorema (m) como critério efetivo para decidir se um campo fechado é
oUu Nao conservativo.

Exemplo 28.7. Seja F: R2\ {(0,1)} — R2 o campo vetorial definido por

F(a,y) = (P(z,9), Q(z,y)) = ( y—1 , )

St (y -1 a4 (y - 1)

e C a fronteira do quadrado com vértices nos pontos (3,0), (0,3), (—=3,0) e (0,—3) percor-
rida no sentido positivo. Vamos calcular 560 F - dr.

O campo vetorial F € o ralo da banheira (Ezemplo com y substituido por y—1, ou
seja, € um ralo da banheira centrado no ponto (0,1). Em particular é um campo fechado,

e € facil calcular o trabalho de F ao longo de circunferéncias centradas no ponto (0,1).
Aplicando o Teorema de Green a regigo A limitada pela curva C e pela circunferéncia S
de raio 1 centrada em (0,1), isto €, a

A={(z,y) eR* 2°+ (y—1)*>1, |z +y| <3, |z —y| <3},
P 5 S
0://(8—Q—a—)dxdy:§1§F-dF+§I§F-dF,
A Oz dy C S
%ﬁ-d?z%ﬁ-d?z%
C S

(o cdlculo do trabalho sobre S ¢é inteiramente andlogo, e de facto, reduz-se, ao cdlculo
efectuado no Exemplo m)

O mesmo raciocinio se aplicaria a qualquer curva fechada Cy sem auto-intersecoes con-
tendo o ponto (0,1) no seu interior. Teriamos

515 F.di = +2r,
Cy

consoante C seja percorrida no sentido direto ou no sentido hordrio.

Note-se ainda que se Cy é uma curva fechada sem auto-interse¢oes que nao contém (0, 1)
no seu interior, entdao aplicando o Teorema de Green a regido limitada pela curva vemos
que 4502 F-di =0 . Podemos assim usar o Teorema de Green para calcular o integral de

obtemos

e portanto

F ao longo de qualquer curva fechada contida no dominio R\ {(0,1)}.



102

Dem. do Teorema[28.1. Suponhamos primeiro que a regiao A pode ser escrita simultane-
amente como estando compreendida entre graficos quer de fungoes de x quer de vy, isto é,
que A é da forma

A={(z,y) eR*:a<z<b, flz)<y<g(x)}

A={(z,y) eR*: c<y<d, h(y) <z <k(y)},

com f,g: [a,b] = R e h,k: [c,d] = R seccionalmente C'. Vamos mostrar o Teorema de
Green neste caso recorrendo ao Teorema de Fubini e ao Teorema Fundamental do Calculo
para fungoes reais de uma variavel real. Temos

//A(@a_g_aa_];)dxdy = //—d dy —// C dady
(e ()

Comecamos por calcular a primeira parcela na tltima linha acima. Pelo Teorema Funda-
mental do Calculo temos

(18) / d ( / (() —dx) dy = / Q). 1) — QUh(y), )dy
- / QU(y), y)dy — / Q(h(y), y)dy

Observamos agora que a fronteira 0 A da regiao A é constituida por 4 trogos parametrizados
respetivamente por

91(y) = (h(y),y) . c<y<d,
g2(z) = (., d), h(d) <z < k(d),
93(y) = (k(y),y) . c<y<d,
gs(x) = (z,¢), h(c) <z < k(c)

Os dois primeiros caminhos indicados percorrem a fronteira no sentido horério, enquanto
que os tultimos tém o sentido anti-horario. Uma vez que

91(y) = (M), 1), golx) =(1,0), g5(y) = (K(y),1), gu(x)=(1,0),
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vemos que o integral do campo (0, @)) ao longo de A percorrida no sentido anti-horario é
dado por

k(d)

%w@yﬁz—/m@w@w»ﬂmmmw—/ (0,Q(z,d)) - (1,0)dx
9A c h(d)
k(c)

+ [ 0.0 WD+ [ 0.0 (1.0)ds

; ) (©)
[ Qw.vdy+ [ Q). v)dy.

que ¢ precisamente o termo direito em (18)). Conclui-se assim que

//A %dwdy = ygA(o,Q) - dF.

Célculos inteiramente andlogos mostram que

oP yg
——dzdy = P,0)-dr,
//A dy v BA( )

o que conclui a demonstracao do Teorema de Green neste caso particular. O caso geral
do Teorema de Green reduz-se ao caso particular dividindo o dominio regular em regioes
elementares do tipo considerado na demonstracao acima. Pode mostrar-se que tal é sempre
possivel, e em qualquer caso, é facil de verificar diretamente para qualquer A concreto
ao qual queiramos aplicar o Teorema de Green. Ao dividir A em regioes elementares
Ay, ..., Ay, teremos

P (5200t = 3 [ (5250 avay

N
= ) 51§ Pdx + Qdy .
i=1 7 0Ai

As porgoes das fronteiras JA; que sejam interiores a A pertencem a fronteira comum de
duas regioes elementares adjacentes. Como tal aparecem duas vezes na soma acima, e sao
percorridas duas vezes em sentidos opostos. Isto tem como efeito que todos estes termos

cancelam e portanto
N

Zyﬁ Pdzx + Qdy :§l§ Pdz + Qdy,
i=1 7 0Ai

0A

sendo 0A percorrida no sentido indicado no enunciado. Isto completa a demonstracao. [J

29. HOMOTOPIA DE CAMINHOS

O Teorema de Green tem como consequéncia importante a possibilidade de deformar
o caminho de integracao de um campo vetorial fechado sem que isso afecte o valor do
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trabalho. J& vimos alguns exemplos acima para campos vetoriais no plano. Comegamos
por definir rigorosamente a ideia intuitiva de “deformacao de caminhos”.

Definicao 29.1. Seja D C R™ um conjunto. Os caminhos g1, go: |a,b] — D com o mesmo
ponto inicial A = g1(a) = g2(a) e final B = g1(b) = ¢2(b) dizem-se homotdpicos em D se
existe uma funcdao continua
H: [a,b] x [0,1] = D
(dita uma homotopia) tal que
H(t,0) = q1(t) paraa<t<b,
H(t,1)=go(t) paraa<t<b,
H(a,s)=A para0<s<1,
H(b,s)=B para0<s<1.
A ideia da definicao anterior é a seguinte: Podemos pensar no parametro s como o
tempo. Ao fixar s obtemos um caminho

t H(t,s) a<t<b

com ponto inicial A e ponto final B. No “instante inicial” s = 0 este caminho é g, € no
“instante final” s =1 é o caminho ¢g,. H é uma “animacao” que nos deforma ¢g; em g,. A
continuidade da funcao H garante a continuidade da deformagao.

Exemplo 29.2.

(1) Quaisquer dois caminhos g1, gs: [a,b] — R™ com o mesmo ponto inicial e o mesmo
ponto final séo homotdpicos (em R™). Intuitivamente isto € claro e € fdcil neste caso
escrever uma erpressao para uma homotopia:

H{(t,s) = g1(t) + s(g2(t) — 91(2)) -
(ii) Os caminhos g1, gs: [0,7] — R\ {(0,0)} definidos por
g1(0) = (cos@,send) e go2(0) = (cosf,—senb)
nao sio homotdpicos em R?\ {(0,0)}. Intuitivamente, € fdcil perceber que uma de-
formagao de gy em go teria que “passar por cima de (0,0)”, e isto pode de facto
demonstrar-se.
(iii) O caminho g;: [0,27] — R3\ {(0,0,0)} definido por
g1(0) = (cos@,send,0)
¢ homotopico ao caminho constante g2(0) = (1,0,0). Pode definir-se uma homotopia

comecando por inclinar o plano da circunferéncia descrita por g relativamente ao
plano xy e depois contrair a circunferéncia ao longo desse plano.

Teorema 29.3. Seja U C R™ um aberto e F:U — R" um campo vetorial fechado de
classe Ct. Se C) e Cy sdao curvas parametrizadas por caminhos homotdpicos entdo

/ ﬁ-dF:/ F.dr.
01 02
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30. CONJUNTOS SIMPLESMENTE CONEXOS

Dem. do Teorema[29.3 Temos a verificar que

(19) 7§ﬁ-df—§£ F-di=0.
Cl CQ

Seja H: [a,b] x [0,1] — U uma homotopia de classe C? entre os caminhos g; e go que
parametrizam C; e Cy, respetivamente. Como

D)= HLO). 610 = DL(1.0). gult) = H(LY). gh1) = o (1.1).

pela defini¢ao de integral de linha, a igualdade ((19) é equivalente a
b
- 0H - 0oH
(20) / (F(H(t, 0)- ,0) ~ F((e 1) - 5 1)) dt = 0.

O resultado segue da aplicagao do Teorema de Green ao quadrado [a, b] x [0, 1] e a0 campo
vetorial (P(t,s),Q(t, s)) definido em [a, b] x [0, 1] pelas expressoes:

- 0OH OH 0H,
Plt,s) = F(H(L,s)) - S = F(H( ) 1 (49) + oo B (H(19) 52 0,9
e
- OH 0H 0H,
Q(t,S) = F(H(t,S)) ’ % =1 (H(t 8)) asl(t,S) +-e +Fn(H(t75)) Os (t78>'
De facto,
0Q OF,0H; \ 0H; 0°H,
ot ; <(Z_: 9z, ot > " 87583)
e
aP o OF; 0H; \ OH; 0%H,
Z <<; oz, 0s ) ot 85815) '
Uma vez que Fé fechado, a—z = gFJ e, pelo Lema de Schwarz, % = %Zgg, pelo que
0Q _or
ot 0s

O Teorema de Green garante entao que o trabalho realizado por (P, ) ao longo da fronteira
do quadrado [a,b] x [0,1] no plano (s,t) percorrido no sentido anti-horario é nulo. A
fronteira do quadrado é formada por quatro segmentos de reta, parametrizados por

g1(t) = (¢,0), a<t<b,
g2(s) = (b, s), 0<s<1
g3(t) = (£, 1), a<t<b
g4(s) = (a, s), 0<s<1,
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sendo que as duas ultimas parametrizagoes tém a orientacao contraria a requerida pelo
Teorema de Green. Conclui-se que o trabalho de (P, @) ao longo da fronteira do quadrado
¢é dado por

/abP(t,O)dt+ /01 Q(b, s)ds — /abp(t, 1)dt — /OIQ(a,s)ds 0

O primeiro e terceiro termos na soma anterior sao nulos, pois 22 (a, s) = 2Z(b,s) = 0 (a
homotopia é constante para t = a, b), e os restantes termos dao entao a igualdade (20) que

pretendiamos demonstrar. [l

Nota 30.1. Assumiu-se na demonstragio anterior que a homotopia H (e portanto os
caminhos que parametrizam Cy e Cy) € de classe C?. Pode demonstrar-se que se dois
caminhos seccionalmente regqulares sao homotopicos (através de uma homotopia continua),
entao existe uma homotopia entre eles que € de classe C* em [a,b] x |0,1[ e o argumento
na demonstracao anterior garante entdo a validade do Teorema |29.5 na generalidade em
que foi enunciado.

Nota 30.2. Dois caminhos fechados g1, ¢g2: [a,b] — U (recorde-se que isto significa que
gi1(a) = g1(b) e ga(a) = g2(b)) dizem-se livremente homotépicos se existe uma fungao
continua H : [a,b] x [0,1] — U satisfazendo

H(t7 0) = gl(t)u H(t7 1) = gQ(t)v H(a7 S) = H(bv S)

para todos os t € [a,b] e s € [0,1] (portanto os “caminhos intermédios” t — H(t,s)
sao fechados para cada s, mas o ponto inicial (e final) do caminho pode variar com s).
E um ezercicio verificar que o arqgumento dado na demonstracao anterior prova também
que se F é um campo fechado de classe C' e Cy,Cy sio curvas seccionalmente requlares
parametrizadas por caminhos fechados livremente homotopicos, entao

55 ﬁ-df:yﬁ F.dr.
01 CQ

O Teorema torna efetiva a caracterizacao de campos gradientes dada no Teorema
27.3(ii) desde que o campo F seja fechado.

Exemplo 30.3. Determinar se o campo vetorial F: R3\ {(0,0,2): z € R} — R? definido
por

- 2x 2y

F(z,y,2) = <m +Zama$)

¢ um gradiente no seu dominio.
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E fdcil verificar que o campo € fechado:

g 2x N o Awy ﬁ 2y '
ay\a2+2 ) T 2ty ar\a2+a2)’
0 2x 0
w(mmt) -1 - g

0 2y 0

0z (xQ +y2> -0 5_?4(96)'

Conclui-se do Teorema que o trabalho de F ao longo de caminhos fechados homotopicos
¢ 1gual.

Intuitivamente, é claro (e pode demonstrar-se) que qualquer caminho fechado contido no
dominio de F ¢é homotdpico a um caminho constante ou a uma circunferéncia horizontal
com o centro no eizo dos zz percorrida um certo numero de vezes. No primeiro caso,
o trabalho € 0 (porque o trabalho ao longo de um caminho constante é sempre 0). Para
perceber o que se passa no sequndo caso, basta calcular o trabalho ao longo do caminho

g(t) = (cost,sent,0), 0<t<2m.

Temos
1 1 1
/ F(g(t)) - ¢'(t)dt = / (2cost,2sent,cost) - (—sent,cost,0)dt = / 0dt=0,
0 0 0

pelo que o integral de linha de F ao longo de qualquer caminho seccionalmente reqular
fechado € 0, e portanto, pelo Teorema (ié), 0 campo F é um gradiente.

O argumento anterior mostra, mais geralmente, que se F éum campo vetorial de classe
C! definido no complementar do eixo dos zz, F éum gradiente se e so se o integral de F
ao longo de uma circunferéncia horizontal centrada no eizo dos zz € 0.

O Teorema [29.3] permite-nos ainda identificar certos dominios em R™ nos quais as
condicoes de um campo vetorial ser fechado e de ser gradiente sao equivalentes.

Definicao 30.4. Um conjunto aberto conexo U C R™ diz-se simplesmente conexo se todo
o caminho fechado em U é homotdpico a um caminho constante.

Exemplo 30.5.

(i) R™ € simplesmente conezo para todo o n (pois como vimos no Exemplo[29.9(i) quais-
quer dois caminhos em R™ sao homotdpicos).

(it) R*\ {(0,0)} ndo é simplesmente conexo. Um caminho fechado que nao é homotdpico
a um caminho constante € g(t) = (cost,sent) com 0 <t < 2mw. Isto € claro intuiti-
vamente (uma homotopia com um caminho constante “teria de passar por cima da
origem”, o que nao € permitido) e pode ser demonstrado — embora a demonstra¢do
seja surpreendentemente dificil.

Mais geralmente, um subconjunto aberto do plano U C R? ¢é simplesmente conexo
se “nao tem buracos”.
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(iii) R3\ {(0,0,0)} é simplesmente conexo.

(v) U = R¥\ {(x,9,0): 2* + y*> = 1} ndo é simplesmente conexo. Qualquer caminho
fechado que “dé uma volta” a circunferéncia que falta em U ndo pode ser deformado
dentro de U num caminho constante.

Nota 30.6. Seja U C R™ um conjunto aberto conexo. E um bom exercicio demonstrar que
U € simplesmente conexo sse quaisquer dois caminhos gi,9g2: [a,b] — U com o0s mesmos
pontos inicial e final sao homotopicos. Esta formulagao alternativa justifica a terminologia
“simplesmente conexo”. De facto, um caminho entre dois pontos A, B € U € uma maneira
de mostrar que os pontos podem ser ligados em U. Dizer que um tal caminho € inico a
menos de deformacao € dizer que “essencialmente” hd apenas uma maneira de ligar A e
B. Contraste-se com o caso de U = R?*\ {(0,0)}, onde hd “essencialmente” duas maneiras
de ligar (—1,0) a (1,0) (o caminho pode passar por cima ou por baizo de (0,0)). Uma tal
regiao do plano, com “um buraco” diz-se duplamente conexa. Uma regiao plana com “dois
buracos” diz-se triplamente conexa e assim sucessivamente.

Proposicao 30.7. Seja U C R™ um aberto simplesmente conezo e F:U — R" um campo
vetorial de classe O fechado. Entdo F' é um gradiente em U.

Dem. Qualquer caminho fechado em U é homotdpico a um caminho constante. Logo,

temos
§1§ F-di=0
C

para toda a curva seccionalmente regular C' contida em U. Segue-se do Teorema que
F' é um gradiente em U. U

Exemplo 30.8.
(i) O campo vetorial F: R3 — R3 definido por ﬁ(w,y,z) = (2?2 +y,x —y,2) € fechado.

—

Uma vez que R3 € simplesmente conezo, conclui-se que F' € um gradiente.
(ii) Uma vez que R*\ {(0,0,0)} € simplesmente conexo, um campo vetorial de classe C*

F:R3\ {(0,0,0)} € gradiente se ¢ s6 se é fechado.
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