Instituto Superior Técnico
Departamento de Matematica
Unidade de Ensino de Algebra e Andlise

Calculo Diferencial e Integral I
Cursos: LEAer, LEBiol, LEBiom, LEFT
Exame 1° Epoca - 4 de Julho de 2022 - 18h
Duragdo: 2 horas

Resolucao abreviada

1. Seja f : R? — R a funcdo definida por

2
Y
Fla,y) = ma se (z,y) # (0,0)
0, se (z,y) = (0,0).
(2 val.) a) Determine o conjunto de pontos em que f é continua.

Resolugdo: Pelas propriedades das fungdes continuas f é continua em R2\ {(0,0)}.

Notando que f(0,y) = 1 conclui-se que f n3o é continua na origem.

(2 val.) b) Decida sobre a diferenciabilidade da fun¢do g : R? — R, definida por g(x,y) = zyf(z,y),
na origem.

Resolucdo: Sendo g(z,0) = g(0,y) = 0 tem-se

99 99
—(0,0) = ==(0,0) = 0.
520.0)= 70.0)
Tendo em conta que
2
x, x
9(z,y)| [2ly°|y] <1yl
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conclui-se que g é diferenciavel na origem.

(2 val.) 2. Seja f : R? — R uma fungdo de classe C! tal que f(2,1,1) =0e Vf(2,1,1) = (-1,0,1).
Considere a fungdo h(z,y, z) = (z% + y? + 22, ye®?, sen(zy) + 23). Mostre que a equacio
(f o h)(z,y, z) = 0 define z como funcdo de x e y de classe C'* numa vizinhanca do ponto
(0,1,1).
Resolucdo: Consideramos a funcdo F' = f o h. Esta funcdo é de classe C! e satisfaz
F(0,1,1) = f(2,1,1) = 0. Por outro lado

oF of ohy of Ohs of Ohs
—(0,1,1) = 2,1,1)- —(0,1,1 2,1,1)- —=(0,1,1 —(2,1,1) - —(0,1,1
8z(0”) (%(,,) 8z(0”)+8y(”) 82(033)4‘82(,7) 8z(0”)
of of vz of
= %(2, 1,1)-2z01,1) + @(2’ 1,1) - yzefgq ) + 5(1 1,1) - 3201 1y

=(-1,0,1)-(2,0,3) =1 #0.
Logo podemos concluir, pelo Teorema da Func¢ao Implicita, que a equacao

F(x,y,2) = (foh)(z,y,2) =0

define 2 como funcdo de z e y de classe C'' numa vizinhanca do ponto (0,1, 1).



(3 val.) 3. Seja f : R? — R a fungdo definida por f(z,y) = zy. Determine os extremos de f no
conjunto

E:{(x,y)eR2:$2+y2—|—xy:1}.

Resolucao: Pelo método dos multiplicadores de Lagrange tem-se

y = A2z +vy) (x+y)(1—=3X\)=0
= A2y +x) S =A2y+2)
2+ tay=1 2+ +ay=1.
Se \ # % a primeira equacgao implica y = —x, e da terceira equagdo obtém-se entao os

pontos (—1,1) e (1,—1).

Para o caso A = % a segunda equacdo implica x = y, e da terceira equagao obtém-se entdo
0s pontos (—?,—@) e (@,?)

Assim, em E, o maximo de f é % nos pontos (—@,—g) e (73,73) e 0 minimo é —1
nos pontos (—1,1) e (1,—1).

(2 val.) 4. Escreva uma expressdo para o volume do sélido
V={(zy2) eR?:y>0,2"+y*<1,0<2<1-y},

usando um integral iterado da forma [ ([ ([ dz)dy)d=.

Resolucao:

1 1—-z V1-y?
vol(V') = / / / ldrxdydz.
0 JO —/1—y2

5. Considere o campo vetorial F' : R2 — R? definido por

F(:’Ua y) = (—1’23/ + 3.’E4, ‘TyQ - 2y4)

(2 val.) a) Serd F' um campo gradiente? Justifique a sua resposta.
Resolucao: Uma vez que

o campo F' n3o é fechado, e portanto ndo pode ser gradiente.

(2 val.) b) Calcule ¢, F - dg, onde a curva C' = {(z,y) € R?* : 2® + y? = 4} é percorrida uma vez
no sentido hordrio.

Resolucao: Usando o Teorema de Green, e tendo em atencdo o sentido pedido, temos

j{F-dg:—// <6F2—6F1)dacdy:—// (x2+y2)dxdy
C {x2+4y2<4} ox 6y {x24y2<4}
or 2 412
= —/ / r? . rdrdd = —2n [} = —8m.
0 0 4 0



(2 val.)

(3 val.)

7. Seja u : R? — R um campo escalar de classe C? tal que —

6. Calcule o volume de intersec3o de duas bolas de raio 1 em R3 cujos centros estdo a uma
distancia d < 2.

Resolucao: Podemos assumir que o centro de uma das bolas é a origem e o centro da outra
bola estd colocado no eixo 0z a uma distancia d < 2 da origem. Representando a intersecdo
das bolas usando coordenadas cilindricas no plano pz obtemos duas circunferéncias, de
equacoes

P+22=1 e pP*+(z—d?=1,
d
2"

que se intersetam em z = . Sendo assim o volume da interse¢do é dado por

or 4 V/1—(z—d)? 2r pl pV/1-22
vol :/ / / pdpdzd@—i—/ / / pdpdzdf
0 Ja-1Jo o Jg Jo
2r 1 /122 T 43
:2/ / / pdpdzdf = —(4—3d+ —).
o J2 Jo 3 4

82u 9%u

92 8 - = 0. Mostre que para

todo o r > 0 se tem

1
u(070):2m‘L u,

onde G, = {(z,y) € R? : 22 +4? = r2}. (Sugestio: mostre que o lado direito da igualdade
acima é uma fungdo constante de r.)

Resolugdo: Seguindo a sugest3o, e parametrizando C pelo caminho ¢ : [0, 27] — R? dado
por g(t) = (rcos(t),rsen(t)), cuja derivada satisfaz ||¢'(t)|| = r, vemos que a expressdo do
lado direito é dada por

1 2

27

27
f(r)= /0 u(r cos(t), rsen(t))rdt = u(r cos(t), rsen(t))dt.

2

Usando a Regra de Leibnitz, temos entao

2T O
f'(r) = 217r/0 <g£ (rcos(t), rsen(t)) cos(t) + gy(r cos(t), rsen(t)) sin(t)) dt,

que pode ser reescrito como

2 U U
f(r) = 271”4/0 < gy (rcos(t), rsen(t))(—rsen(t)) + g—x(r cos(t), rsen(t))(r COS(t))) dt,

ou seja,

oy L _Ou du\
f(r)_27rr C’r( oy’ Oz dg.

Usando agora o Teorema de Green, obtemos

0*u  0*u
" 2 //m2+y 24p2) <8:L'2 0 2> dady = 0.



Consequentemente, a fun¢do f(r) é constante para r > 0, e portanto

) ) 1 2
flr)= ;% flr)= }1_1()1(1) o /0 u(r cos(t), rsen(t))dt = u(0,0),
onde o Ultimo passo é facilmente justificado a partir da continuidade da fun¢do u(z,y), uma

vez que dado € > 0 se tem

1

27 1 2w
27T/0 u(r cos(t), rsen(t))dt — u(0,0)‘ < /0 ‘u(r cos(t), rsen(t)) — u(0,0)‘dt <e

- 27

para r suficientemente pequeno tal que |u(r cos(t),r sen(t)) — u(0,0)| < e.



