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Apresente e justifique todos os cdlculos

1. Considere a funcio f : R? — R definida por

l,2y2
f(x,y) =< at + 42

se (z,) # (0,0)

0 se (z,y) = (0,0)
[2,0] a) Indique em que pontos de R? a funcdo f ¢ diferencidvel.
2202

Resposta: A funcdo definida pela expressdo —
x* + 92

€ um quociente de polinédmios e por

isso é diferencidvel em todos os pontos do seu dominio. Portanto f é diferencidvel em

todos os pontos (z,y) # (0,0). As derivadas parciais na origem s3o

90,0y = 1 120 =J00
(91‘ r—0 x
0,00 = 1 L0V =1OOD _
oy y—0 Y

e portanto a matriz Jacobiana D f(0,0) existe e é a matriz nula. Logo, f é diferencidvel

na origem se e sé se o seguinte limite existir e for igual a 0:

f(x,y) — [(0,0) — DJ(0,0) [ y }

l,2y2

lim = lim

(2.4)—(0,0) NIRRT (@) =00 (24 + y2)\ /2% + 4%

As desigualdades seguintes mostram que o limite é de facto 0, pois  lim
(2,9)—(0,0)

0 < l,2y2 l,2y2 l,2y2

VETE =0

< =
(x4_|_y2) /x2+y2 - y2 /x2+y2

1,2_|_y2 > >
—m:\/l‘ +y-.

@y

Portanto f é diferencidvel em R2.

[1,0] b) Calcule D, f(0,0) para um vector arbitrdrio v € R.

Resposta: Uma vez que [ é diferencidvel no ponto (0,0) e a matriz Jacobiana é nula,

temos, para qualquer v € R?,

D,f(0,0) = Df(0,0)v = 0.



[2,0]
[2,0]
[2.0] 2
[2.0] 3.

c) Calcule % nos pontos (z,y) # (0,0).
Y

Resposta:
of 0 229 2%y 22y 2%y 2229
(9y - (9y T4 +y2 - T4 +y2 (x4+y2)2 y= 4 +y2 (x4 +y2)2 :

d) Mostre que f n3o é de classe C'.

d
Resposta: A restricio 3 curva y = 2% da funcio (9_f nos pontos (z,y) # (0,0) pode ser

descrita como a seguinte fun¢do de = # 0:

of 224 228

2
— — —1_
0y (l’,l’ ) 4 + 4 (1'4 + 1'4)2

1
5

N | —

1, 1
Por outro lado, como vimos acima, 0—f(0,0) =0 # 5 e portanto a funcdo 50 nao é

continua no ponto (0,0). Uma vez que pelo menos uma das derivadas parciais de [ ndo
é continua, conclui-se que f n3o é de classe C*.

Sejam f : R? — R de classe C? e g : R? — R definida por g(z,y) = f(x + 2y, — 2y).

0 02
Obtenha expressdes para 0—3 e (9xéqy

Resposta: Fazendo f = f(u,v) e usando a regra da cadeia obtemos

em funcdo das derivadas parciais de f.

o9 Ofou Ofdv  Of 0 of of  of
99 _ 9w 9J0v 919 Lo+ DL gy m ol oY
9y~ oudy " ovoy  ouopt T T 505, W =2, — 2,
e portanto
g _,Of of
Logo,

5 2(2)-2(L-) ()2 ()
oxoy Oz \oy) ox\"ou “ov) " |ox\ou) oz \ow

Pfou  Of v Of du (92]‘"(%)

B 2(%@? ovdudr  Oudvdxr  Ov? Ox
2 2 2 2 2 2
:2(@f+0f 0*f 0f):2(0f @f)

ou? | Ovdu  Oudv o2 ou?  Ov?
e portanto
g D*f > f
=2 2 — 2y) — 2—= 2 — 2y) .
910y (,9) = 255 (2 + 2y, 2 = 2¢) — 255 (2 + 2y, 2 — 2y)

Determine e classifique os pontos criticos da funcdo f(z,y) = 3z — 2% — 2y + 2.
Resposta: A matriz Jacobiana de f é

Df=[3-32> —2+2y|
e por isso os pontos criticos sdo (—1,1) e (1, 1), que s3o as solu¢des do sistema

3-3z22 = 0
242y = 0



[2,0]

[2,0]

[2,0]

[3.0]

6.

A matriz Hessiana é
2, —61' 0
pr=| 0

e nos pontos criticos temos
2 _ 6 0 2 o -6 0
Df(—l,l)—{o 9 e D°f(1,1)= 0 92 |-

A matriz D?f(—1,1) é definida positiva porque os valores préprios s3o ambos positivos (co-
incidem com as entradas da diagonal principal, uma vez que a matriz é diagonal) e portanto
(—1,1) é um ponto de minimo.

A matriz D?f(1,1) é indefinida (pois os valores préprios tém sinais diferentes) e portanto
(1,1) é um ponto de sela.

Considere o conjunto
A={(z,y,2) eER®: 2* +y <4, y>0,y<z<4—y}.
Escreva uma expressdo para o volume de A em termos de integrais iterados da forma:

(@) [J(J([ dz)dy)dz;

2 Vi—z? d4—y
Resposta: V5(A) = / (/ (/ 1dz) dy) dx.
-2 0 Y

(b) [(J(J dx)dy)dz.
Resposta: V5(A) = /02 (/OZ (/\/\/i__yz 1dx> dy) dz+/24 (/04Z (/\/\/i__yz 1dx> dy) dz.

Considere um plano em R? que intersecta uma bola de raio R > 0, dividindo-a em dois
subconjuntos. Sabendo que o plano passa a uma distancia d > 0 do centro da bola, determine
o volume de cada um destes subconjuntos.

Resposta: Podemos assumir sem perda de generalidade que o centro da bola é a origem e
que o plano é o plano z = d. Em coordenadas cilindricas, o volume do subconjunto da bola
acima do plano é entdo dado por

2 R VR?2—22 R
V+(d):/ /d / pdpdzd@zw/d (R* - 2%) dz
0 0

R &
— 7 (R¥R—d)— —+ =) = = (2R* = 3R*d + d°) .
3 3 3
Note-se que, como seria de esperar, V. (R) =0 e V,(0) = 2xR*. O volume do subconjunto
da bola abaixo do plano serd entao

4
V(d) = 7R - Vi(d) = % (2R* + 3R%d — d°) .
Como seria de esperar, V_(d) = V. (—d).

Seja f : R? — R uma funcdo continua na origem e ¢ : R? — R a func3o definida por
g(z,y) = xf(x,y). Mostre que g é diferencidvel na origem e calcule a sua derivada.
Resposta: As derivadas parciais de g na origem sao

9] 0) —g(0,0 0

Ox z—0 T z—0 T




(uma vez que f é continua na origem) e

0y ’ y—0 y y—=0 7y '

Logo, ¢ é diferencidvel na origem se e sé se o seguinte limite existir e for igual a 0:

g(z,) — 9(0,0) — Dg(0,0) [ y }

lim

(z,)—(0,0) Va2 +y?
2f(@y)— [ F0,0) 0] { v }

. )
= lim

(z,y)—(0,0) Va2 4 y?
o 20y - 10,0)

(z,y)—(0,0) x? + y?

Uma vez que

x (f(xv y) - f(0,0)) |{L‘| o T _
Nz ‘S\/mlf(:v,y) F0,0)] < |f(x,y) — f(0,0)]

e f é continua na origem, o limite é de facto zero, e portanto ¢ é diferencidvel na origem.



