Célculo Diferencial e Integral Il

Exercicio de Aplicacao 6 - Mecanica de Fluidos

Um fluido é descrito pela sua densidade p: R x R? — R e pelo seu campo de velocidades
v : R x R3 — R3, que assumiremos serem funcdes de classe C°°: p(t,x) e v(t,X) representam a
densidade e a velocidade do fluido que ocupa a posicdo x no instante t.

1. Demonstre o Lema da Localizacao: a tnica fungdo continua f : R® — R tal que

oo

para qualquer bola B C R"™ é a funcdo identicamente nula.

2. Se A C R? é um dominio regular, a massa total do fluido contido em A no instante ¢ é

o=

e portanto para haver conservacdo da massa devemos ter

AM ﬂ )
= _ A\
di "

(onde n é a normal unitdria exterior). Use este facto e o Lema da Localiza¢do para mostrar
que p e v devem satisfazer a equacao da continuidade,

op B
a—l—V-(pv)—O.

3. A trajectéria de cada particula de fluido é dada por um caminho g : R — R? satisfazendo

1) = v (t,8(0).

Mostre que se f : R x R? — R é uma funcio diferenciavel entdo

d _of
ST(tg(0)] = S (t.g(0) + 0 f (1,8 (1).
Define-se a derivada convectiva de f como sendo a funcdo
Df _of
E(tvx) - a(tvx) + &,f(t,x),

que exprime a derivada de f ao longo da trajectéria da particula de fluido que ocupa a
posicdo X no instante t.



4. A pressao do fluido é um campo escalar p : R x R3 — R3 tal que a forca exercida sobre a
variedade-3 com bordo A C R3 pelo fluido circundante é

F= _ﬁ pn,
0A

onde n é a normal unitdria exterior (o integral de um campo vectorial é o vector dos integrais
das suas componentes). Use o Teorema da Divergéncia para mostrar que

el

5. Use as duas alineas precedentes e o Lema da Localizagdo para mostrar que a Segunda Lei
de Newton
F =ma

aplicada a uma regido arbitraria de fluido actuado unicamente por forcas de pressio’ implica

a equacao de Euler
Dv

o = VP

Supomos deste ponto em diante que o fluido é incompressivel, ou seja, que a sua densidade
p € constante no espaco e no tempo. Note que em particular a equacdo da continuidade se reduz
a condicdo de que o campo de velocidades tenha divergéncia nula,

V-v=0.

6. Define-se a vorticidade do fluido como sendo a funcio w : R x R3 — R3 dada por
w=V Xxv.

Mostre que a equacao de Euler se pode reescrever como

ov B p 1,
8t+wxv-—V<p+2V>.

7. Mostre que a vorticidade satisfaz a equacao

Dw
dt
!Na préatica qualquer forca cuja densidade volumétrica seja um gradiente (como por exemplo a forca gravitacional)
pode ser incluida no termo de pressdo.

= —0uV.




10.

11.

12.

13.

14.

Prove o Teorema de Bernoulli: se o escoamento é estacionario, i.e. se

ov
i
ot
entao )
Oy <2pv2 +p> =0.

Considere o escoamento estaciondrio linear dado por v(t,x) = A - x, i.e., por

3
V; = E aijxj,
j=1

onde A = (aj;) € uma matriz constante. Mostre que a equagdo da continuidade é equiva-
lente a tr A = 0, e que a equacdo de Euler é equivalente a exigir que A? seja simétrica.

Seja A o espaco das matrizes 3 x 3 anti-simétricas. Mostre que existe um isomorfismo linear
I:A — R3 tal que
Q-x=1(Q) xx

para todo o x € R3.

Escreva A = 3 4 (), onde X e () s3o respectivamente as partes simétrica e anti-simétrica
de A. Mostre que
w =2I(Q).

Mostre ainda que se 3 = 0 o movimento do fluido é de rotagdo uniforme com velocidade
angular %w, e que se 2 = 0 o movimento do fluido é simplesmente um movimento de
expansdo/contrac¢do ao longo das direcges dos vectores préprios de 3.

Prove o Teorema de Kelvin: se C'(t) é uma curva fechada cujos pontos seguem trajectérias
de particulas do fluido, entdo

Conclua que se o fluido provém de uma regido onde o escoamento é irrotacional (i.e., onde
a vorticidade é zero) entdo o escoamento sera irrotacional em todo o espago.

Mostre que qualquer campo vectorial v : R3 — R? satisfazendo V-v =0, Vxv =0 é
uma solucdo da equacdo de Euler.

Use a alinea anterior para determinar escoamentos nao triviais com simetria cilindrica e
com simetria esférica. O que pode dizer sobre qualquer combinacio linear das solucdes que
determinou?



