Célculo Diferencial e Integral Il

Exercicio de Aplicacdo 4 - Geodésicas e Curvatura de Superficies

1. Seja S C R? uma superficie (variedade-2) orientdvel e 7 : [to,t1] x R — S (de classe C?)
uma familia a um pardmetro de caminhos em S unindo os pontos xg,x; € S, i.e., tal que

’Y(to,()é) = X0
(b, @) =x

para todo o o € R. O comprimento do caminho « é

me=[1wwaWﬁ,

0

onde ¥ = %—;’. Suponha que existe um caminho de comprimento minimo, correspondendo a

a = 0. Mostre que
h/a ( 3(t,0) ) ol >
— | ——),=—(,0))dt=0
[ G (o) s

Sugestdo: Derive L(«) e integre por partes.

2. Mostre que o caminho de comprimento minimo ~(t) = ~(t,0) tem que satisfazer

d (@) L
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para todo o t €]tg,t1[. Um caminho satisfazendo esta equagdo diz-se uma geodésica de S.

3. Seja S a superficie de revolugdo descrita em coordenadas cilindricas por = f(z), onde
f: 1 — RT é uma funcio de classe C? no intervalo aberto I. Mostre que as circunferéncias
correspondentes aos pontos de extremo local de f s3o geodésicas. Mostre ainda que as
seccOes da superficie por semiplanos de 6 constante sdo também geodésicas. Particularize
no caso em que S é uma superficie esférica e a superficie de um toro.

4. Seja g : V C R? — R? uma parametrizacio de S. A aplicacdo de Gauss é a aplicacio
n:S — 5% (S? designa a superficie esférica de raio 1 em R?) dada por

_ Oig X Oag
") (g < gl

Mostre que
(n,01n) = (n, dan) = 0,

e que portanto
61n X 8211 =K (tl, tg) 81g X 82g.

A fungio k (t1,t2) diz-se a curvatura de S no ponto g (t1,t2).



. Mostre que

— lim Va (n cg (Be (t17t2>))
It te) | = iy = B (1))

. Mostre que
2
ain = Z aijajg
j=1
e que
(0, 0;g) = — (n,0,0;8) .

Conclua que
(aij) - (gjk) = — (bik) »

onde
gij = (08, 0;8)
e
bij = (n,0;0;g) .
. Mostre que

oin X Oon = det (aij) 018 X Obg.

Conclua que
det (bﬁj)
det (gi;)

. Seja M C R™ uma variedade-m. Uma fun¢do f : M — RP diz-se diferenciavel se para
qualquer parametrizacdo g : V C R™ — M NU a funcdo fog : V — RP é diferencidvel.
Se

K (tl, tg) =

m

vV = Zvi@-g S Tg(t)a

i=1
define-se

m
Ovf = vidi(fog).
i=1
Mostre que esta definicdo ndo depende da escolha da parametrizacio.
. Define-se a primeira forma fundamental ¢ : Tx M x TxM — R através de
g(v,w) = <V7W> )
e a segunda forma fundamental b : T, M x Ty M — R mediante
b(v,w) = —(w,0yn) .

Mostre que escrevendo

2

v=> v0ig;

=1

2
W= Z w;0;8,
i=1



10.

11.

12.

13.

14.

se tem

2
g(v,w) = Z GijUiWy;
i,j=1

2
b(V,W) = Z bijviwj.
7,j=1

Conclua que g e b sdo de facto formas quadréticas (i.e., tensores simétricos). Estes tensores
sdo também conhecidos como o tensor da métrica e o tensor de curvatura extrinseca.

Mostre que a condicdo para uma curva ser uma geodésica pode ser escrita como
8tt = )\n,

em cada ponto da curva, onde t é o vector tangente unitdrio a curva. Note que |\| é a
curvatura da geodésica.

Mostre que
[b(t, t)]

é a curvatura da geodésica de vector tangente t. Mostre que os vectores préprios de (b;;)
correspondem as geodésicas de curvatura maxima e minima (ditas as curvaturas princi-
pais de S), e que estas s3o exactamente os mddulos dos valores préprios correspondentes.
Conclua que o médulo da curvatura é o produto das curvaturas principais. (Isto mostra que
o médulo da curvatura n3o depende da escolha da parametrizagdo).

Mostre que se S tem curvatura positiva em x( entdo existe uma vizinhanca de xg na qual
todos os pontos de M estdo do mesmo lado do plano tangente, e que se S tem curvatura
negativa em x( entdo em qualquer vizinhan¢a de x( existem pontos de M dos dois lados
do plano tangente. (Isto mostra que o sinal da curvatura ndo depende da escolha da
parametriza¢do).

Calcule a curvatura de uma superficie cilindrica, de uma superficie cénica, de uma superficie
esférica de raio r > 0 e da superficie de um toro de raios R > r > 0 (esta ultima apenas
nos pontos de intersec¢do das geodésicas que determinou em 3).

As componentes do tensor de curvatura de Riemann sio dadas pela férmula
_ T T
Rij = <3i (0;0rg) " — 0; (0iOrg) 731g> :
onde T designa a projeccdo no espaco tangente a S. Mostre que

Rijry = bybjr, — bibji.



