(2 val.)

(2 val.)

(2 val.)

Instituto Superior Técnico
Departamento de Matematica
Seccao de Algebra e Anilise

CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL II

TODOS OS CURSOS EXCEPTO MEBIOM, MEFT, LMAC, MEEC E MEAMB
TESTE 2 - 15 DE JUNHO DE 2009 — DURACAO: 90 MINUTOS - VERSAO 1

1) (@)

Resolucao abreviada

Mostre que a regidao
72

M = {(.Cl?,y,Z) € R? : Z
€ uma variedade e determine a sua dimensao.
Resolucdo. M coincide com o conjunto de nivel zero da funcio de classe C!,
F : R >R F(r,y,z2) = ’”742 +y?+2*—1. Aderivadade F, VF = (£,2y,2z),
tem caracteristica um em todos os pontos de R3, excepto na origem, (0,0,0).
Como a origem n3o pertence a M, F'(0,0,0) = —1 # 0, concluimos que M é uma
variedade e que dim(M) =3 —1=2.

+y’ 42t =1},

S

Determine um vector tangente (ndo nulo) a M no ponto (1, 3, %°).

Resolugdo. Temos que (T(1,$,§)M)L = L{(5.20,22)} 1 o) = £{(3,1,v2)}.
Os vectores tangentes a M no ponto (1, %, @) sao entao dados pelas solucoes da
equacao

(ul,u2,u3) . (%, 1, \/5) =0«< %U1 + us + \/5’&3 =0.
Um vector tangente ndo nulo é, por exemplo, u = (—2,1,0).
Determine, caso existam, os extremos da fun¢do f(x,y,z) = x + y na variedade
M.
Resolucdo. A variedade M é compacta e a restricdo da fun¢do f a M, f|u
é continua pelo que do teorema de Weierstrass concluimos que f|y; tem (pelo
menos) um maximo e um minimo absolutos em M. f é de classe C'! pelo que os
extremos condicionados de f sdo solucdes do sistema

1 = Az
Vi = AVF N 1= Ay
Flz,y,2) = Z 44 4+22-1=0 0 = A2z
L4y’ +22-1 =0
z = 0 -
r = 4y & —



As solucbes deste sistema correspondem sé a dois pontos, P, = (\%,\%,0) e
_ 4 1 . (. ) ..
P, = (—75, —75,0), pelo que um é o maximo e outro é o minimo de f|y;. Como

f(Py) = =5 < f(P) = /5, vemos que P, é o maximo e P, é o minimo.
(2) Seja

D={(z,y,2) €R®: /a2 +92 < 2 < \/4—3(22 +y2),2 >0,y > 0}.

(a) Escreva uma expressdo para o volume de D na forma [ ([ ([ ...dz) dy) dz (2 val.)
Resolucao: Temos que 0 < z < 2. Os cortes de D com os planos z = const sdo
dados por

A, = {(x,y)€R2 : x2+y2§22,x20,y20}, se0<z<1

52
,xZO,yZO}, se 1l <z<2.

A, = {(:c,y)e]R2 a4yt <

Temos entao
4—2z2 4—2z2 2

VD:///Dl:/;(/OZ(/Omdw) dy)dz+/12/0 ' /0 T ) ay) e

(b) Calcule a massa de D, supondo que a densidade de massa é o(z,y, z) = z. (2 val.)
Resolucao: Em coordenadas cilindricas temos

Tl /4302
Mp = / / / z p dzdpdf =
0 0 p
1l [!

= 55/0 (p(4—3p%) — p°) dng

(3) Considere os seguintes campos vectoriais: H (z,y) = (dze® ™3 6™ t3) e

G(z,y) = <($_1)g;zy_1)2, ((x_l_)gf:(;)_lp) e seja C' o quadrado com vértices

(0,0),(2,0),(2,2),(0,2), percorrido no sentido hordrio.

(a) Calcule ¢, H -dg. (1 val.)
Resolucao: O campo é de classe C' em R%. Uma vez que
oy ox’

concluimos que H é um campo fechado e como o seu dominio, R?, é simplesmente
conexo concluimos que é um campo gradiente. O integral de um campo gradiente
por qualquer curva fechada é zero pelo que 390 H-dg=0.
(b) Calcule §, G - dg. (1 val.)



Resolucao: O campo G é um campo ‘“ralo da banheira” com centro no ponto
(1,1). E de classe C' no seu dominio, Dg = R?\ {(1,1)}, e fechado:

oG, (14 -12-2y—-1? (z—1°—(y—1)°
dy ((z —1)*+ (y —1)?) ((z =12+ (y —1)*)
e
Gy _ —(x—1)2—(y—1)2+2(33—1)2: (x—1)%2 = (y — 1)? _ 0Gy
O (=1 +(y —1)?) (@ =12+ (y—1)2)? 0Oy~

Como D¢ ndo é simplesmente conexo um campo fechado em D¢ pode ndo ser gra-

diente (como verificaremos agora para este campo). O quadrado C' é homotdpico
em D¢ a circunferéncia

I={(z,y) €R* : (x -1+ (y—1)* =1},
percorrida no sentido horario. Uma parametrizagcdo de I" é
g(s) = (1 +cos(s),1 —sen(s)), s € [0,2n],

pelo que, aplicando o teorema da homotopia para campos fechados,
2m
7{ G-dg= jI{ G-dg= / (—sen(s), —cos(s)) - (—sen(s), — cos(s)) ds = 2.
c r 0

(4) Considere a superficie

S={(z,y,2) €R® : z=14 (2> + 9?2z < 2},

orientada com normal unitaria, ng, com terceira componente positiva.
2 2 pe
3 val. a) Calcule o fluxo do campo F(z,y, 2z) = (e¥",e* 13 2) através de S.
) ) ) )
Resolucao Calculemos o fluxo pelo teorema da divergéncia. Consideremos a regido

D={(z,y,2) eR® : 1+ (" +y*)’<z<2},
para a qual 9D = SUT, onde a “tampa” T é dada por
T:{(x,y,z)€R3 cz=22"+y <1},

Uma vez que div(F) = 0 e ng é a normal unitdria interior de S obtemos, do
teorema da divergéncia,

0://S Fo(-no)+ [[ F-nT@//S Fong = [[ Fonr = [[ 2= 2area(r) = 2.

(2 val.) (b) Calcule, usando o teorema de Stokes, o trabalho do campo G = (y,0,0) pela
fronteira (bordo) 0S de S, percorrida no sentido induzido por ng.
Resolucao: Observemos primeiro que o bordo de S coincide com o bordo de T,

8S:8T:{(m,y,z)ER3 : x2—|—y2:1,z:2}



orientado no sentido anti-horario para um observador no ponto (0,0,10). Esta
orientacao corresponde a normaI unitdria em 1" usada na alinea anterior, ny =
(0,0,1). Uma vez que rot(G) = (0,0, —1), obtemos

éSG dg—]gTG dg—// rot(G nT_// I

(5) Seja D C R® um conjunto regular e ,7 : R> — R duas funcdes de classe C? em (3 val.)
R3. Mostre, usando o teorema da divergéncia, a seguinte identidade

///QDM v Ap) dxdydz—//awa—n‘ a—i>

onde n é a normal unitdria exterior de 0D e A f = an + 2 8y [+ 9 822

Resolucdo: Da identidade ¢ g%ﬁ =2 (p%) - gx S e de identidades andlogas para

y e z concluimos que @Ay = div(pgrad ) — grady - gradiy e portanto

e — Y Ap = div (pgrad v — pgrad p) .
Entao

/ / /D (o A — ¥ Ap) dadydz = / / /D div (pgrad ¢ — pgrad @) dedydz =
= //a (pgrad ¢ —pgrad ) - n =

=[]



