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Resolução abreviada

(1) (a) Mostre que a região(2 val.)

M = {(x, y, z) ∈ R3 :
x2

4
+ y2 + z2 = 1},

é uma variedade e determine a sua dimensão.
Resolução. M coincide com o conjunto de ńıvel zero da função de classe C1,
F : R3 → R, F (x, y, z) = x2

4
+ y2 + z2− 1. A derivada de F , ∇F = (x

2
, 2y, 2z),

tem caracteŕıstica um em todos os pontos de R3, excepto na origem, (0, 0, 0).
Como a origem não pertence a M , F (0, 0, 0) = −1 6= 0, conclúımos que M é uma
variedade e que dim(M) = 3− 1 = 2.

(b) Determine um vector tangente (não nulo) a M no ponto (1, 1
2
,
√

2
2

).(2 val.)

Resolução. Temos que (T
(1, 1

2
,
√

2
2

)
M)⊥ = L{(x

2
, 2y, 2z)}|

(1, 1
2
,
√

2
2

)
= L{(1

2
, 1,
√

2)}.

Os vectores tangentes a M no ponto (1, 1
2
,
√

2
2

) são então dados pelas soluções da
equação

(u1, u2, u3) · (
1

2
, 1,
√

2) = 0 ⇔ 1

2
u1 + u2 +

√
2u3 = 0.

Um vector tangente não nulo é, por exemplo, u = (−2, 1, 0).
(c) Determine, caso existam, os extremos da função f(x, y, z) = x + y na variedade(2 val.)

M .
Resolução. A variedade M é compacta e a restrição da função f a M , f |M
é cont́ınua pelo que do teorema de Weierstrass conclúımos que f |M tem (pelo
menos) um máximo e um ḿınimo absolutos em M . f é de classe C1 pelo que os
extremos condicionados de f são soluções do sistema

{
∇f = λ∇F

F (x, y, z) = x2

4
+ y2 + z2 − 1 = 0

⇔


1 = λx

2
1 = λ2y
0 = λ2z

x2

4
+ y2 + z2 − 1 = 0

⇔


z = 0
x = 4y

x2

4
+ y2 + z2 − 1 = 0

⇔

 −
−

5y2 = 1



As soluções deste sistema correspondem só a dois pontos, P1 = ( 4√
5
, 1√

5
, 0) e

P2 = (− 4√
5
,− 1√

5
, 0), pelo que um é o máximo e outro é o ḿınimo de f |M . Como

f(P2) = −
√

5 < f(P1) =
√

5, vemos que P1 é o máximo e P2 é o ḿınimo.

(2) Seja

D = {(x, y, z) ∈ R3 :
√
x2 + y2 ≤ z ≤

√
4− 3(x2 + y2), x ≥ 0, y ≥ 0}.

(a) Escreva uma expressão para o volume de D na forma
∫ (∫ (∫

. . . dx
)
dy
)
dz (2 val.)

Resolução: Temos que 0 ≤ z ≤ 2. Os cortes de D com os planos z = const são
dados por

Az =
{
(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ z2, x ≥ 0, y ≥ 0

}
, se 0 ≤ z ≤ 1

Az =

{
(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 4− z2

3
, x ≥ 0, y ≥ 0

}
, se 1 ≤ z ≤ 2.

Temos então

VD =

∫∫∫
D

1 =

∫ 1

0

(∫ z

0

(∫ √z2−y2

0

dx

)
dy

)
dz+

∫ 2

1

∫ q 4−z2

3

0

∫ q 4−z2

3
−y2

0

dx

 dy

 dz.

(b) Calcule a massa de D, supondo que a densidade de massa é σ(x, y, z) = z. (2 val.)
Resolução: Em coordenadas ciĺındricas temos

MD =

∫ π
2

0

∫ 1

0

∫ √4−3ρ2

ρ

z ρ dzdρdθ =

=
π

2

1

2

∫ 1

0

(ρ(4− 3ρ2)− ρ3) dρ =
π

4
.

(3) Considere os seguintes campos vectoriais: H(x, y) = (4xex
2+3y, 6ex

2+3y) e

G(x, y) =
(

y−1
(x−1)2+(y−1)2

, ( −(x−1)
(x−1)2+(y−1)2

)
e seja C o quadrado com vértices

(0, 0), (2, 0), (2, 2), (0, 2), percorrido no sentido horário.
(a) Calcule

∮
C
H · dg. (1 val.)

Resolução: O campo é de classe C1 em R2. Uma vez que

∂H1

∂y
= 12x ex

2+3y =
∂H2

∂x
,

conclúımos que H é um campo fechado e como o seu doḿınio, R2, é simplesmente
conexo conclúımos que é um campo gradiente. O integral de um campo gradiente
por qualquer curva fechada é zero pelo que

∮
C
H · dg = 0.

(b) Calcule
∮
C
G · dg. (1 val.)



Resolução: O campo G é um campo “ralo da banheira” com centro no ponto
(1, 1). É de classe C1 no seu doḿınio, DG = R2 \ {(1, 1)}, e fechado:

∂G1

∂y
=

(x− 1)2 + (y − 1)2 − 2(y − 1)2

((x− 1)2 + (y − 1)2)2
=

(x− 1)2 − (y − 1)2

((x− 1)2 + (y − 1)2)2

e
∂G2

∂x
=

−(x− 1)2 − (y − 1)2 + 2(x− 1)2

((x− 1)2 + (y − 1)2)2
=

(x− 1)2 − (y − 1)2

((x− 1)2 + (y − 1)2)2
=
∂G1

∂y
.

Como DG não é simplesmente conexo um campo fechado em DG pode não ser gra-
diente (como verificaremos agora para este campo). O quadrado C é homotópico
em DG à circunferência

Γ = {(x, y) ∈ R2 : (x− 1)2 + (y − 1)2 = 1},

percorrida no sentido horário. Uma parametrização de Γ é

g(s) = (1 + cos(s), 1− sen(s)), s ∈ [0, 2π],

pelo que, aplicando o teorema da homotopia para campos fechados,∮
C

G · dg =

∮
Γ

G · dg =

∫ 2π

0

(−sen(s),− cos(s)) · (−sen(s),− cos(s)) ds = 2π.

(4) Considere a superf́ıcie

S = {(x, y, z) ∈ R3 : z = 1 + (x2 + y2)2, z < 2},

orientada com normal unitária, nS, com terceira componente positiva.
(a) Calcule o fluxo do campo F (x, y, z) = (ey

2
, ex

2+3z, 2) através de S.(3 val.)
Resolução Calculemos o fluxo pelo teorema da divergência. Consideremos a região

D =
{
(x, y, z) ∈ R3 : 1 + (x2 + y2)2 < z < 2

}
,

para a qual ∂D = S ∪ T , onde a “tampa” T é dada por

T =
{
(x, y, z) ∈ R3 : z = 2, x2 + y2 ≤ 1

}
.

Uma vez que div(F ) = 0 e nS é a normal unitária interior de S obtemos, do
teorema da divergência,

0 =

∫∫
S

F ·(−nS) +

∫∫
T

F ·nT ⇔
∫∫

S

F ·nS =

∫∫
T

F ·nT =

∫∫
T

2 = 2 area(T ) = 2π.

(b) Calcule, usando o teorema de Stokes, o trabalho do campo G = (y, 0, 0) pela(2 val.)
fronteira (bordo) ∂S de S, percorrida no sentido induzido por nS.
Resolução: Observemos primeiro que o bordo de S coincide com o bordo de T ,

∂S = ∂T =
{
(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 = 1, z = 2

}



orientado no sentido anti-horário para um observador no ponto (0, 0, 10). Esta
orientação corresponde à normal unitária em T usada na aĺınea anterior, nT =
(0, 0, 1). Uma vez que rot(G) = (0, 0,−1), obtemos∮

∂S

G · dg =

∮
∂T

G · dg =

∫∫
T

rot(G) · nT =

∫∫
T

−1 = −π.

(5) Seja D ⊂ R3 um conjunto regular e ϕ, ψ : R3 → R duas funções de classe C2 em (3 val.)
R3. Mostre, usando o teorema da divergência, a seguinte identidade∫∫∫

D

(ϕ 4ψ − ψ 4ϕ) dxdydz =

∫∫
∂D

(ϕ
∂ψ

∂n
− ψ

∂ϕ

∂n
),

onde n é a normal unitária exterior de ∂D e 4f = ∂2f
∂x2 + ∂2f

∂y2
+ ∂2f

∂z2
.

Resolução: Da identidade ϕ ∂2ψ
∂x2 = ∂

∂x

(
ϕ∂ψ
∂x

)
− ∂ϕ

∂x
∂ψ
∂x

e de identidades análogas para
y e z conclúımos que ϕ4ψ = div(ϕgrad ψ)− gradϕ · gradψ e portanto

ϕ4ψ − ψ4ϕ = div (ϕgrad ψ − ψgrad ϕ) .

Então∫∫∫
D

(ϕ 4ψ − ψ 4ϕ) dxdydz =

∫∫∫
D

div (ϕgrad ψ − ψgrad ϕ) dxdydz =

=

∫∫
∂D

(ϕgrad ψ − ψgrad ϕ) · n =

=

∫∫
∂D

(ϕ
∂ψ

∂n
− ψ

∂ϕ

∂n
).


