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Nota

As paginas seguintes sao uma versao mais cuidada das minhas notas para dois cursos introdutorios
sobre equagoes diferenciais parciais leccionados a partir de 1989/90 no Instituto Superior Técnico.
Estes cursos tém a duragao de um semestre e tém como objectivos por um lado a introducao
do aluno aos resultados classicos sobre equagoes diferenciais parciais e por outro a ligagdo com
métodos e problemas contemporaneos. Um dos cursos é destinado aos alunos do quarto ou quinto
ano do curso de licenciatura em Matematica Aplicada e o outro aos alunos do primeiro ano do
Mestrado em Matematica Aplicada.

E justo referir aqui que fui influenciado por todos os professores que me ensinaram Matema-
tica, em particular por aqueles que me ensinaram Equacgoes Diferenciais por escrito e ao vivo.
Destes ultimos devo salientar o Prof. Manuel Ricou que foi quem leccionou pela primeira vez
este curso. No entanto o ordenamento do material, a énfase relativa dada aos diversos topicos
e todos os erros matematicos, linguisticos e tipograficos sdo da minha inteira responsabilidade.
Desde ja agradeco a quem mos comunicar.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Nomenclatura

A expressao
F(z,u, (Dau)1§|a\§l) =0 (1.1)

em queﬁ F:R"xR™xR¥ — RN é uma aplicacio dada e k = k(I,m,n, N) designa-se por sistema
de N equagoes diferenciais parciais em m incégnitas u;, 1 < j < m em que u = (uj)lgjgm' Em
geral os Unicos sistemas que consideraremos serao determinados, i.e. m = N. Se m = 1 dizemos
que temos uma equac¢ao diferencial parcial. Se, fixado um qualquer z, o funcional definido por

u— F(z,u(@), (D*u(z));<|4<;) ¢ afim diz-se que a equagao ou sistema ¢ linear. Finalmente se

F(z,u, (D))< jo1<)) = > aalz, (D) g 1) Du = bz, (D7u) 5 )
la|=k

diz-se que o sistema ou equagao é quase-linear.

1.2 Objectivos

A secgao de texto anterior prima por ser, propositadamente, sintética. Dizer que uma equagao
diferencial parcial é uma expressao do tipo ([l) é algo que ndo tem significado matematico
preciso. O que é que de facto significa estudar uma equacao diferencial parcial? Normalmente o
leitor deste texto ja terd sido exposto ao estudo de equagoes diferenciais ordindrias e de algumas
equagoes diferenciais parciaisﬁ. Isto podera ter levado a um conjunto de expectativas desajustadas
do que se ird encontrar a seguir. O que iremos de facto encontrar serd, espero, um vislumbre de
resposta as seguintes questoes:

e Existe uma teoria geral para equacgoes diferenciais parciais?

e (Caso a resposta a primeira pergunta seja nao, existe um processo de classificagao que reduza
este estudo a um numero finito e pequeno de teorias especiais?

e Quais sao os métodos a utilizar? Trata-se de um campo da Matematica definido pelos
métodos técnicos a utilizar ou pelos objectivos que se tém em vista?

e Ha um espago de fungoes natural para procurar solugoes de uma equagao?

IN3io havendo mencdo expressa do contririo convenciona-se que notacdo da forma f : D — FE significa que f
estd definida num subconjunto de D com valores em E. Por outro lado a notagdo f : C C D — FE significa que f
estd definida em todo o subconjunto C' de D com valores em E.

Claro que k(l,m,n) = nm( 11__7;5 ).

2Provavelmente j4 usou separacdo de varidveis e séries de funcdes para obter solucdes de algumas equacoes

diferenciais parciais lineares de segunda ordem em dominios particulares. Isto ndo serd pressuposto no texto.
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e O que é que as equagoes lineares tém de especial? Em que medida é que a teoria é mais
rica nesta situagao?

e O que é um problema bem posto?

e Em que medida a Fisica-Matematica classica influencia e é influenciada pelo estudo das
equacoes diferenciais parciais? Que solugoes sao interessantes deste ponto de vista?

e H4 classes de equacoes diferenciais parciais cujo estudo possa beneficiar dos métodos de-
senvolvidos para equagoes diferenciais ordinarias?

A resposta a estas questoes ndo vai ser facil. Espero, pelo menos, que no final da leitura deste
texto se pecebam melhor as perguntas e a dificuldade em formular a sua resposta.



Capitulo 2

Equacoes reais de primeira ordem

2.1 Introducao

Pretendem-se estudar equagoes da forma
F(z,u, (Diu),<;c,,) = 0. (2.1)

em que F': R” x R x R” — R é uma aplicacao dada.

Note-se que o problema anterior nao estd enunciado em termos rigorosos e que introduziremos
hipdteses precisas progressivamente. O leitor comegard com certeza por pensar que se tivéssemos
n = 1 estariamos a estudar uma equagao diferencial ordindria de primeira ordem e que nesse
caso procurar-se-ia estudar:

e a existéncia (local ou global) de u;
e condicoes adicionais que garantam a unicidade de w;
e regularidade de u;

e outras propriedades de u tais como dependéncia continua em relagao a um parametro ou
propriedades assimptoticas.

Sao essencialmente os mesmos problemas que nos interessarao no estudo das equacdes diferenciais
parciais. No entanto, excepto no caso de equagoes diferenciais parciais reais de primeira ordem
em que a analise reduz-se no essencial ao estudo dum sistema de equacoes diferenciais ordindrias,
os métodos a utilizar irao para além do que é conhecido das equagoes ordinarias.

2.2 Equacoes quase-lineares

A equacao diferencial parcial real quase-linear de primeira ordem tem a forma

n
Ju

ai(z,u)=— =b(z,u 2.2

i=1

com a = (a;);;<, € b fungdes dadas. Procuraremos fixar uma solugao considerando a condi¢do

de Cauchy
u=1ug, em.S, (2.3)

onde S é uma hipersuperficie C'. O problema assim formulado designa-se por problema de
Cauchy. Note-se que podemos escrever a equagao na forma

Da(az,u(z))u(‘r) = b(l‘7 ’U,(.TJ))

em que Dj designa derivada dirigida segundo o vector h. Isto é, conhecido o valor de u num
ponto x existe uma direc¢ao, dependente de = e u(z), em que o “crescimento” de u é conhecido.

3



Capitulo 2. Equagoes reais de primeira ordem

Essa direccao é a do campo Q 3 = — a(z,u(z)). Uma primeira observagdo é que poderd nao
existir solu¢ao do problema de Cauchy se existir um ponto de S em que a(x,u(x)) é tangente a
S. Esta e outas observacoes importantes podem ser feitas mesmo num exemplo muito simples.
Pode-se dizer que o método de resolugao das equagoes quase-lineares de primeira ordem reduz-se
no essencial ao exemplo seguinte por “mudanca de varidveis”.

Qu _

Exemplo. Considere-se 3 =0 em R2. Para toda a funcao g : R — R temos que u : R?> — R

definida por
u(z,y) = g(y)

serd uma solucdo. Note-se por exemplo que se S for uma linha C' cuja tangente nunca seja
paralela ao eixo dos xx o problema de Cauchy correspondente tera uma e uma sé solu¢ao numa
vizinhanca de S. Por outro lado nao existe por exemplo solucao do problema de Cauchy se
fixarmos u(x,0) = h(xz) com h nao constante. Se h for constante existirao solu¢ées mas nao se
verificara unicidade local. Note-se que a derivada dirigida de u esta neste caso fixada na direccao
do eixo dos zx. A

Voltando a equacao quase-linear geral vamos como primeiro passo da sua resolugao tentar
determinar as linhas integrais do campo de direcgoes definido por (z,u) — (a(z, u(x)), b(x, u(zx)))
em R"*!. Para tal basta considerar o sistema de equacdes diferenciais ordinarias:

dX
oy = UXR),UR)
daUu
Ix = XN, TR)).

Escolhemos condigoes iniciais correspondentes a fixar o valor de u sobre a hipersuperficie S.
Supomos, se necessdrio usando cartas locais, que S é descrita por x = ¢(s), s € w C R*"71,
w aberto e que o valor de u em S é descrito por u = t(s). Consequentemente passamos a
considerar o problema de Cauchy para um sistema de equagoes diferenciais ordinérias, o sistema
caracteristico

oX =a(X(\,5),U(\5),  X(0,5) = ¢(s)
g(/\] (2.4)
oy =X, UNs),  U(0,5) = (s)

Este sistema, se a e b forem suficientemente regulares, digamos C'!, ters, de acordo com o teorema
fundamental de existéncia, unicidade e dependéncia continua em relacao a um parametro para
equacoes diferenciais ordindrias, uma solucao unica numa vizinhanca de {0} x w. Essa solugao
serd uma funcao de classe C* em (),s). As respectivas linhas integrais, i.e., as linhas descritas
em R por A — (X (), s),U(),s)) para cada s sdo designadas por caracteristicas. As linhas
descritas em R™ por A — X (], s) para cada s sdo por vezes também designadas nalguma literatura
por caracteristicas mas nés optamos por utilizar para estas a designacao de tracos caracteristicos
ou projecgoes caracteristicos.
Para obtermos u em termos de = serd natural tentar decidir se a aplicacao

(A, 8) — X (N s)

¢ um difeomorfismo. Para isso a ferramenta natural é o teorema da fungao inversa para garantir
esse facto numa vizinhanga de um ponto ¢(s) € S. Tal estard garantido se

det[ %—); %—f }(0,3):
= det[ a(X(0,5),U(0,5)) Z(0,s) |
det[ a(p(s),9(s)) 32 1#0.

Esta condicao é exactamente a nao tangéncia de S ao campo a(-, u(-)) no ponto ¢(s). Diz-se que
uma hipersuperficie verificando esta condicao em todos os seus pontos é ndo-caracteristica.
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caracteristica

O\

Xo

{raco caracteristico
/}/\

P\

. L]

Figura 2.1: O problema de Cauchy para equagoes diferenciais parciais quase-lineares reais de 1* ordem.

Podemos entao estabelecer um teorema de existéncia e unicidade de solugao para a equagao
diferencial parcial quase-linear real de primeira ordem.

Teorema 2.2.1. O problema de Cauchy
{ Yo ai(z,u(x))Diu = b(x,u(z)) numa vizinhanga de S

U = ug, em S

(2.5)

em que S é uma hipersuperficie C! ndo caracteristica e a, b, ug sio C' tem uma solucdo C*' inica
numa vizinhanca de S.

Demonstragao. Sejam uj e ug duas solugoes de (ZH) numa vizinhanga dum ponto de S. Fixe-se

k=1 ou 2 e seja X uma solugao de
0X
= a(X (A, 8), up(X (A, 5))).

Seja V' definida por
V(A 8) = up(X (X, 5)).

Temos entao

oV & Ou, 90X,

X T £ 0m X
- Z_Zai(X()\,s),Uk(X()\aS)))
= B(X(\s),us(X (), 5)))
= b(X()\,S),V()\,S))

Assim tanto (X, U) como (X, V) sdo solugdes do sistema (Z4]) verificando as mesmas condigoes
iniciais. Dai que U = V. Note-se que esta conclusao é independente de k. Como X é um
difeomorfismo pode-se concluir que u; = us. Estabelecemos assim unicidade da solugao.
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Para demonstrar a existéncia de solugao de () usamos o método sugerido antes do enunciado
do teorema. Consideramos uma solucao (X, U) do sistema caracteristico (Z2)) e define-se u(z) =
U(f(x)) em que 6 é a aplicagao inversa do difeomorfismo (A,s) — X (A, s) numa vizinhanga
conveniente dum ponto de S. As propriedades de regularidade de u seguem do que ja foi exposto
tal como a satisfagdo das condigoes de Cauchy. Resta verificar que u é uma solucao. Calculamos
entao

Ou  oU O\ oU 0s;
ox; O\ Oz; Z 8sj ox;

pelo que

a
B z": U I\ 9X; Z OU 9s; 0X;

verificando que u é efectivamente uma solugao de (E3). [

Exercicio 2.1. Resolva os sequintes problemas de Cauchy:
a) uy = Tuly, u(z,0) =
b) zuy — yu, = u, u(z,0) = h(z).

Exercicio 2.2. Suponha que a solugdo do problema [Z2 estd definida numa vizinhanga U da
hipersuperficie nao-caracteristica S. Considere topologias para as funcées C' em U e em S
definidas por seminormas correspondentes ao supremo do mddulo da funcao e das suas derivadas
parciais (tangenciais para fungées definidas em S) em subconjuntos compactos (para a topologia
induzida em S). Enuncie e demonstre um resultado sobre dependéncia continua da solugdo em
relagcdo aos valores iniciais.

Acabamos de estabelecer um resultado de existéncia local para as equacoes diferenciais par-
ciais reais de primeira ordem. Convird agora verificar, através de um exemplo simples, que a
existéncia global de solucao s6 serd de esperar em situagoes muito particulares.

Exemplo. Comecemos por algumas considereragoes basicas sobre Mecanica dos Meios Conti-
nuod] destinadas a permitir uma interpretacao fisica do modelo a considerar.

Pretendemos descrever a evolugao no tempo dum corpo 2, um aberto de R™, através duma
aplicagao x : Rx ) — R™ em que supomos x(0, p) = p, ou seja a configuracao de referéncia supoe-
se idéntica a do corpo no instante t = 0. O desenvolvimento da teoria obrigara a fazer suposi¢oes
do tipo £ € CF(R x Q) para algum k € N e que as aplicacées (t,-) sao difeomorfismos C*,
i.e., exclui-se a interpenetracao da matéria. No entanto existirao situagoes em que tais hipoteses
técnicas nao serao adequadas. Por exemplo se se pretende estudar cavitagao (formagao de buracos
no material).

As coordenadas p dizem-se coordenadas materiais ou lagrangianas e as coordenadas r =
x(t,p) dizem-se coordenadas espaciais ou eulerianas. Em particular cada ponto p € Q) diz-se
uma particula e (-, p) dir-se-4 a sua trajectéria. Dada uma grandeza g descrita em coordenadas
materiais a sua descricao em coordenadas espaciajsﬁ far-se-a através de

g(t,z(t,p)) = g(t,p)

1Considerag()es mais extensas sobre Mecanica dos Meios Continuos sdo objecto do Apéndice [Al
2Usar-se-4 a, b, c, . .., q, ... para representacdes de grandezas em coordenadas materiais € a, b, ¢, ..., q, ... para
as respectivas representagdes em coordenadas espaciais.
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o que é possivel gragas a supormos que as aplicagoes x(t, ) sao difeomorfismos.
Definem-se os campos de velocidade e aceleracao em coordenadas materiais através de

ox
’U(t,p) = E(tap)
ov
Claro que
o(t, z(t,p)) u(t,
a tam(tap)) - a t7p
Note-se que
ov
a(t,p) - a(tap)
@ " v

= S (ta(tp) + > o, (b2 (t:P))

i=1

Ov -0

ox

—(t,p)

ot

= St + Y g talt i)

i=1
em que v = (V;)1<i<n, €tc.. Em coordenadas espaciais

ot z) = ov ov

Se a aceleracao de cada particula for nula devemos ter

Qv N~ O
8t i1 8z1

’Ui:O.

Em particular em dimensao n = 1 esta equacgao reduz-se a

o o
ot Oz

E + v a_l'ivi-

(2.6)

E esta a equacao que pretendemos considerar tendo em mente a interpretacgao fisica que aca-
bdmos de sugerir. Considere-se entdo ([Zf) com condigdo inicial v(0,2) = vo(x). Esta funcdo
correspondera a uma distribuicao de velocidades no instante t = 0. O sistema caracteristico para

esta equagao sera

oT

— =1 T =
B\ , (0,5)=0
X
_ = X =
X v, (0,s5) =s
oV
- 0, V(0,8) = vo(s)
que tem por solucao
T\ s) = A
X(\s) = Avg(s)+s
V(A s) = wvo(s)

pelo que v estard definida implicitamente por v = vo(x — tv). Note-se que:

7



Capitulo 2. Equagoes reais de primeira ordem

v

Figura 2.2: A formacgdo de um choque e blow-up em tempo finito para a equacdo de Burger v; +v,v = 0.

e ao longo duma caracteristica a velocidade v € constante o que era de esperar do modelo
fisico (segue-se uma particula ao longo duma caracteristica);

e se vy nao for crescente existirdo s1 < s2 tais que vo(s1) > vo(s2) e consequentemente t > 0
tal que
t’UQ(Sl) + 51 = t’Uo(Sg) + So

ie., parat = (s3 — s1)/(vo(s1) — vo(s2)) as caracteristicas intersectar-se-do, ou seja, uma
particula ultrapassara outra; diz-se que ocorre um choque.

Conjuntamente estas duas observacoes estabelecem a nao existéncia de solugao parat > 0 se vg
nao for crescente e nao existéncia de solugao global se vy nao for constante.

E sugerido pela FiguralZZ e facil de verificar analiticamente que para vy de suporte compacto
e diferente de 0, v, tenderd para oo em tempo finito. Tal acontecerd parat = —1/ minvy. A

Acabamos de verificar que serd em geral impossivel definir solucoes globais de uma equagao
diferencial parcial real de primeira ordem. Por outro lado também ficou claro da interpretagao
fisica da equagao que nas aplicacoes serd de grande interesse estender o conceito de solugao para
além do que é feito classicamente. Para tal poderemos definir solucdes fracas de uma equagao
diferencial parcial. Vamos exemplificar uma via possivel ressalvando desde ja que voltaremos a
este assunto.

Considere-se uma equagao diferencial parcial da forma

divF(u)=g (2.7)
em que F': R — R™ é uma fungdo C*, g : R" — R é uma funcdo de L}, (R™) e div designa o
operador divergéncia. Se u for uma solucdo cldssica num aberto Q@ C R™ de (1) entdo, para
toda a fungdo ¢ € C°(Q), temos que

/ () div(F(w) (z) do = / o(@)g(z) da.
Q

Q

8



2.3. Caso geral

Mas entao integrando por partes, ou usando uma das férmulas de Green, obtemos
/Q Vo(z) - F(u(z)) + ¢(x)g(x) de = 0. (2.8)

Note-se que (Z3X) néo envolve o cdlculo de derivadas parciais de u ou F' o que permite

Definigao 2.2.2. Para F € C°(R) diz-se que u € L}, (Q) € uma solu¢ao fraca de [Z_1) se para
toda a fungio ¢ € C°(NQ) se verificar (Z3J).

Mais geralmente o leitor familiar com a teoria das distribuigoes certamente recordaréd que a
definigao anterior pode ser interpretada como definindo u € L}, . como uma solugao fraca de (1)

se a divergéncia no sentido das distribuigoes de F o u for nula.

Exercicio 2.3. Considere uma solugao fraca de uma equagdo diferencial parcial da forma

0 0
= = g(u) = 0.

-+ 5g(u)

em que f,g sio continuamente diferencidveis e f'(p) = pg’(p). Suponha que u € C1(Q\ S) em
que Q= [0,1] x [0,1] e S é uma linha C de equagio y = {(z), € [0,1], e que se P € S entdo
existem os limites para P de u quando restrito ay > ((x) ou ay < ((x). Estabeleca uma equagdo
diferencial ordindria satisfeita por (.

2.3 Caso geral

Considere-se agora o caso geral [Zl). Mais uma vezes vamos recorrer ao estabelecimento dum
sistema de equagoes diferenciais ordindrias. No entanto necessitaremos dum maior nimero de
equagoes: 2n+1. A razdo para tal deve-se a que no caso da equacao quase-linear podemos obter,
lendo a equagao, uma direccao segundo a qual a derivada dirigida de u é conhecida desde que
se conheca o valor de u no ponto x e independentemente do plano tangente ao grdfico de u, i.e.
independemente de Du. Em geral a equagao continuard a dar-nos informagao sobre o crescimento
de u numa direccao “privilegiada” mas tal direc¢ao dependerd em geral néo sé de x e u(x) como
também de Du(z). Dal que seja necessdrio juntar mais n equagoes ao sistema caracteristico,
uma para cada uma das componentes de Du.

Vamos tentar entao dar um sentido mais preciso as observagoes anteriores. Comecemos por
substituir Du(x) por p(z) em @I) com p = (p;);,<, € escrevemos

F(z,u,p) =0. (2.9)

Interpretamos esta equagao como significando que, dados = e u temos uma restrigao aos valores
de p. Por exemplo, sejam dados adicionalmente p1,...,p,—1. Poderemos tentar entao resolver
&3) em ordem a p,. No caso quase-linear, desde que a,(x,u) # 0, tal poderia ser feitdl. Dada a
nao-linearidade da equagao teremos em geral uma situagao mais complicada. Podera nao-existir
solucdo, ou existir uma ou mais solucdes. No entanto se supusermos que F € C1!

F(l‘o,’do,po) =0 (2.10)

e que

oF
- (Zo, U0, Po 7é 0
pn ( )
entdo podemos obter usando o teorema da funcdo implicita que para uma certa funcéo g € C*

Pn = 9(x0, %0, (Pi)1<i<n—1)

3Dir-se-4, ver §51l que e, é uma direccdo ndo-caracteristica.

9



Capitulo 2. Equagoes reais de primeira ordem

para (p;)1<i<n—1 Numa vizinhanca de ((po); )1<Z<n - Mais geralmente, nao dando um papel
privilegiado a nenhuma coordenada podemos supor que “genericamente” se (ZI0) for satisfeita
entdo devemos ter p = p(£) com £ € YV C R*~1 V uma vizinhanga de 0 e p(0) = po, i.e. temos
razio para supor que “genérica” e localmente os possiveis valores de p definem uma variedade C'!
n — 1 dimensional.

Tentaremos agora determinar, a semelhanga do que foi feito para a equagao quase-linear, uma
direcgao priveligiada segundo a qual a equagao nos dé informacao sobre a derivada dirigida de
u tanto quanto possivel “independentemente’ﬁ de £ € V. Isto corresponde a procurar h tal que

para todo o j

Por outro lado devemos ter
F($0,U0,p(§)) =0

pelo que para cada j

oF 8p

ap aEJ ’
OF

o que sugere utilizar h = YR Consequentemente havera alguma esperanca de atingir os nossos
objectivos através do sistema de equacgoes diferenciais ordinarias

dX OF
dUu OF

No caso quase-linear pode-se eliminar p dos segundos membros mas em geral precisamos de
equacdes suplementares que sejam satisfeitas por p. Suponha-se entdo que v é uma solucio C?
de ZI)). Derivando ambos os membros de ([Z]) em ordem a z; obtém-se

oF 8F ou Z OF Op;
axl Ou Ox; « Op; om;

Opi.

3 . Como também
7

0,
Note-se que devido a u ser suposto C? deveremos ter necessariamente =22 S =
x;
queremos satisfazer (2211 obtemos

oF 8F ou Z 0X; Op;
8:51 Ou o0x; oA\ amj

pelo que o sistema de equagoes diferenciais ordinarias passa a ser determinado quando completado
pelas n equagoes diferenciais ordinarias

dp _ OF OF
A Oz ou

Iremos provar mais a frente que sob condigoes adequadas este sistema permite resolver o pro-
blema. Uma dessas condicoes serd com certeza F' € C? para podermos usar o mesmo teorema
sobre sistemas de equacoes diferenciais ordindrias que usdmos no caso quase-linear. Outra con-
dicdo serd possivelmente supormos os dados C? pois ao estabelecermos o sistema supusemos
u € C2.

Também neste caso vamos estar interessados em isolar uma solugao considerando o problema
de Cauchy e proceder como no caso quase-linear. No entanto teremos dificuldades adicionais

40 leitor é referido a [I5 B, B8] para uma interpretagido geométrica, aqui omitida, deste argumento heuristico
baseado em consideragoes analiticas.
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2.4. Comentarios

devido ao caracter nao linear do problema e devido a termos que fornecer condigoes iniciais para
P no sistema caracteristico. Com efeito se supusermos dada uma hipersuperficie S € C? e uma
funcao ug suficientemente regular definida em S automaticamente as derivadas parciais de wug
estao definidas nas direcgoes tangenciais a S. Isto nao determina imediatamente os valores de
todas as derivadas parciais de u sobre S de modo a poder ter as condigoes iniciais para P no
sistema caracteristico. Portanto precisa-se de conhecer a derivada normal de u sobre S o que
terd que ser feito a custa da equacgdo. Mais precisamente se © = ¢(s) com s € w for uma
parametrizagao de S devemos ter

u(p(s)) = uo(p(s))

para todo o s € w pelo que queremos determinar as condigoes iniciais do sistema caracteristico
a partir de

X(0,s8) = ¢(s) (2.13)
U0,s) = wuo(e(s)) (2.14)
e da resolucao do sistema
P0.5)- 52 = Grluo(e(s) (215)
F(X(0,s),U(0,s),P(0,s)) = 0. (2.16)

Como jé afirmamos o caracter nao-linear podera causar que este sistema nao tenha solugoes, tenha
mais que uma solucao ou que nao tenha solugoes sob pequenas perturbacoes. Para evitarmos
tais questoes supomod] que existe uma funcio ug € C? definida numa vizinhanca de S tal que

F(p(s), uo(p(s)), Duo(p(s))) =0 paras € w (2.17)

e tal que possamos garantir que a aplicagao (A, s) — X (A, s) é um difeomorfismo. Para tal, mais
uma vez aplicando o teorema da fungao inversa, exigimos que

det[ %—f %—f }(0,5):

det | 95 ((s), uo(i(s)), Duo(ie(s)))  5E(s) | #0. (2.18)

Diremos se [ZI1) e [ZI]) forem satisfeitas que S é ndo caracteristica (relativamente a F' e a u).
Podemos entao proceder de maneira andloga ao caso quase-linear para obter

Teorema 2.3.1. Considere-se o problema de Cauchy

F(z,u(x),Du(z)) = 0

u = g, em S

em que ug € C? estd definida numa vizinhanca de S, S é uma hipersuperficie C? em R", F €
C2(U) em que U € uma vizinhanca de {(x,uo(x), Dug(z)) : x € S} e S € ndo caracteristica
relativamente a F e a ug. Entdo o problema tem uma solucdo C? inica numa vizinhanca de S.

2.4 Comentarios

Estudamos o problema de Cauchy para equacoes diferenciais parciais reais de primeira ordem e
pudémos concluir que localmente este é um problema bem posto sob condicoes de regularidade

5Claro que hé a questdo de como justificar esta suposicdo. A ideia que ocorre imediatamente é através de uma
mudanga de varidveis reduzir o problema ao caso em que S é um subconjunto dum hiperplano com um dos eixos
coordenados normal a S. Sera este o ponto de vista a adoptar no Capitulo Bl
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Capitulo 2. Equagoes reais de primeira ordem

adequadas da equagao e das condicoes iniciais e desde que uma condigao de nao-caracteristicidade
da hipersuperficie onde estao definidos os valores iniciais seja satisfeitall.

Convém reparar desde ja que outro grande tipo de problemas que nos aparecera no estudo
das equagoes diferenciais parciais, os problemas de valores na fronteira, sao “mal postos” para as
equagoes diferenciais parciais reais de primeira ordem. Esta observagao é facilmente estabelecida
no caso do exemplo elementar no principio deste capitulo ou no exercicio seguinte.

Exercicio 2.4. Seja u uma solucdo de

a(l’, y)um + b(gjv y)uy = —u

de classe C' em B1(0) C R2. Supondo que a(x,y)x + b(x,y)y > 0 na fronteira de B1(0) prove
que u € identicamente 0.

A referéncia mais completa sobre o tema deste capitulo continua a ser [3]. Um ponto de
vista geométrico mais moderno é fornecido por [I]. Para uma segunda leitura sobre equagoes de
primeira ordem o leitor é aconselhado a consultar [I5].

6Em geral nio se verifica unicidade de solugio do problema de Cauchy no caso nio linear e portanto a unicidade
de solugdo deverd ser interpretada dum modo adequado. Por outro lado os resultados enunciados nao incluem
explicitamente a dependéncia continua em relagao as condicGes iniciais embora tal seja facil de estabelecer.
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2.5. Exercicios suplementares

2.5 Exercicios suplementares

Estes exercicios, tal como alguns dos inseridos ao longo do texto deste capitulo, podem encontrar-
se em forma mais ou menos modificada em [I5].

Exercicio 2.5. Decida se u definida em {(z,y) : y > 0} por

w(z,y) = { —2(y++/3x+y?), para3zr+y> >0

0, para 3z +y> <0

€ uma solugao fraca de

0 9, 4
— — 2)=0.
ayu+ 5 (u®/2)
Exercicio 2.6. Para a equagdo
— .3
Uy = U,
a) determine a solugio com u(x,0) = 2x3/2;

b) mostre que toda a solug¢ao regular para todo o x,y € linear.
[Sugestao: Considere ug,u, ao longo duma caracteristica.]

Exercicio 2.7. Para a equag¢do

1
U = TUy + YUy + §(ui +“73)

(1 —22).

determine uma solug¢ao com u(x,0) = %

Exercicio 2.8. Considere uma fungao dada H(x,t,p) com v = (Ti)i1<i<n €D = (Pi)i<i<n € G
equagao diferencial parcial em u (equagao de Hamilton-Jacobi)

F= ?;: + H(z,t, Du) = 0.

Obtenha o sistema caracteristico na forma

dX  dH

dt dp

aUu dH
— = p—=
dt dp
ap__d

dt dx

Definindo ‘il—)f =, ‘z—lt] = L, use as primeiras n + 1 equacdes para exprimir L como uma fungao

de x,t,v. Mostre entao que

oL
w P
oL dH
oxr dx
o que implica
doL 0L
dt v dx
Exercicio 2.9. Considere os operadores diferenciais lineares de primeira ordem L = % + ta%v

Ly =22 — 2 que actuam sobre fungdes em C!(Q2), com © C R? um aberto.
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Capitulo 2. Equagoes reais de primeira ordem

a) Estabeleca existéncia e unicidade de solugdo do problema de Cauchy

L1L2u =1
u(z, —2) — p()
5t (@, —a) + Fe(x,—z) = (x)

em C?(U) com U uma vizinhanga suficientemente pequena de (0,0) com ¢, fungoes C?
numa vizinhanga de 0.

b) Explicite tanto quanto possivel a solucdo tomando ¢(z) = 1, ¥(x) = 0.
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Capitulo 3

O Laplaciano

3.1 Introducao

Este capitulo pretende oferecer desde ja um contraste com o tipo de problemas estudados no
Capitulo Bl de modo a convencer o leitor que o estudo das equagoes diferenciais tem uma neces-
sidade intrinseca de utilizar métodos variados que dependem do “tipo” da equagao em estudo e
que posteriormente, no CapituloHl levard a um necessario esforgo de classificacdo. Com efeito, as
equagoes diferenciais parciais reais de primeira ordem caem, como vimos, na classe dos problemas
de valores iniciais, isto é, “genericamente” o problema

F(z,u,Du) =0 numa vizinhan¢a duma hipersuperficie .S,

U= sobre S,

estd bem postcﬂ. Vamos agora estudar um operador de segunda ordem cujas propriedades serao

em larga medida exemplificativas do que se passa com os operadores de segunda ordem que no
Capitulo Bl classificaremos como elipticos. Esse operador ¢ o laplaciano A = "7 | 66—:2 e teremos
como objectivo essencial mostrar que problemas de valores na fronteira tais como o ];mblema de
Dirichlet

Au=f num aberto €,

(3.1)
U= sobre 0€2,
ou o problema de Neumann
?uu = f num aberto 2, (3.2)
5 = sobre 012,

em que ai designa derivagao normal exterior e f, g, sao fun¢oes dadas, estao essencialmente
174

bem postoﬂ, contrastando com o que aconteceria com o problema de valores iniciais relativo ao
mesmo operador

Au = f numa vizinhanca duma hipersuperficie S

u=¢ sobre S (3.3)

% =g sobre S.

Exemplo. (Hadamard) Considere B3]) em dimensaon = 2 com f =0, S = {(z1,0) : 1 € R},

RV ~ e ., . ~
=0, % = ke *'" senkx,. Usando separacio de varidveis é possivel determinar uma solucao
(tinica) para este problema. Tal solugao é

u(zy, o) = ek sen(kxq) sh(kxz)

1Ver condicbes suficientes para existéncia de solucéo local no Teorema P23 le comentérios no final do Capitulo&l
2Esta afirmacgao é verdadeira se f e g forem compativeis num sentido a precisar no Exercicio Bl
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Capitulo 3. O Laplaciano

Quando k — oo, os dados e todas as suas derivadas de todas as ordens convergem uniformemente
para 0. Mas se o # 0 temos limy_, o u(x1,22) = 00. E assim impossivel, pelo menos no quadro
de topologias definidas por seminormas de supremos de médulos de fungoes e das suas derivadas,
dizer que existe dependéncia continua dos dados. A

Exercicio 3.1. Suponha que Q C R™ é um aberto com fronteira reqular e que u € C%(Q) satisfaz

B2). Mostre que
/fda::/ gdS
Q 0

As solugoes de Au = 0 num aberto ) dir-se-ao fun¢oes harmdnicas em ().

3.2 Solucgoes radiais

Comecemos por observar a seguinte propriedade notével do laplaciano

Exercicio 3.2. Seja Q : R™ — R™ wma matriz n x n verificando QQT = QTQ = 1d em que Id
designa a matriz identidade e T designa tmnsposz’gd(ﬁ. Mostre que se u é uma solugao de

Au(z) = f(z)

e v(x) = u(Qx) entdo

Av(z) = f(Qx).

Considere-se em SO(n) a topologia induzida pela topologia usual em M"™*"™ = R"z, 0 espago
vectorial das matrizes reais n x n. Suponha-se agora que é possivel definir uma medida regular
positiva g sobre SO(n) com p(SO(n)) =1 e que se R € SO(n) e A C SO(n) é mensurdvel
entdo RA e AR sao mensuraveis e u(RA) = u(AR) = p(A). Por outras palavras supomos que
se pode definir uma probabilidade, o, regular e invariante a esquerda e a direita em SO(n)H.
Uma construgao elementar desta medida na situacao particular aqui considerada é efectuada no
Exercicio B4l Considere-se, dada uma funcdo harménica u : R” — R, uma outra funcao u'
definida por

() /SOW (Qr) do(Q)

E possivel provar que a construcio anterior define efectivamente u! como uma funcio que s6
depende de |z|. Note-se que se u(z) = = teremos u* = 0 pelo que os resultados desta construgio
podem ser triviais. Nao é nosso objectivo aprofundarﬁ esta ideia mas tao somente fazer notar
que a invaridncia de A relativamente a SO(n) pode sugerir uma investigagdo da existéncia de
fungoes harmonicas com simetria radial. Com efeito verifica-se que

Exercicio 3.3. Seja w(z) = ¢(|z|) uma fungdo harmdnica em R™ \ {0}. Entdo teremos para
certas constantes C, K

C 2—n

=T + K, sen>2,

U(r)=q 2 (3.4)
Clogr+ K, sen =2.

Estas fungoes vao desempenhar um papel fundamental em tudo o que faremos neste capi-

tulo. Note-se que a passagem a coordenadas esféricas e o teorema da convergéncia dominada de

Lebesgue permitem estabelecer facilmente que w € L}, (R™).

3 Diz-se que wma matriz que verifica esta propriedadade é ortogonal ou que pertence ao grupo ortogonal, O(n).
Se adicionalmente det Q = 1 diz-se que Q pertence ao grupo especial ortonormal, SO(n), ou mais prosaicamente
que € uma rotagdo.

4Pode provar-se que num grupo localmente compacto separavel e metrizavel pode definir-se uma tnica medida
positiva com estas caracterisiticas que é designada como medida de Haar. O estudo desta questdo estd para além
dos objectivos deste curso.

5Para um tratamento rigoroso e nio elementar desta ideia consultar [B0J.
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3.3. Formula de Green e Solugao Fundamental

Exercicio 3.4. Este exercicio esboga como construir a medida de Haar em SO(n) (ou em O(n)
com pequenas modificagoes).

Considere-se SO(n) C M"*" = R". Seja U uma vizinhanga limitada de SO(n) tal que
Uc{AecM:detA>0}.

a) Prove que aplicagao P : U — M definida por
-1
P(A) = A(\/A A) ,

em que /- designa a raiz definida positiva duma matriz simétrica definida positiva, tem
por contradominio SO(n).

b) Verifique que se p € a medida de Lebesgue em R ¢ E C SO(n) € tal que P~Y(E)NU ¢
Lebesgue mensurdvel em R"™ entdo

S(E) = u(P~(B) D)
define uma medida positiva reqular sobre SO(n).

¢) Para cada E Y-mensurdvel em SO(n) defina

1
o(E) = 500 /S oo [5 O(n)E(QER) d%(Q) dS(R).

Prove que o € uma probabilidade regular positiva e invariante a esquerda e a direita em

SO(n).

3.3 Foérmula de Green e Solucao Fundamental

Seja  C R™ um aberto limitado cuja fronteira 992 é suficientemente regular (por exemplo,
mas nio necessariamente, C? de maneira a permitir a aplicagao do teorema de Gauss). Sejam
u,v :  — R duas fungdes em C?(2) N C1(Q). Entdo, se v designar a normal exterior a 99,
temos

/Q div(uVo) da = / w2 as(a). (3.5)

o Ov

Dai que, trocando u com v e subtraindo a nova igualdade da anterior, se obtenha a formula de
Green
uAvaAudx:/ u— —v—dS(x). (3.6)
/Q 51e) ov ov
Esta igualdade vai ter consequéncias importantes em tudo o que se segue neste capitulo. Em
particular considerando v = ¢ € C°(R™) e Q um aberto contendo supp ¢ U B.(0) ou Q = B.(0)

obtém-se
Oy ou

uAgo—(pAuda::—/ u— — p— dS(z)
/Q\Be (0) aB.(0) OV ov

em que v é a normal exterior a B.(0). Considerando u = w definido por (B4l obtém-se

dy ow
’LUA(,Dd.’L‘Z—/ w— — p— dS(z). 3.7
/Q\BS(O) B, (0) ov ov (=) 3.7)

Faca-se agora e | 0. Obtém-se que o lado esquerdo da igualdade anterior converge para o integral
da mesma funcao em ). Quanto ao lado direito nota-se que para todo o n

8w' = Cx;|z|™"

o0x;
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Capitulo 3. O Laplaciano

pelo que
a_w =Ce ™,
v |x|=€
Por outro lado
{%eQ”qLK sen > 2,
]| =€ Cloge+ K sen =2.

Defina-se w,, = | 0B (0) 1dS, obtendo-se, para a drea da superficie da esfera n — 1 dimensional
1

de raio e, faBn(o) 1dS = wpe™ !, Tomando os limites quando € | 0 dos integrais do segundo
membro de (), obtém-se

/ wApdr = Cw,p(0). (3.8)
Q
Definimos

Definigao 3.3.1. As fungdes I' : R™ — R definidas por

2—n
I(z) = { wn(21—n) |z| sen > 2,

= log || sen =2.
designam-se por solugoes fundamentais radiais n-dimensionais da equacao de Laplace.
Note que temodd
/ TApdx = ¢(0).
Q

Convir-nos-a utilizar as translacgoes das solugoes fundamentais. Para tal introduz-se a nota-
cao I'y(z) =T (y — x).

3.4 Funcao de Green — casos elementares

Estamos ainda longe de ter esgotado as potencialidades da férmula de Green ([BH). Suponha-se
quey € Qee > 0tal que B.(y) C Q. Substitua-se em B8] 2 por Q\ B.(y) e v por I';,. Obtém-se,
de forma andloga ao que se fez para obter ([BX), para cada y € Q, a férmula de representagdo
integral

B ory, ou
u(y) = /Ql"yAu dz + /agug — Fy% ds(z). (3.9)

Em particular note-se que, se u for uma fungao harménica, fica perfeitamente determinada pelos
valores de u e de % sobre 9. Se por outro lado tomarmos tanto v como v em (B) harménicas
obtemos

Se adicionarmos membro a membro esta igualdade & férmula de representagao integral (B,
supondo que v = —I'y sobre 052, obtém-se

Teorema 3.4.1. Seja Q2 C R™ é um aberto com fronteira reqular tal que a familia de problemas

{ Avy, =0 em €2,

vy =Ty sobre 02, (3.10)

tem solugdo em C%(Q) N CH(Q) para todo y € Q. Entdo, se a solucio do problema de Dirichlet

{Au:() em €,

U= sobre 0€2, (3.11)

6A luz de algumas nogoes elementares de teoria das distribuigdes (E) pode ser interpretada como mostrando
que se C = wi entdo w é uma solugdo fundamental para o operador A.
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3.4. Funcao de Green — casos elementares

— -~

- -

Figura 3.1: O método de simetria para a determinacao da fungdo de Green num semi-espaco.

ezistir em C%(Q) N CL(Q), € necessariamente dada por

) = [ oGt ast) (3.12)

em que Gy € a funcdo de Green de ().
No enunciado anterior pressupoe-se

Definicao 3.4.2. Se a famdlia de problemas (BIM)) tiver solugdes, a familia de fungdes definida
por Gy(z) =Ty (z) +vy(x), y € Q, z € Q\ {y} designa-se por fungdo de Green de .

Garantir a existéncia duma fungao de Green para um certo aberto {2 é uma tarefa em geral nao
trivial e, por enquanto, a andlise de tal questao esta para além das possibilidades das ferramentas
técnicas ao nosso dispér. O mesmo se poderd dizer, ainda com mais pertinéncia, quanto a
determinacao explicita da funcao de Green para um aberto dado. Vamos limitarmo-nos de
momento a construcao da fungao de Green em dois casos particulares em que a geometria simples
do aberto em questao permite usar argumentos geométricos elementares.

Considere-se entao o caso em que {2 é um semi-espago. Claro que por translagao e rotacao
podemos supor que 2 = {z € R" : x = (;),_; ., ¥n > 0}. Defina-se entdo, veja-se a figura
BTy=(y1, - Yn-1,—Yn) E f4cil verificar que I'y — I'y é efectivamente uma funcao de Green
no semi-espaco ).

Se €2 é a bola unitéria centrada em 0 recorremos a uma ideia semelhante em que a simetria
y — ¥ é substituida pela inversao y — y* = |y|72y, ver Figura Com efeito seja z € R™ tal
que |z| = 1. Entao observamos que

2 2 1 2 1 2
ey " =1-2z-y" +|y[" = PH (Iyl *2x-y+1) = le*yl (3.13)

o que permite estabelecer para |z| = 1 a identidade

n—2
Ty (z) = ly|" Ty (x), sen > 2, (3.14)
Y Ly(z) —loglyl, sen=2.
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Capitulo 3. O Laplaciano

Figura 3.2: O método de simetria para a determinagido da fungdo de Green numa bola. A fronteira da
bola de raio 1 centrada em 0 é o lugar geométrico dos pontos x tais que o quociente das distancias a y e
a y* é constante.

Assim concluimos que a fungdo de Green para a bola B1(0) é dada por

G, (z) = Ly(x) - |y|27nry* (z), sen > 2,
! Ly(x) —logly| =Ty« (x), sen=2.

Como para qualquer n > 2

1 r—y n =Y
VmGy@ﬂ:=——-{—————-—|yf ——————}

n £ |
wn |z =yl |z =y
e a normal exterior & fronteira da bola unitéria centrada em 0 é dada por v(x) = |§—| obtemos
para %fy sobre 0B1(0)
oG, 1 (1—-z-y opl—x-y*
Ik e T e &
Ve lz|l=1  Wn lz =y |z — y*|
2
_ 111yl
n
Wn |$ - y|

em que se usou [BIF). Obteve-se portanto a férmula integral de Poisson

u(y) = / u(z)K (z,y)dS(x) (3.15)
9B (0)

valida para fungoes u € C?(B1(0)) e em que

K(z,y) = K (x)Eil;W
’ ! wn |z —y["
é designado por nicleo de Poisson.

Exercicio 3.5. Obtenha a fun¢ao de Green e a formula de representagao de Poisson para uma
bola de raio r centrada em xgq.

A respeito da inversdo é interessante reflectir sobre o resultado seguinte:
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3.5. Niicleo de Poisson — solugao do problema de Dirichlet numa bola

Exercicio 3.6. Mostre que se u € uma func¢do harmdnica entao a inversao, ou transformacao

de Kelvin, que a u associa
v(@) = o " (—)
||

3.5 Nicleo de Poisson — solucao do problema de Dirichlet numa bola

fornece outra funcao harmdnica.

Um dos nossos objectivos essenciais é a resolugdo do problema de Dirichlet (B). A férmula
integral de Poisson vai permitir essa resolucao para uma bola. Com efeito

Teorema 3.5.1. Seja ¢ : 9B1(0) — R uma funcao continua. Se definirmos

- {faBlm) p(@)K (z,y)dS(x)  selyl <1
e(y) se ly| =1,

entio u € C°(B1(0)) e u é harmdnica e analitica em B1(0).

Demonstracio. Que u é harmonica segue facilmente de podermos comutar A, com o integral e
com B%m e das solucoes fundamentais I'y(z) e I'y«(z) serem fungdes harménicas de y o que no
caso de I'y, ¢ trivial e no caso de I'y- se pode comprovar por célculo ou usando o Exercicio Bl
A analiticidade de u segue também facilmente se observarmos que a func¢ao integranda é
analitica em y e dos resultados sobre integracao de séries de poténcias.
Resta provar a continuidade de u sobre dB1(0). Sejam zy € 9B:1(0), y € B1(0) e € > 0.

Comegamos por notar que que para as fungoes constantes vale (BIH) pelo que

wtzo) —uty) = o= [ (ote0) — ol [ dS @)

Wn

Sejam M > 0 tal que |¢| < M sobre dB1(0) e § > 0 tal que para |z — x9| < d e z € 9B1(0)
tenhamos |p(x) — p(xg)| < €/2. Temos entdo

1 o 2
/ (o) — (@) = s(a)
8B, (0)NBs(xo) |z —yl

Por outro lado

€ 1-Jy? €
< _/ ST S(z) = £
2 Jop, (o) |7 — Yl

\}

1|y
<2M ———dS(x).
8B1(0)\Bs (z0) |z — v

1 _ 2
/ (plan) - pla) =— 2 a(a)
8B (0)\Bs (o) |z -yl

Escolhamos v > 0 tal que vy < §/2 e, se y for tal que |zg — y| < 7, temos 1 — |y|* = |zo|* — |y|* <
€d™/(2"2M). Podemos assim estabelecer que se |xo —y| < 7y entdo |u(zg) —u(y)| < €. Provou-se
a continuidade de u sobre 0€). |

Exercicio 3.7. FEstabeleca o resultado andlogo para um semi-espago. Suponha que os valores na
fronteira além de continuos tém um crescimento para oo suficientemente lento.

3.6 Teorema do valor médio para funcoes harmdnicas

Uma consequéncia imediata da férmula integral de Poisson é o teorema do valor médio:

Teorema 3.6.1. Seja u : 0 C R" — R wma fun¢do harmdnica no aberto 2. Entdao para cada

bola By(zo) C 2 vale
1

u(zg) = = /é?BT(zo) u(zx) dx (3.16)

21



Capitulo 3. O Laplaciano

Demonstracdo. Considere y = 0 na férmula integral de Poisson e use translacgoes e homotetias
para obter o caso geral. |

Uma forma equivalente do teorema do valor médio envolve médias em bolas e nao em esferas.
E de notar que para obter a equivaléncia entre as duas formulacoes nao é necessario a hipétese
de harmonicidade.

Exercicio 3.8. Seja u : Br(x) C R® — R uma funcdo continua. Mostre que u verifica para
0<r<R

1
u(z) = ——— / u(y) dS(y) para 0 < r < R,
wnT""" JoB, (z)
se e SO se
u(z) = & / u(y) dy para 0 < r < R.
Wpr™ Br(a)

A demonstracao do teorema do valor médio nao necessita da obtencao prévia da férmula
integral de Poisson bastando utilizar um argumento bastante mais simples descrito no exercicio
seguinte.

Exercicio 3.9. Seja 2 C R™ um conjunto aberto e u : Q — R uma funcio de classe C*(Q) e
B, (z) wma bola contida em Q2. Se A = (>,<)0 em § entao

1

u(z) = (<,>) o1

/ u(y) dS(y). (3.17)
9B, (x)

Para tal considere a funcdo

10, dist(z,0Q)[ 2 7 — ¢(r) = ;_1 / u(y) dy
wnpr™ OBy (x)

e prove que
a) lim, o ¢(r) = u(z);
b) ¢ € diferencidvel e ¢/ (r) = S—5=r Jop. ) Vuly) - 15 dS(y).

¢) Use o teorema da divergéncia para exprimir ¢' em termos dum integral de Au e obtenha o
resultado.

As fungoes u € C2(Q) satisfazendo Au > (<) 0 chamaremos subharmdnicas (superharmdni-
cas
3.7 O principio de maximo

A consequéncia mais importante do teorema do valor médio é provavelmente o principio de
mazimo. A versao do teorema seguinte é conhecida por principio de mdximo forte .

Teorema 3.7.1. Seja Q@ C R™ um aberto conexo e u : Q — R™ wma funcao continua tal que
para cada x € ) existe Ry, > 0 satisfazendo

w(z) < —— / uly) dy (3.18)

sempre que 0 < r < R,. Entdo se u tem um mdzimo absoluto entao u € constante em Q. Em
particular se u € uma funcao harmdnica e tem mdximo ou minimo absoluto entdo u € constante.

7 As definigdes de funcdo subharmdnica e funcdo superharménica serdo generalizadas na Seccio

22



3.7. O principio de maximo

Demonstragdo. Seja u uma fungéo continua em Q que satisfaz (BII8) e M o valor do méximo de u.
Considere-se o conjunto A = {x €  : u(z) = M }. A continuidade de u assegura que A é fechado.
Por outro lado se z € A a desigualdade (BI7) mostra que para y numa bola centrada em x, de
raio suficientemente pequeno para que essa bola esteja contida em 2, devemos ter u(y) = u(x)
pelo que A é formado exclusivamente por pontos interiores. Assim A é simultaneamente aberto
e fechado em 2. Como A é nao vazio e ) é conexo temos A = (). |

Usando a analiticidade das fungoes harménicas (Teorema BAT]) pode remover-se a restrigao
dos extremos serem absolutos no resultado anterior generalizando-o para extremos locais.

O principio de maximo forte tem como consequéncia imediata o seguinte resultado em que
sao comparados valores na fronteira e no interior e que é conhecido como principio de mdzimo
fraco :

Proposigao 3.7.2. Seja Q C R™ um aberto limitado e u € C°(Q) verificando [EIN). Entdo

i = m4 . 3.19
IfggU(w) méx u(z) (3.19)

Em particular isto € vdlido se u € harmonica em §2 e continua em §2.
Podemos agora verificar que:

Proposigao 3.7.3. Todas as funcoes continuas verificando a igualdade do teorema do wvalor
médio num aberto sao necessariamente harmonicas.

Demonstracdo. Com efeito seja {2 C R™ um aberto e v : {2 — R uma funcao continua satisfazendo
@ = [l
u\r) = —"—"7 uly)ay
w1 Jop, (@)

para toda a bola B,.(x) C . Entao, se B for uma dessas bolas, consideremos a fungao harménica
h que tem os mesmos valores que u sobre B e é continua na bola fechada (resolvendo portanto o
problema de Dirichlet nessa bola via a férmula integral de Poisson). Podemos aplicar a Proposigao
anterior a © — h em B para concluir que v = h em B. |

Exemplo. O exercicio seguinte descreve um método elementar para resolver a seguinte questao:
Seja ¢ € R. Determinar para que abertos ) C R™ existe uma solu¢ao do problema

Au+1=0, emQ,
w0, em 99, (3.20)
% =c, em 0S2.

A resolugao deste problema deve-se a Hans Weinberger [33] e James Serrin [25]. O método
de Weinberger é totalmente elementar e é descrito a seguir.

Exercicio 3.10. Seja u : Q — R tal que u € C3(Q) N CL(Q), em que Q@ C R™ ¢ um aberto
limitado e conexo com fronteira regular. Definem-se r = |x|, % =>", %%, v a normal
exterior a 0S). Mostre que:

a) Seu =0 em I entdo

ou ou or (ou\?
/QTEAU_UA(TE) dx—/aQra($> ds.

b) Seu=0e 2% =ccR em I entio

ov
/ rﬁ Ou 2dS = nc?|Q)
a0 ov \ v o '
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c) Se Au+1=0 em § entdo u € analitica em ).
_ 5 ou) _
d) Se Au+1=0em Q entio A (r3%) = —2.

e) As solugoes de B20) satisfazem

/ (2u - ra—) dx = nc?|Q)|.
Q 0

f) As solugoes de B2W) satisfazem

/r@daz:/V(%T2)~Vud:z::fn/udx.
o Or Q Q

g) As solugoes de B20) satisfazem
(n+2)/ wdr = nc?|Q)|.
Q

h) Se u € uma solu¢io de BZ0) entdo ou

2
Vul? + Zu < ¢ em Q
n
ou )
Vul® + Zu = ¢? em ).
n
i) Usando (f) e (g) obtemos que
2
Vul? + Zu
n
é constante em 2 se u € uma solugao de (B20).
j) Temos
0?u 1
=24y
0z;0z; n

em que 6;5 € o simbolo de Kronecker.

k) O aberto Q € necessariamente uma bola. Calcule todas as solugées cldssicas de (B20).

3.8 Ainda o teorema do valor médio

O teorema do valor médio é um resultado central no estudo classico da equagao de Laplace e
da equacao de Poisson. Para além do principio de maximo convém destacar desde ja outras
aplicagoes. A primeira deverd ser familiar ao leitor que conhece alguma andlise complexaﬁ

Teorema 3.8.1 (Liouville). Seja u : R™ — R uma funcdo harmdnica limitada. Entdo u €
constante.

8Seja Q C C um aberto e f : @ — C uma fungdo diferencidvel. Entdo f é analitica em Q e, se f(x + zy) =
u(z,y)+iv(z, y) com u e v fungdes com valores em R, u e v satisfazem as condigdes de Cauchy-Riemann % = a—”
ov

e = a“ pelo que as fungdes u e v sdo fungées harménicas em €.
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3.8. Ainda o teorema do valor médio

Figura 3.3: As estimativas na demonstragdo do teorema de Liouville.

Demonstracdo. A ideia base da demonstragao é usar o teorema do valor médio para mostrar que
existe uma constante C' > 0 tal que para todo o R > 0 devemos ter |u(z) — u(—z)] < C/R o
que implicard que u é constante por translacgao. Para tal usa-se o teorema do valor médio para
exprimir u(z) e u(—x) como médias em bolas de raio R centradas em z e —z e mostra-se que a
diferenca entre essas médias é da ordem de V(R)/R™ em que V(R) é o volume da regido sugerida
a cinzento na Figura e que este por sua vez é da ordem de R"~!. Seja M um majorante de
|u]. O célculo detalhado é

n
o) w0 = [ wwdr- [ty

wnB™ | /B (a2) Br(—2)
Mn/

< dy
WnB™ Jp_ 2| <|y|< R+|2|

< M”(R+|33|)"_1.

S —

Outro tipo de aplicacao é a obtencao das desigualdades de Harnack e de teoremas relativos a
convergéncia de sucessoes de fungoes harménicas.

Proposicao 3.8.2. Seja (up)ren uma sucessio de fungdes harmdnicas definidas num aberto
Q C R™ uniformemente convergentes nos subconjuntos compactos de ) para uma fungao wu.
Entdao u € uma funcdo harmonica.

Demonstracdo. Da convergéncia uniforme segue com facilidade que o limite é uma fungao conti-
nua satisfazendo a igualdade do valor médio e dai que u é harmonica. |

As chamadas desigualdades de Harnack permitem obter outros resultados deste tipo.

Teorema 3.8.3 (Desigualdades de Harnack). Seja Q@ C R™ um aberto. Para cada aberto conexo
w € Q existe C' > 0 tal que para toda a fun¢do harmonica positiva u : Q — R

supu(z) < C inf u(x)

TEW TEW
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Demonstracdo. Comegamos por estabelecer a desigualdade para bolas de raio suficientemente
pequeno e contidas em €. Seja g € Q e r > 0 tal que By,(x9) C Q. Sejam x1,22 € B,(xp).
Usando a igualdade do valor médio em bolas obtemos

n n
u(zy) = — / u < — / u,
WnT™ J B, (z1) W™ J By (x0)

@)= [ uz |
u\xr u u.
2 wn3r" Bsr(wz) - wn3r” BZ’V‘(IO)

pelo que
sup  u(x) <3" inf wu(z). (3.21)
z€B,(xo) zEBy(x0)
Sejam agora y, z € W tais que
u(y) = minu(z),
TrTEW
u(z) = mixu(z).
rew

Como w é conexo existe um arco L unindo y a z e contido em @. Seja 0 < 4r < dist(w, 00Q).
Existe um ndmero finito, IV, de bolas de raio r que cobrem e consequentemente cobrem L.
Aplicando a desigualdade ([BZI]) sucessivamente & subfamilia de tais bolas que cobre L obtém-se

u(z) < 3"Vu(y).
|

A desigualdade de Harnack tem como consequéncia imediata podermos, nalgumas circuns-
tancias, passar de convergéncia pontual a convergéncia uniforme em compactos. Por exemplo:

Teorema 3.8.4. Seja (uk)ken uma sucessdo mondtona de fungdes harmdnicas definidas num
aberto Q C R™ que converge num ponto x € Q. Entdo uy converge uniformemente para uma
fungao harmonica em cada aberto conexo w tal que r € w € ).

Demonstragao. O principio do méaximo forte Bl permite supdr que a sucessdo é estritamente
crescente na componente conexa que contém x. Dado € > 0 existe jo € N tal que para k > j > jo
temos 0 < ug(x) — u;(z) < e. Mas entdo pela desigualdade de Harnack também 0 < ug(y) —
u;j(y) < Ce para todo o y € w mostrando que existe convergéncia em w, que esta é uniforme e o
limite uma func¢ao harménica gragas a proposicao |

3.9 O método de Perron

O método de Perron aplica-se a resolugao do problema de Dirichlet classico para a equagao de
Laplace:
{ Au=0, em (3.22)

u =, sobre 012,

em que  C R™ é um conjunto aberto limitado e ¢ : 90 — R é uma aplicagdo continua.
Nem sempre conseguiremos obter a existéncia duma solucao, veja-se o exemplo a seguir ao
Teorema BOH mas obteremos condigées suficientes muito gerais relativas a geometria local de
onN.

Antes de descrever o método de Perron precisaremos de estabelecer alguns resultados preli-
minares e definir (ou redifinir) alguns conceitos.

Definicao 3.9.1. Seja Q C R™ um aberto e w : @ — R uma fun¢ao continua. Diz-se que w
¢ subharmdnica (superharmdnica) em 2 se para toda a bola B C Q e toda a fun¢do continua
h: B — R harmdnica em B e tal que h > (<)w sobre B temos h > (<)w em B.
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Figura 3.4: Levantamento harménico.

Exercicio 3.11. Verifique que a definicao anterior € uma extensdo da definicao feita na Sec-
cdo BA para funcées C2.

As fun¢des w subharménicas em €, definidas e continuas em (), e tais que w < ¢ sobre 99
chamaremos subfunc¢oes relativas ao Problema Definem-se superfungoes da forma dbvia.

A solugao do problema vai ser obtidafl tomando o supremo de todas as subfungoes.
Para se verificar que esse supremo é de facto uma funcao harménica recorreremos a técnica do
levantamento harmonico.

Proposicao 3.9.2 (Levantamento Harménico). Seja w : @ — R wma fun¢do subharmdnica.
Dada uma bola B C Q defina-se uma fung¢ao w: Q@ — R como sendo igual a w em Q\ B e igual
a solugdo do problema de Dirichlet para a equagdo de Laplace em B com wvalores sobre 0X) iguais
aos de w em B. Entdo W é uma funcdo subharmdnica em ).

Demonstracao. Claro que w estd bem definida gragas a termos resolvido o problema de Dirichlet
numa bola e é uma fungao continua satisfazendo w > w. Basta entao demonstrar que dando
uma bola B’ C Q e uma funcao h harménica em B’, continua em B’ e satisfazendo h > W sobre
OB’ temos necessariamente h > w em B’.

Note-se primeiro que em 9B’ temos h > W > w donde h > w em B’. Como em B’ \ B temos
w = w podemos afirmar que h > w em B’ \ B.

Por outro lado em B’ N B temos que tanto A como w sdo harménicas. Em 0B’ N B temos
h > w por definigao de h. O mesmo acontece em 9B N B’ como j& tinhamos visto. Pode assim
aplicar-se o principio de mdximo a h —w em B’ N B para concluir que h > . |

Observe-se também as seguintes consequéncias quase imediatas das definicoes:
Proposicao 3.9.3. O supremo de um numero finito de subfunc¢oes é uma subfuncao.

Proposigao 3.9.4. O principio de mazimo forte € vdlido para funcoes subharmaonicas.

90 método de Perron permite sempre obter uma subfuncdo harménica. Se esta verifica ou ndo os valores
pretendidos sobre 0f) vai depender da geometria de 0f2. De facto obtemos uma solugao do problema para
uma classe suficiente geral de dominios com fronteira regular num sentido a precisar.
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Teorema 3.9.5 (Perron). O supremo de todas as subfuncgoes é uma fungdo harmdnica em .

Demonstracdo. Designamos por S, o conjunto de todas as subfuncdes. Notamos que a funcao
constante e igual a min ¢ estd em S, pelo que o supremo estd bem definido. Tomamos

w = sup v.
vES,

Pelo principio de méximo w(x) < max ¢ para todo o x € Q.

Seja agora x € Q. Existird entfo uma sucessao (u;)jen C S, tal que u;(z) — w(z) quando
Jj — 00. Se tomarmos wj = méx;<;<j u; verificamos que cada wy é uma subfungao, wr11 > wy
para todo o k € N, e ainda wy(x) — w(z) quando k — oo. Seja agora B € () uma bola centrada
em z e designe-se por Wy o levantamento harménico de wy, relativo a B. O principio de maximo
implica que Wg4+1 > Wi > wg para todo o k € N. Como cada wy ainda é uma subfuncao
temos wi(x) — w(xz) quando k — oco. Do Teorema BRZ segue que (Wg)reny ¢ uma sucessiao
uniformemente convergente para uma fun¢do harménica w em B.

Bastara agora provar que w = w em B. Como w é o supremo de uma subfamilia de S,
devemos ter W < w. Se existisse um ponto T onde w(T) > W(T) deveriamos ter, para algum
v € Sy, v(T) > W(T). Defina-se, para todo o k € N, v = max{W;,v} e Ty como sendo o
levantamento harménico de vy em B. Como atras temos que Uy converge para uma fungao
harménica em B que satisfaz T > W e T(x) = w(x). Pelo principio do maximo forte podemos
concluir que v = w em B e consequentemente w = w em B. |

7

A funcdo harménica cuja existéncia é assegurada pelo teorema anterior é designada como
solugdo de Perron. Nao é necessariamente uma funcao cujos limites relativos a pontos de 052
coincidam com os valores de ¢. Uma condicao necessaria e suficiente para que tal acontega para
toda a funcio ¢ € C°(9N) envolve o conceito de barreira.

Definigao 3.9.6. Seja x € 0. Diz-se que existe uma barreira em x se existir uma funcdo
continua em §, superharmdnica em Q, positiva em Q\ {z} e nula em x. Diremos que um ponto
x e é regula{q se existir uma barreira em x.

Teorema 3.9.7. O problema de Dirichlet B2ZA) tem solug¢do para toda a fungdo continua ¢ :
02 — R se e s6 se cada ponto de O for reqular.

Demonstra¢do. Seja x € 0 um ponto regular. Seja u a func¢do harménica cuja existéncia
estabelecemos no Teorema de Perron [BQH) e seja z uma barreira em x. Bastard provar que
para cada € > 0 temos

lim Ju(y) — ()] <

y—x -

YEQ

Isto sera obtido se provarmos que para cada € > 0 existem uma subfungao s. e uma sobrefungao
S, tais que
},EI}D Se(y) — se(y) <e.

Para construir S, e s usamos a barreira z. Fixemos entao € > 0. Bastara agora provar que para
k > 0 suficientemente grande podemos tomar

Se(y) = kz2(y) + ¢ + ¢(z),
sc(y) = —kz(y) — e+ p(x).

Nao ha davida que tais funcoes sao respectivamente superharmonica e subharménica. Seja § > 0
tal que |o(y) — ¢(z)] < € se y € Bs(x) N ON e seja M = méxyecaq |¢(y)|. Escolha-se k > 0 de
maneira a

k z(y) > 2M.

min
Y€\ Bs (2)

O Nao confundir com o uso de “regular” na expressio fronteira regular.
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Podemos entao obter as seguintes estimativas:

kz(y) + e+ o(x) = e + () > ¢(y) para y € 02N B;(x),
kz(y) + e+ o(x) > 2M + o(x) > o(y) + M — M = ¢(y) para y € 90\ Bs(x).

Assim provou-se que com k suficientemente grande kz(y) + € + p(z) é uma superfuncao, logo um
majorante de u, e analogamente —kz(y) — € + ¢(x) é uma subfungéo, logo um minorante de w.
Para demonstrar o reciproco basta notar que se existe solugao do Problema B 22 para qualquer
fungdo continua ¢ podemos considerar para ¢ uma fungdo que é 0 num ponto x € 9 e positiva
em 9N\ {z}, por exemplo ¢(y) = |x — y|. A respectiva solu¢ao do problema de Dirichlet é uma
barreira. |

Torna-se entao necessario identificar condic¢oes suficientes simples que permitam garantir a
existéncia de uma barreira. Provavelmente a mais simples é

Proposicao 3.9.8 (Condigdo da esfera exterior). Se x € 90 € tal que existe uma bola fechada
B tal que BNQ ={z} entao = é um ponto regular.

Demonstragdo. Suponha-se que B = B,.(z9). Tome-se w(y) = —I'y,(y) + 'y, (z). Entao w é uma
barreira em x. [ |

Exercicio 3.12. Prove que se 99 é C? numa vizinhanca de x entio verifica-se a condi¢do da
esfera exterior e x € reqular. Mostre que tal ndo é necessariamente verdade se 0S) for C'*.

A condicao da esfera exterior pode ser melhorada facilmente. Por exemplo:

Exercicio 3.13. Seja n > 2 e considere-se a fun¢do w : R™ — R definida por w(xy,...,x,) =
1=/ o x2. Verifique que w € uma fun¢ao superharmdnica. Prove que se Q2 C R™ é um aberto
comn > 2, x € 0N e existe um cond fechado C com interior nio vazio tal que C N Q = {x}
entao x € um ponto reqular. Fsta condicdo designa-se por condicao do cone exterior.

Em dimensao 2 o uso de resultados elementares de Anélise Complexa permite obter condigoes
ainda mais finas. Considere-se a aplicagdo C\ S 3 z — w(z) = @ em que S é um arco simples
unindo 0 a oo e log z estd definido de maneira a ser uma fungao analitica em C\ S. Se escrevermos
w = u+iv com u e v reais estas funcdes sdo harménicas. Se usarmos coordenadas polares z = re®?,
com 6 definido de forma adequada, obtemos

1 1 — 10
w(2) ogr —1

"~ logr+if log? r 4 62

Note-se que u < 0 e harménica em B1(0)\ S e lim, o u = 0. Estes factos podem ser usados para
provar

Exercicio 3.14. Seja Q C R? um aberto limitado, x € 0N tal que existe um arco simples L
unindo = a oo e tal que L'\ {z} C R*\ Q. Entdo x é um ponto regular.

Os resultados anteriores ainda podem ser melhorados usando o facto de poder provar-se que
o conceito de barreira tem caracter local.

Proposicao 3.9.9. Seja Q C R™ um aberto limitado e x € 02. Se existe v > 0 tal que x €
reqular relativamente a B,.(x) N entdo x € regular relativamente a Q.

Demonstragdo. Sejaw uma barreira em z relativamente a B, ()N e defina-se m = ming g (,)na W-
Temos m > 0. Se definirmos

w

[ min{w(z),m} sex € B.(x)NQ
(x){m sex € Q\ B.(r)

entao w é uma barreira em x relativamente a €. [ |

11C C E, com E um espaco vectorial, diz-se wm cone se existir um ponto v € E tal que para todo o o > 0 e
z € C temos v+ a(z —v) € C.

29



Capitulo 3. O Laplaciano

Exercicio 3.15. Use a Proposicdo B3 para melhorar os resultados dos Exercicios eBTI4

Exercicio 3.16. Seja Q@ = Bs(0) \ {(z1,0) € R?* : —1 < 21 < 1} e considerem-se fungoes
continuas f,g : [—1,1] — R tais que f(0) = g(0), f(1) = g(1) e ¢ : IB2(0) C R? — R.
Considere o problema

Au =0, em 2

u =g, para x| =2

hm(ml,mggzémo,o) u(z,x2) = f(xo), para|ze| <1

lim ey ,20)— (20,0 u($1,$2) = 9(930), para |$0| <1
xo <0

a) Justifique que existe uma solugdo dnica do problema.

b) Suponha que as funcdes @, f, g satisfazem as relagées de simetria o(x1,x2) = —p(—x1, T2),
f(x1) = —=f(=m1), g(x1) = —g(—x1). Poderd garantir que u(0,z2) =0 para todo o (0,xz2)
em Q¢

Em dimensao 2 um exemplo de ponto nao regular serd necessariamente um ponto isolado da
fronteira. Que tal é o caso verifica-se no exercicio Discutimos agora um exemplo de um
ponto nao regular em dimensao n = 3.

Exemplo. (Lebesgue) Em R? considere o potencial de tipo coulombiano criado por uma carga
concentrada sobre o segmento [0, 1] do eixo dos xzx com densidade d(x) = x. Tal potencial pode
exprimir-se como um integral

! tdt
Se avaliar o integral verificard que V(x,y,z) = A(z,r) — 2zlogr em que A verifica A(z,r) —
0 quando (x,r) — 0. Pode verificar com facilidade que todas as equipotenciais da forma
V(z,y,2) = 14+ ¢, ¢ > 0 tém a origem como ponto de acumulagdo. Tal observagao permite
verificar que o problema de Dirichlet cldssico para a equagao de Laplace no complementar do
aberto limitado por uma tal equipotencial nao é um problema bem posto. E facil, a custa duma
inversao (ver Problema [Bf), transformar este exemplo de maneira a obter o exemplo desejado
para um aberto limitado com um ponto nao regular na fronteira. Observe que a fronteira numa
vizinhanga do ponto nao regular é uma superficie tipo cuspide. A

V(z,y,2z) = em que r* = y? + 2%

3.10 A equacao de Poisson

Analisamos agora o problema

{ Au=f num aberto limitado €2,

U= sobre 012, (3.23)

em que ¢ € C°(0N), todos os pontos de IS sdo regulares e em que f serd “suficientemente
regular”. Estaremos interessados em estabelecer qual a regularidade minima a exigir a f.

Comecemos por observar na férmula de representacao integral (B) que se u é uma solugéo
da equagao de Poisson em C1(Q2) N C?(£2) nula e com derivada normal nula sobre 9 entdo vale
a representacao

u(z) = / I, Audy
Q
Tal sugere procurar uma solugao particular da equagao de Poisson através de

w(z):/ﬂfmfdy. (3.24)

A fungéo w assim definida é designada por potencial de Newton de f. Se justificarmos esta ideia
obteremos
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3.10. A equagdo de Poisson

Teorema 3.10.1. Se o potencial de Newton for uma solucao da equacdo de Poisson prolongdvel
continuamente a 9S) e todos os pontos de O forem regulares entdo a solugdo do problema ([Z23)
€ dada por

u(z) = v(z) + w(z)

em que w designa o potencial de Newton de f e v a solucao do problema

Av = Q
{ v=20 em {1, (3.25)

v=@—w sobre 0N).

Antes de enunciar o resultado que temos em mente convird convencer o leitor de que, de uma
forma algo surpreendente, no basta que f seja continua para existir uma solucdo C? da equacio
de Poisson.

Exercicio 3.17. Seja P : R? — R o polinémio P(x1,x2) = m122 e € C°(R?) tal que n =1 se
|| < 1 e considere-se uma sucessao (cy),cy tal que ¢, — 0 quando k — oo e ) ¢y, € divergente.
Defina

oo

fla) =" cxA(nP)(2"x).
0
Prove que f € continua mas que a equacao de Poisson Au = f ndo tem nenhuma solucdo que

seja C? numa vizinhanca de 0.

Para enunciarmos um resultado de existéncia razoavelmente lato para a equacao de Poisson
necessitaremos do conceito de funcao Hdélderiana com expoente e.

Definicao 3.10.2. Seja U C R", k € N, 0 < € < 1. Dizemos que f : U — R™ € de classe
CY€(U) em U, ou uniformemente continua a Hélder em U com expoente € > 0, se existir M > 0
tal que para todos os x,y € U temos

[f () = f(y)l < Ml —yl". (3.26)

Diremos que f € de classe C*<(U) se for k vezes diferencidvel em U e para cada multi-indice
a com |a| = k tivermos D f € C¢.

Diremos que f € C’IOO’E(U) ou que € localmente continua a Héolder em U se for uniformemente
continua a Holder em cada limitado K C U. De forma similar define-se Ck’S(U).

loc
Para e =1 as mesmas defini¢oes conduzem ao conceito de funcgoes Lipschitzianas.

Passamos a estabelecer resultados de diferenciabilidade para o potencial newtoniano. Note

. . ~ 7’ . 7’ 7’ . . 2 ~
que a regra de Leibniz nao é aplicavel para calculo das segundas derivadas devido a gmg nao ser
7

integravel numa vizinhanca de 0.

Lema 3.10.3. Seja 2 C R™ um aberto limitado, f : @ — R wma funcao limitada e localmente
Hoélderiana em Q prolongada trivialmente a R™ e seja w o potencial newtoniano de f. Entdo
w € C%(Q) e para todo o x € Q temos

0*w o0’ or
= — — d — i(y)dS 3.27
5@ = [ G0 SNy @) [ @ —pnwase) G2
parai,j=1,...,n, em que A € uma regido limitada contendo € para a qual € aplicdvel o teorema

da diwvergéncia.

Demonstragao. Deixamos ao cuidado do leitor estabelecer através da aplicacdo duma versao
conveniente da regra de Leibniz ou por um processo ad hoc do tipo do que ird utilizar-se a seguir

que w € CL(R") e
ow or
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Capitulo 3. O Laplaciano

Designemos entéo por u(z) o segundo membro de ([B27)). Notamos que estd bem definido gragas
a I' verificar a estimativa

’ o0°T

< _ —n
G, )| < Cle =

em que C' > 0 e f é holderiana. Por outro lado seja v(z) = % e defina-se

or
Q Ox;

vg(z) = (. —y)ne(z —y)f(y) dy

em que n(y) = n(k|y|) com n € C'(R) uma fungao fixa que satisfaz 0 < n < 1,0 < ' < 2,
n(t) = 0 parat <1, n(t) =1 para t > 2. Claro que nao existe qualquer problema em diferenciar
vk sob o sinal de integral obtendo-se

S [ o (wpy ) -ty
5 (mgy ) @ = 0)(70) = F)

)
o) 8 (i)
£

-/,
i
- [ o= (mg ) @ = )6 — @)
i

@ fu (5

desde que k seja suficientemente grande, em particular dist(xz,9Q) > 2/k. Subtraindo termo a
termo ([B28) de (B2D) e estimando obtém-se

) - G| - ‘ [ e (0w ) G- e

0T or )
<C T i
|lz—y|<2/k ( Oz j0x; 1) |

ox;
<C (% +4) 2/k)

) — Y dS(y)

+ 2k

em que C' designa a constante da desigualdade (BZ0) relativa a um compacto K € Q e k € N é
suficientemente grande de maneira a {x € Q : dist(z,9Q) > 2/k} D K. Verificamos entao que

temos convergéncia uniforme de % para u e de vi para v nos subconjuntos compactos de ).
v
Isto implica que u = o |

E uma consequéncia quase imediata deste resultado e do método de Perron:
Teorema 3.10.4. Seja f: Q CR™ — R com Q um aberto limitado cujos pontos fronteiros sao

requlares no sentido de [Z94). Suponha-se que f € limitada e localmente hélderiana em Q. Seja
@ : 002 — R uma fun¢do continua. Entdo o problema

(3.29)

Au=f em?§,
U= sobre 082

tem uma solugdo tinica u € C*(Q2) N CO(Q).
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3.11. Solugoes fracas da equacao de Laplace

3.11 Solucoes fracas da equacao de Laplace

Para contrastar ainda mais as propriedades do Laplaciano com as dos operadores diferenciais
parciais de primeira ordem analisados no Capitulo B consideramos agora o que se passa quanto
a solugoes fracas da equacao de Laplace no quadro das fungoes localmente integrévei.

Definicao 3.11.1. Seja 2 C R™ um aberto e v :  — R uma funcdo localmente integrdavel em
Q, ie ,vE L}OC(Q). Diz-se que v € uma solugao fraca da equacao de Laplace em 2 se para toda

a fungao ¢ € C(Q) temos

/Q Ap(@)o(z) dz = 0.

Facilmente se verifica usando, por exemplo, as férmulas de Green que toda a fungao harmoénica
no sentido cldssico é também uma solucao fraca. Que nao existem outras é a conclusao do

Proposicao 3.11.2 (Lema de Weyl). As solugdes fracas localmente somdveis da equacdo de
Laplace sdo solugoes cldssicas.

Demonstracdo. Seja u uma solugao fraca localmente integravel da equagao de Laplace num aberto
). Basta provar o resultado localmente logo vamos considerar que u é integravel e prolongamos
trivialmente u ao complementar de €.

Considere-se uma sucessio de molificadored™ (Pe)eso € as fungdes regularizadas ue definidas
PO Ue = U Pe. E facil verificar que dado w € 2 existe € tal que para € < ¢y cada u, ¢ harmoénica
no sentido classico em w e portanto verifica a igualdade do valor médio em w. Tal igualdade
permite obter a convergéncia uniforme de u. para © em w; € w a partir da convergéncia em
L'(w). Logo u é uma funcdo continua e a conclusao segue do reciproco do teorema do valor
médio. |

120 leitor familiar com teoria das distribuicdes e com o conceito de hipo-elipticidade sabe provavelmente que os
resultados desta seccdo sao extremamente generalizaveis.
13Ver o Apéndice
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Capitulo 3. O Laplaciano

3.12 Exercicios suplementares

Exercicio 3.18. Em dimensaon > 3, seja B’ = B1(0)\{0} eu : B' — R uma fun¢do harmdnica
tal que a fungio z — |z|" *u(z) € limitada.

a) Mostre que existe uma fun¢do harmdnica v definida em B1(0) e uma constante ¢ € R tais

(6]
ueu — V= r——s-
q |z|n72

b) Enuncie e demonstre o resultado andlogo em dimensdo 2.

¢) Por inversdo obtenha resultados relativos a fungdes harmdnicas em certas regides ilimita-
das. Enuncie e demonstre tais resultados.

Exercicio 3.19. Seja Q C Bgr(0) C R™ um dominio regular . Para n > 3, k > R designamos
por uy a solucdo do problema de Dirichlet

Auy =0, em Bg(0)\Q
up =1, sobre 00
ur =0,  sobre dBy(0)
a) Justifique que os uy’s estao bem definidos.
b) Mostre que existe

lim  wug(x)
k>R, k— oo

para cada x € R™\ .
¢) Mostre que existe uma solugdo inica do problema
Au =0, em R™\ Q
u =1, sobre 0X)

lim, 00 u(z) = 0.

Exercicio 3.20. Seja  C R"™, aberto, limitado, e com fronteira seccionalmente regular. Supo-
nha-se que existe uma fungdo de Green Gg : Q2 x Q\ {(z,z) : © € Q} — R relativa ao operador
laplaciano, A, isto €, Go(x,y) = ha(x,y) + T'(z,y) em que hq € uma solugdo do problema

{ Agho(x,y) = para todos os z,y € Q,

0, (3.30)
ha(z,y) = —T'(x,y), paratodo oz € IN e todooy €.

em que I' designa a solucao fundamental da equacao de Laplace que como se sabe é dada por

1 2—n
S B 2
F(w,y){ G [V n>2, (3.31)

ilog;|;z:fy|7 n = 2.

para todos os y € Q, z € Q\ {y}.
Prove que:

a) Go(z,y) < 0 para todos os z,y € ,
b) Ga(z,y) = Galy,x) para todos os x,y € £,
¢) Para toda a bola B tal que B D Q temos
Gp(z,y) < Ga(r,y) <0

para todos os y € Q, x € Q\ {y}.
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3.12. Exercicios suplementares

d) FExiste uma bola aberta B tal que as fungoes Gp(+,y), y € Q sdo uniformemente integrdveis
em ), isto €, dado € > 0 existe § > 0 tal que se A C ) € mensurdvel, |A| < 0 entdo

/ |Gp(x,y)|dx < e para todo oy € Q (3.32)
A

e) Podemos substituir B por 2 em (B32).

f) Para todo o v > 0 temos

/ Ga(z,y)dz — 0
2\ By (yo)

sey — yo € 0N2.

g) As conclusées de (¢) e (d) implicam que se y — yo € 0 entdo

/ Ga(z,y)dz — 0.
Q
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Capitulo 4

Classificacao das equacoes lineares de 12 ordem no
plano

4.1 Introducao

Antes de nos debrucarmos sobre problemas relativamente gerais convém convencer o leitor que
aquilo que foi realizado nos dois capitulos anteriores contém as sementes de algo bastante mais
geral. O objecto deste capitulo, de qualquer forma ainda modesto, serd o estudo com alguma
generalidade de certas equagCes lineares Lu = f em que L é um operador linear de segunda
ordem da forma
2
Lu(zq,z2) = Z ai’j(xl’m)%@uyﬁj + Z bi(zl,zg)g—xu + c(x1, x2)u(xy, x2).

i=1,2 i=1,2 v

A base do que se vai seguir consiste na observagao elementar de que se pudermos decompor
L = L1Ls com Ly, Ly operadores lineares reais de primeira ordem o problema de existéncia local
de solugoes poderia ser abordado pelo estudo sucessivo de duas equagoes lineares de primeira
ordem. Veja-se por exemplo o exercicio Z Mais geralmente podemos com certeza obter um
resultado de existéncia e unicidade local para um problema da forma

LiLou(z) = f(x), numa vizinhanca de uma hipersuperficie S

u|s(z) = vo(x), (4.1)
Lou|g(z) = v1(x).

Para tal sera natural impor L;, L suficientemente regulares e condicoes de nao caracteristicidade
relativas a cada um dos problemas de primeira ordem. Para compreendermos o papel de tais
condigOes comegamos por notar que prescrever os valores de Lou sobre S pode com certeza
ser feito se prescrevermos os valores da derivada normal % sobre S ja que todas as derivadas
tangenciais sao prescritas por vg.
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Capitulo 5

Resultados gerais e contra-exemplos

5.1 O Problema de Cauchy geral

Se o leitor tem alguma familiaridade com equagoes diferenciais ordinarias mas nao com equagoes
diferenciais parciais podera ter algumas expectivas que rapidamente se mostrarao infundadas.
Por exemplo o resultado essencial sobre existéncia e unicidade de equacoes diferenciais ordindrias,
o teorema de Picard-Lindeldf, nao impoe restricoes de regularidade fortes ao segundo membro
duma equagao diferencial ordinéria na forma y’ = f(¢,y). No entanto ndo existe um resultado
analogo para equacoes diferenciais parciais gerais. Dos resultados de que disporemos dentro
em pouco sobre existéncia de solugao de equacoes diferenciais parciais o inico com um ambito
comparavel é o teorema de Cauchy-Kowalewska. Grosso modo garante a existéncia local de
solugdo desde que a equacao e os dados sejam analiticos (BZT]). Nao existem resultados similares
mesmo quando a equacao é linear e os coeficientes C'>°. De facto existem exemplos, s6 obtidos
ha menos de cinquenta anos e com um caracter nao trivial, de equagoes lineares com coeficientes
(' para as quais nao existe solugao ([&4).

Nao é de surpreender entao que o estudo das equagoes diferenciais parciais envolva um es-
forgo de classificacao dos problemas a estudar. Tal classificagao nunca podera ser interpretado
como um esquema rigido dado a priori mas algo que resulta naturalmente dos resultados que
formos obtendo. Para iniciar tal estudo comegaremos por tecer algumas consideracoes relativas
a operadores diferenciais lineares e ao conceito de caracteristicas.

Seja Lu(z) = 3, <k @a(z)D*u(z) um operador diferencial linear actuando sobre fun¢des ck
definidas num aberto U C R". Para cada x € U define-se a parte principal ou simbolo deste
operador como sendo o polinémio homogéneo de grau k o, L(§) = Z|a\:k aq(z)€*. Os £ € R
tais que 0,L(§) = 0 designem-se por vectores caracteristicos de L no ponto z. O conjunto de
todos os vectores caracteristicos de L num ponto x designa-se por variedade caracteristica de L
em x.

Exemplo. Considerem-se os seguintes operadores diferenciais lineares de segunda ordem e
coeficientes constantes actuando sobre funcoes definidas em R™+1:

_ n 9%y
Ay = Yoo oz

Ou— 2y_sm 2

Ozl i=1 927"

Temos
o:A(§) = Yo &

pelo que para A a variedade caracteristica reduz-se a origem e para [J é um cone n — 1 dimensi-
onall. A

1Estes operadores serao estudados em detalhe nos Capitulos Bl e @
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Definigao 5.1.1 (Operador Eliptico). Um operador diferencial linear diz-se eliptico num ponto
x se o seu simbolo o,L(&) sd se anular para & = 0.

5.2 O Teorema de Cauchy-Kowalewska

Esta seccao tem como objectivo a demonstracao do :

Teorema 5.2.1 (Cauchy-Kowalewska). Considere-se o problema de Cauchy relativo a uma equa-
cao diferencial parcial de ordem k e uma hipersuperficie S com normal unitdria v

F (ZC, (Dau0§|a\§k)) = 0 (51)

Dﬂu‘s = para j =0,...,k—1 (5.2)
e em que S se supoe ndo caracteristica num sentido a precisar. Se F', S e p; sdo analiticas existe
uma solugdo analitica inica de (IHZA).

S ser uma hipersuperficie analitica siginifica que para cada ponto x € S existe uma vizinhanga
U, de x e um difeomorfismo analitico 6, : U, — R™ tal que 6,(SNU,) é um subconjunto aberto
de um hiperplano de R™. Este recurso a cartas locais permite entao reduzir de imediato a
demontragao ao estabelecer a existéncia de uma solucao analitica tinica numa vizinhanga de 0
no caso em que S é o hiperplano x,, = 0 e a derivagao % é substituida por %.

A nao caracteristicidade de S corresponde entao, apés a mudanga de coordenadas descrita
atrds, a que (COMPLETAR)

Bastara entao demonstrar

Teorema 5.2.2. Considere-se o problema de valores iniciais

Ju ~ ou
el ;Az(z,u)a—xl + B(z,u) (5.3)
u(z,0) = 0 (5.4)
em que as funcoes A;, i =1,...,n, e B sao analiticas numa vizinhanca da origem. Entdo existe

uma solucdo analitica inica deste problema numa vizinhanga da origem.

Demonstra¢do. Os desenvolvimentos de Taylor para os A;’s e para B serdo validos num intervalo
de RV definido por |z;| < R e |u;j| < R para todos os i’s e j’'s. COMPLETAR [ |

5.3 O Teorema de Holmgren

O teorema de unicidade de Holmgren é no essencial um corolédrio do teorema de Cauchy-Kowalewska
obtido por “dualidade”. Tal argumento de dualidade pode lembrar ao leitor resultados que
conhece da Algebra Linear ou talvez resultados de Andlise Funcional como a alternativa de
Fredholm.

Comegamos por considerar uma versao local do teorema para sistemas de primeira ordem.

Considere-se o sistema
n

Lu= g a;(z)Dju+ b(z)u =0
i=1
em que os a; € b tém como valores matrizes reais N x [N e as incognitas u sao fungoes definidas
em QR” com valores em RY em que © é um aberto da forma

Q={x=(x;) L ER" 0 <2, <h(xy,...,20-1)}

i=1,...,

sendo as hipersuperficies {x € R" : ©, = 0} e {z € R" : a,, = h(x1,...,Tn_1)} ndo caracteristi-
cas.
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5.4 O Contra-exemplo de Lewy

Durante muito tempo considerou-se que uma equacao diferencial parcial “razoavel” deveria pos-
suir solugoes localmente, com hipéteses ligeiramente mais fracas de regularidade do que a hip6tese
de analiticidade do teorema de Cauchy-Kowalewska. No entanto o exemplo seguinte, devido a
Lewy [I8], destruiu totalmente esse preconceito e inaugurou uma drea de investigagao importante.
Precisaremos de alguns resultados prévios sobre séries que se apresentam como exercicios.

Exercicio 5.1. Considere a série
—+o0

Z cos(klx)
Nk
= (k")
a) Mostre que a série define um fun¢ao C°(R) periddica.

b) Mostre que essa fungdo nao € analitica em 0.

¢) Mostre que essa fungdo nao € analitica em qualquer ponto de R.

Exemplo. [Lewy] Considere-se o operador diferencial linear L que actua sobre fungées definidas
em subconjuntos de R? com valores em C através de

ou 9 )
Lu(z) = a—z + z’a—Z — %z + iy)a—?.

e uma funcao 1 : R — R de classe C'°°. Suponha-se que
Lu(z,y,t) = ¢'(t).

para (x,y,t) numa vizinhanca de (0,0, tg).
Como primeiro passo deste exemplo vamos mostrar que ¥ € necessariamente analitica em tg
se u € C'. Defina-se

v(r,0,t) = e \/ru(y/r cos,/rsen, t).

Entao 5 - 9
() 7 Ov (v

Lu=220 4 L2 9 %Y

Y=t T rae T o

Defina-se )
V(t,r) :/ v(r,0,t) dd
0

Tal fungao V é C' num conjunto da forma {t +ir € C: 0 <r < §,|t —to| <}, V(t,0) =0 e é
continua para {t +ir € C: 0 <r < §,|t —to| < §}. Usando a periodicidade em 6 de v obtém-se
facilmente que

ov. oV ,

ov OV

ot e or iy (¢)
donde se considerarmos W (t+ir) = V (t,r)—imi)(t) trata-se de uma fungao holomorfa prolongdvel
por simetria relativamente ar < 0 via W (t—ir) = —W (t + ir) sendo o prolongamento holomorfo.

Em particular a sua parte imaginaria é analitica o que em particular significa que v é analitica
emt =t.

A conclusao do primeiro passo ja seria, por si, interessante, mas se exisgirmos um pouco
mais das solugées (terem derivadas holderianas) podemos usé-lo como ponto de partida de um
exemplo de uma equacdo diferencial parcial para o qual nao existe solucdo C**® num qualquer
aberto de R3. A
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Capitulo 6

Operadores Elipticos Lineares de 2? ordem

Este capitulo é uma introducgao ao estudo de equacoes da forma

0x;0 0x;

n 82 n 9
Lu = Z aij (z)iuxj + bi(x) Y +e(x)u=f (6.1)
1

ij=1

em que o operador diferencial linear do primeiro membro, L, é eliptico no sentido da defini¢ao
BTl e satisfaz algumas condigdes adicionais. O nosso principal interesse é mostrar como alguns
dos resultados relativos ao Laplaciano podem ser generalizados a esta situacao, nomeadamente
o principio de mdximo, e como usar os resultados obtidos para a equagao de Poisson para,
por “perturbacao”, obter resultados de existéncia, unicidade ou regularidade para problemas de
valores na fronteira relativos a (G1J).

Suporemos que L actua sobre fungoes C2(Q) N C°(Q) com  C R™ um aberto. Nao faremos
hipéteses especiais sobre a regularidade dos coeficientes.

6.1 Hipoteses adicionais

Dado o caracter introdutorio deste capitulo consideraremos a priori hipéteses adicionais que nao
serao estritamente necessdrias em todos os resultados mas que simplificardao o seu enunciado.
Geralmente remeteremos as extensoes para exercicios ou para as referéncias [9].

Assim limitar-nos-emos a considerar operadores uniformemente elipticos, isto é, supomos que
existe A > 0 tal que para todo o £ = (§;)i=1,...» € R" e todo o = € Q temos

> ai(@)&g; > Mg (6.2)

i,j=1

Suporemos limitagoes uniformes dos coeficientes, isto é, que existe A > 0 tal que para todo
osi,j=1,....,nex € temos

|aij (@)1, [bi ()], [e(2)] < A. (6.3)

Também a maior parte dos resultados que temos em mente generalizar, por exemplo o prin-
cipio de maximo, sao trivialmente falsos se nao supusermos

c<0 (6.4)

. N z. . A . 7z . oy ’ . 2
devido a possivel existéncia de valores préprios positivos de L como é bem ilustrado por # (senx)+
senz = 0.
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6.2 O principio de maximo

Comegamos por estabelecer um principio de maximo forte sob hipdteses ainda nao tao apuradas
como desejavel. Suporemos em todos os resultados que se verificam as hipdteses enumeradas na
seccao anterior.

Lema 6.2.1. Suponha-se que L verifica (GIH0A) e Lu > 0. Entdo L ndo pode ter um mdzimo
local positivo num ponto interior de €.

Demonstracdo. Suponha-se que u tem um méximo local positivo em zg € 2. Entao D?u(zo)

define uma forma quadratica semidefinida negativa. Dai, e da hip6tese de elipticidade, decorre

que devemos ter Z?j:l aij (z)%(zo) < 0. Como %(zo) = 0 para todo o ¢ obtemos
: 10z :

Lu(zo) < c(zo)u(zg) <0

o que contradiria Lu > 0. |
Proposicao 6.2.2 (Principio de méximo fraco). Suponha-se que L verifica (GEIH6A) e Lu > 0
num aberto limitado. Entao
4 < méx{u’t
I;leg{U(m)} < méx{u”(z)}

em que ut designa a parte positivcﬂ de u.

Demonstragao. Seja v(z) = e*** em que « > 0 serd escolhido posteriormente. Temos
Lov(z) = (a®a11(x) + aby(z) + c(z))e™™

A condigao de elipticidade garante que ai1(z) > A > 0. Assim, para « suficientemente grande,
temos

Lv > (a?X —ah — A)e™™ >0
0 que permite escrever, para um qualquer € > 0,
L(u+ ev) > 0.

A funcdo u + ev estd nas condigoes do lema pelo que nao tem um méaximo positivo num ponto
interior. Assim sendo

maxu < maxu + ev < méax (u + ev)t < méx ut + e méx v
=9 zeQ €N eI x€eON

obtendo-se a conclusao fazendo € | 0. ]

Lema 6.2.3 (Lema do ponto fronteiro de Hopf). Suponha-se que u € CY(Q), L verifica G2
), Lu > 0 num aberto, B = Br(y) C Q, BNON = {xo} e u(xg) > u(x) para todo o x € B.

Entao, se v = 22=% temos
[zo—yl o
u
5(1'0) > 0.

Demonstragao. Sejam 0 < r < R, p = |z —y| e v(z) = e=oP® — ¢=oR*  Temos para o > 0
suficientemente grande

Ly =

=[do? Y ai(@) (i — y) (w5 —95) — 20 Y (aiil@) + bi@)) (@i — i) + (@)™ -

i,j=1 i=1
— c(:z:)e_o‘R2 > (402Mr? — 4n'/2aAR — A)e_o‘r2 > 0.
L Convencionamos ut (z) = max{0, u(z)}, u~ = (—u)*.
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6.3. Uma estimativa pontual

Figura 6.1: O lema do ponto fronteiro de Hopf.

Como sobre dB,(y) temos u —u(zo) < 0 existe € > 0 tal que u—u(zg) +ev < 0 sobre OB, (y).
Como v = 0 sobre B também temos u — u(xg) + ev < 0 sobre dB. Assim se A = B\ B,(y)
podemos aplicar o principio de méximo fraco em A para obter

m;‘iix(u —u(zg) +ev) < r%ix(u —u(zo) +ev)T = 0.

Isto implica que w > 0. Como %(zo) < 0 isto prova o resultado. [ |

Teorema 6.2.4 (Principio de méximo forte). Suponha-se que L verifica (EIHGA), Lu > 0 num
aberto conexro e u tem um mdximo positivo num ponto interior. Entdo u € constante.

6.3 Uma estimativa pontual

O principio de maximo vai permitir obter uma estimativa pontual.

Teorema 6.3.1. Suponha-se que L verifica (EIHE) com Q um aberto limitado. Entao existe
C > 0 tal que se Lu > f wvale a estimativa pontual

maxu < maxut + Csup ~—.
Q E9) Q A

Demonstra¢do. Suponha-se que

Qc{zeR":0< 2 <d}

e seja
— . + ad _ axy J
v(z) = méxu + (e e )sgp N
Temos -
Lv(z) = —(a®ay1(w) + abi(z))e** sup fT + c(z)v(x)
Q
donde

A - A
Lv(z) < — [ o\ — ad~ ) e*™ sup f— <—(a®?—a=)supf~.
A A A o

Q

2

Se escolhermos o de maneira a o* — a% > 1 obtemos

L(u—v) >sup(f~ + f) = 0.
Q
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Capitulo 6. Operadores Elipticos Lineares de 2% ordem

Por outro lado temos sobre 02

u—v=u—u"— (e — e )sup =— < 0
Q A
pelo que, do principio de maximo fraco, obtemos que u < v em §2. |

6.4 O método de continuidade

Esta seccao destina-se a mostrar como podemos passar de resultados relativos a equagao de Pois-
son para par resultados relativos a uma equagao eliptica através de um argumento de perturbagao.
O resultado bésico é enunciado a seguir usando uma formulagao abstracta.

Teorema 6.4.1. Sejam E um espaco de Banach, F um espaco normado e Lo, L1 : E — F
operadores lineares continuos. Para t € [0,1] seja Ly = (1 — t)Lo + tL1. Suponha-se que Lo é
sobrejectivo e que existe C > 0 tal que para todo o x € E e todo o t € [0, 1] temos

CllLz|p = [z & (6.5)
Entao Ly é sobrejectivo.

Demonstra¢do. ~ Suponha-se que L; é sobrejectivo para um certo ¢t € [0,1[ e que queremos
provar que L, é sobrejectivo para |t — 7| pequeno. A desigualdade (EH) garante que qualquer
L; sobrejectivo tem um inverso continuo L; ' e que ||[L; || z(pm) < C independentemente de ¢.
Assim a equacio
Lx=y
é equivalente a
=L ((Li — L)z +y)

que tem a forma de um problema de ponto fixo z = T (z). Temos, para z1,z2 € E
Ty (1) = Ty(z2)llp = |I1L¢ (Lo — Ly ) (@1 — @)
<C|L:- L,

< Ot = 7lmax{|[ Lol c(z.pys 1Ll ey Hizr — 22l

‘C(E,F)Hxl —JC2||E

Assim, usando o teorema do ponto fixo de Banach, existe ¢ > 0 tal que se L; é sobrejectivo L.,
é sobrejectivo se |t — 7| < ¢. Isto garante que podemos cobrir [0,1] com um ntmero finito de
intervalos de comprimento ¢ donde a sobrejectividade de Ly implica a sobrejectividade de L. B

A seguir ilustramos como utilizar o resultado anterior para obter resultados para operadores
elipticos gerais a custa de resultados relativos & equagao de Poisson.

Teorema 6.4.2. Seja L um operador diferencial verificando (EIH6Z). Admita-sdl que Q € tal
que todas as solugdes u € C**(Q) de uma equagio de Poisson Lu = f € C%® com valor 0 sobre
00 satisfazem uma estimativa

[ul2,0 < C(Julo,a + |flo,a) (6.6)

em que a constante C' s6 depende de 2, A e A.
Seja o € C** ().

Entao, se o problema de Dirichlet

Lu=f, emQ
U= sobre 082

Demonstragdo. Seja |

2Pode provar-se que se a fronteira de  for suficientemente regular, em particular de classe C'2®, podemos
prescindir desta hipétese.
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Capitulo 7

Métodos Variacionais

7.1 Os Teoremas de Stampacchia e Lax-Milgram

A solugao por métodos variacionais de equacoes elipticas lineares de 2% ordem baseia-se, no
que diz respeito a resultados de existéncia, em resultados abstractos em espagos de Hilbert que
generalizam observagoes geometricamente intuitivas em R™. O resultado central deste tipo que
iremos usar € o teorema de Stampacchia e o seu coroldrio o teorema de Lax-Milgram.

No que se segue suporemos que o leitor tem presente a teoria basica sobre espacos de Hilbert.
Designaremos por H um espago de Hilbert sobre os reais em que estd definido um produto
interno (-, -) cuja norma associada || - || torna H um espago de Banach. O dual topolégico de H é
designado H', usaremos a notagao (-, ) g x g para o produto de dualidade e supomos conhecido
o importante teorema de representacao de Riesz:

Teorema 7.1.1. Seja H um espaco de Hilbert e um ¢ € H' um funcional linear continuo. Entao
existe z € H dnico tal que (¢, x) g« = (z,x) para todo o x € H.

A ideia base de carédcter geométrico que usaremos na demonstracao do teorema de Stampac-
chia pode ser motivada pela observacao de que se x € H, K C H for um convexo nao vazio e
existir em K um ponto y a distdncia minima de x, isto é,

lz =yl = inf [lz—wl| (7.1)

entao dado um qualquer outro ponto v € K a fungao
0,1] 3t = |lz = (y +tlv —y))

tem necessariamente um minimo para ¢ = 0 pois qualquer ponto z — (y + t(v — y)) € K se
t € [0,1]. Se considerarmos entao

2
0,15t flz = (y +tlv = y)II” = llz — yll = 2t(z — y,v —y) + *[lv — ]|
verificamos que 0 ser minimo implica
(r —y,v—y) <0,Vpek. (7.2)

Reciprocamente se se verificar ([L2) entao y é o inico ponto de K que verifica ([IJ).
Nada no argumento anterior garante que existe um ponto de K a distancia minima de x. No
entanto se supusermos adicionalmente que K ¢é fechado é possivel provar:

Proposigao 7.1.2. Seja H um espago de Hilbert, x € H e K C H um convexo fechado e nao
vazio. FEntao existe um unico y € K a distancia minima de x, isto € verificando as condi¢des

equivalentes (7)) e (73).
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Capitulo 7. Métodos Variacionais

<

Figura 7.1: Projeccdo num convexo fechado e nao vazio

Demonstragio. Considere-se uma sucessao (yx)ren C K tal que |lyx — || — infyex ||y — 2| = d.
O ponto essencial a estabelecer é que esta sucessao é uma sucessao de Cauchy para podermos
usar a completude dos espagos de Hilbert, o facto de K ser fechado e a continuidade da norma
para garantir que a sucessao é convergente.

Dados dois termos da sucessao y;, yx o ponto médio % ;y" € K verificara

Aplicando a identidade do paralogramo (de “lados” x — y; € © — yx) obtém-se

Yi + Yk
-
2

E

2
Yi + Yk
2o =l + 2 = ul? = |2 (2= L) |y -

donde

Ytk

Iy ? = 2= 351+ 2l - |2 (2 - 25

2
)| = 21l 21 -1 0

quando j, k — oo pelo que se trata efectivamente de uma sucessao de Cauchy. |

Dados z e K como na proposicao anterior passaremos a designar o ponto de K a distancia
minima de x por Pk (z). A aplicacdo Pk néo é em geral linear mas é continua, mais precisamente
lipschitziana, e a sua constante de Lipschitz é facilmente estimada.

Proposigao 7.1.3. Se K tem as mesmas propriedades da proposi¢cdo anterior entdo
1P (1) — Prc(@2) || < llw1 — 2|, Vay asen

Demonstragao. Sejam y; = Pr(x;) para i = 1,2 e considere-se (L) com & = x1,y = Y1,V = Yo
e com T = Ta,y = yo2,v = y1. Obtemos entao

(1 —y1,92 — 1) <0,
0 < (z2 —y2,92 — Y1)
pelo que
(@1 —y1,92 —v1) < (22 — Y2, 92 — 41).
e dai
((x1 —22) — (Y1 —y2), 92 —y1) <0,
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7.1. Os Teoremas de Stampacchia e Lax-Milgram

ou seja
(21 — 2,51 — y2) > lys — wa?

donde o resultado segue via desigualdade de Cauchy-Schwarz. |

Uma aplicagao a : H x H — R com H um espacgo vectorial real diz-se bilinear se para todos
0s x,y,z € H e a € R tivermos a(azx,y) = a(z,ay) = aa(z,y), a(z + vy, z) = alx, z) + a(y, 2)
e a(z,y + 2z) = a(z,y) + a(z,z). Se adicionalmente H for normado a forma bilinear a diz-se
continua se existir C' > 0 tal que |a(x, y)| < C||z||||ly|| para todos os z,y € H e coerciva se existir
¢ > 0 tal que |a(x, )| > c||z||* para todo o x € H

Teorema 7.1.4 (Stampacchia). Seja H um espago de Hilbert real e K C H um subconjunto
convezo fechado. Considerem-se em H uma forma bilinear continua e coerciva a : H x H — R
e um funcional linear continuo A : H — R. Entdo existe um e um so u € K tal que

a(u,v —u) > AMv—u),Yv € K. (7.3)
Adicionalmente se a for uma forma simétrica u € uma solu¢do do problema

1 1
2a(u, u) — AMu) = Ulél}f( 2a(v,v) A(v). (7.4)
Demonstragdo. Pelo teorema de Riesz existe um z € H tnico tal que A(v) = (z,v) para todo o
v € H. De forma andloga, como para u € H fixado a aplicagdo H 3 v — a(u,v) é um funcional
linear continuo, existe um elemento unico de H dependente de u, que designamos por Au, tal
que a(u,v) = (Au,v) para todo o v € H. E f4cil de verificar que A : H — H é um operador
linear continuo e adicionalmente a hipétese de coercividade de a implica que existe ¢ > 0 tal que
(Au,u) > c|lul|? para todos u € H. Assim ([Z3)) pode ser reformulada como

(Au,v —u) > (2,0 — u), Voek. (7.5)
ou de forma equivalente
(Au — z,v —u) > 0,Vypek.

ou ainda, se p for um numero positivo a escolher posteriormente,
(—p(Au — 2z) +u —u,v —u) < 0,Vyek.
A proposicao permite interpretar este problema na forma
u = Pg(u— p(Au — 2)),

isto é, se S : K — K for definida por Su = Pg(p(Au — z) + u) entdo u é um ponto fixo da
aplicagao S. Vamos usar o teorema do ponto fixo de Banach para garantir que .S possui um ponto
fixo tnico desde que p > 0 seja escolhido suficientemente pequeno. Para tal temos que estimar
[|Sui — Suzl|| em termos de ||u; — usl| para ui,us € K. Usando a proposigao [T obtém-se e as
propriedades de continuidade e coercividade de A estima-se

[[Sur — Sual|? = llur — p(Aus — z) — uz + p(Aug — 2) — || = [lus — uz — p(A(us — uz))||
= [lur — uz|* = 2p(ur — u2, A(ur — u2)) + p°||A(ur — uz)|?
< (1 =2cp+ | AIPp?)lJur — usg?

Assim S é uma aplicagdo de contracgao se || A||p — 2¢ < 0 o que estabelece a existéncia de uma
solugdo de ([Z3).

Para estabelecer ([Z4]) basta notar que a(-,-) define um produto interno em H que é topolo-
gicamente equivalente ao produto interno original gragas a hipétese de coercividade e aplicar a
proposicao ]
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Um corolério quase imediato é o

Teorema 7.1.5 (Lax-Milgram). Suponha-se que K € um subespaco fechado dum espago de Hilbert
H, a € uma forma bilinear continua e coerciva em H e A um funcional linear continuo em H.
Entao existe um e um so u € K tal que

a(uv ’U) = /\(U)VUGK

Demonstragao. Note-se que sendo K um subespago de H para todo o v € K temos v + u, —v +
u € K em que u € K é a solucao obtida por aplicacao do teorema de Stampacchia. Dai
que na desigualdade variacional podemos substituir v por v + v e —v + u obtendo a igualdade
pretendida. |

7.2 Introducao aos espacos de Sobolev

7.2.1 Definicées e propriedades elementares
7.2.2 Os teoremas de Sobolev e Morrey
7.2.3 O teorema de Rellich

7.2.4 Outros resultados

Proposigao 7.2.1. Sejam 1 < p < oo,  CR"™ um aberto e (ug)reny C WHP(Q). Se ur, — u em
LP(Q)

Teorema 7.2.2. VV;OCOO(Q) € o espago das fungoes localmente lipschitzianas em §Q.

Demonstra¢do. Seja f uma funcdo localmente lipschitziana em Q, w € 2, e § > 0. Definamos
para x € ws = {z € Q : dist(z,00Q) > d} e |t| < o

[z +te;) — f(x)
t

gi,t(z) =

Temos g;+ € L (ws) para todo o ¢ tal que |t| < § e além disso todas estas fungdes satisfazem
para uma constante C' independente de ¢

193¢l oo (yy < Lin(f,w).
Entéo a familia de fungdes {gi:}o<t<s estd contida numa bola de L*°(ws) logo podemos afirmar
que é relativamente compacta para a topologia fraca-x.

Seja agora ¢ € CS°(ws). Podemos entdo garantir que existe uma sucessdo (tg)gen, com
tr — 0, e uma funcdo g; € L>®(ws) tal que

[ @2 =20 4o [ g @)p(o)de — [ gloote) do

Por outro lado o teorema da convergéncia dominada garante que

dx

(x —trei) — p() B dyp
5 dr — A (x) oz,

f(@)?
Q

e portanto g; é a derivada fraca de f em ordem a x; relativamente a ws. Como raciocindmos
para um qualquer w € 2 podemos estabelecer que efectivamente f € Wllocoo (Q).
Reciprocamente suponha-se f € Wli):o(Q) Sem perda de generalidade podemos supor que
f tem suporte compacto em €. Seja (pe)eso a usual familia de molificadores e considere-se
para € suficientemente pequeno f. = p. * f. Verifica-se com facilidade que a familia de funcoes
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regularizadas (fe)eso converge uniformemente para o representante continuo de f e que o supremo
das derivadas parciais dos f.s pode ser estimado uniformemente. Notando entao que

) = 1.l =| [ G+ 0= om)an

[ Dttt (0= 00) - @ - at| < Cla -

Passando ao limite quando € — 0 obtém-se que o representante continuo de f é efectivamente
lipschitziano. u

7.3 Aplicacoes a problemas elipticos

Considere-se o problema

{Au +u=f, em§ (7.6)

u =0, sobre 0f2

em que 2 C R™ é um aberto limitado com fronteira suficientemente regular, e f : & — R
é uma funcao suficientemente regular, e procuramos uma solucao classica do problema, mais
precisamente, pretendemos estabelecer existéncia e unicidade de solugao para u € C2(Q).

Vamos estudar este problema através do estudo duma versao fraca do mesmo problema em
espacos de Sobolev adequados. Para tal considera-se o problema que consiste em determinar
u € Wy(Q) tal que

/Q Vu(z) - Vo(z) + u(z)v(z) de = A f(z)v(x) dz para todo o v € W, %(Q). (7.7)

Este problema é natural pois se considerarmos em ([ZH) u € C%(Q2) e o produto de ambos os
membros por v € C2°(12), integrarmos por partes e usarmos a densidade de C°() em W,"*(Q)
obtemos que u satisfaz ([Z7). Reciprocamente se u for uma solugdo suficientemente regular de
[0) serd também uma solucdo de ([LH). Para atingirmos o nosso objectivo precisaremos de
resolver duas questoes:

e Reformular em forma abstracta (7)) de maneira a poder aplicar o teorema de Lax-Milgram.

e Mostrar que as solugoes de () tém regularidade adicional; isto serd feito & custa do
método do quociente de Nirenberg a descrever abaixo.

Comecemos entéo por aplicar o teorema de Lax-Milgram. Consideramos a forma a : WO1 2(Q)x
W, 2(2) — R e o funcional A : Wy () — R definidos por

a(u,v) = / Vu(z) - Vu(z) + u(z)v(z) de,
Q
Av) = / f(z)v(x) de,
Q
que sdo obviamente lineares, continuos (|a(u, v)| < [[ullwr.2 ) llvllwr2@), IA©)] < [ fll2@ llvlwrz2@))e
a é coercivo (a(u,u) = Hu”%vl,?((z))' Portanto existird em W12(Q) uma tnica solucio de

Resta-nos entdo mostrar que as solugdes de ([Z7) possuem regularidade adicional.

7.3.1 O método do quociente de Nirenberg
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Capitulo 8

A equacao do calor

8.1 O nicleo de Gauss

8.2 Principio de Maximo
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Capitulo 9

A equacao das ondas

9.1 O problema de Cauchy
9.2 0O método das médias

9.3 O método de descida
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Apéndice A

Mecanica dos Meios Continuos

Neste apéndice de caracter introdutorio pretende-se dar uma panoramica, necessariamente breve e
incompleta, dos fundamentos da Mecanica dos Meios Continuos como fonte essencial de exemplos
e problemas no estudo de equagoes diferenciais parciais.

A.1 Formulacao dos modelos

A.1.1 Cinematica

Seja 9 C R™, (n = 1,2 ou 3) um aberto. g serd a configuracdo de referéncia de um corpo.
A evolugao do corpo ao longo do tempo é descrita por uma aplicagdo  : I x 29 — R™ onde o
intervalo I C R representa o intervalo de tempo que estamos a considerar para o movimento. O
corpo ocupard no instante ¢ a configuragao x(t, Qo) = ;. Para a notagdo ser coerente supomos
0€l, z(0,p) =p para todo o p € Q.

Sera conveniente impodr alguma regularidade a x. Por exemplo a nao interpenetracao da
matéria sugere que as aplicagoes x(-,t) sejam homeomorfismos para cada t € I. De facto seremos
muito mais restritivos supondo que sdo difeomorfismos de classe C* com k conveniente. Tal nido
impedira que em problemas especificos, tal como o estudo de cavitacao, estas hipdteses se mostrem
totalmente inadequadas.

X(t;0

Figura A.1: Cinemadtica.

As coordenadas p dizem-se coordenadas materiais ou lagrangianas e as coordenadas x =
x(t,p) dizem-se coordenadas espaciais ou eulerianas. Em particular cada ponto p € Q diz-se
uma particula e (-, p) dir-se-4 a sua trajectéria. Dada uma grandeza g descrita em coordenadas
materiais a sua descri¢ao em coordenadas espaciaisﬁ far-se-4 através de

g(t,z(t,p)) = g(t,p)

1Claro que se pode supdr que a configuracio de referéncia é distinta de qualquer configuracdo do corpo e esse
ponto de vista é adoptado por varios autores. No presente contexto ndo ha vantagem especial em fazé-lo.

2Usar-se-4 a, b, ¢, ..., ... para representacdes de grandezas em coordenadas materiais e a, b, c, ..., q, ... para
as respectivas representagdes em coordenadas espaciais.
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APENDICE A. MECANICA DOS MEIOS CONTINUOS

o que é possivel gragas a supormos que as aplicagoes x(t, -) sado difeomorfismos.
Definem-se os campos de velocidade e aceleragao em coordenadas materiais através de

ox

’U(t,p) = E(tvp)
ov
Claro que
v(t, x(t, v(t,
a(t,z(t,p)) = alt,p
Note-se que
ov
a(tvp) = E(up)
ov " v ox;
= Fitalm) + X gl e
ov

= Sl + 3 gt )iy

i=1

em que v = (v;)1<i<n, €tc.. Em coordenadas espaciais
>N

Ov n " Qv
= —V;.
ot 1 &ni

1=

A.1.2 Massa, Forca, Momento Linear e Momento Angular

Consideram-se definidos campos

p:RxQ—[0,00]
F:RxQ—-R"
T:RxQxS" ! R

correspondendo p a densidade de massa, f a densidade de forgas em volume e 7 a densidade
de forcas superficiais. Todos estes campos supoem-se pelo menos C'! nos seus dominios. Estas
grandezas, de acordo com a convengao que foi introduzida implicitamente atras e que daqui
em diante serd utilizada sem mais comentérios, serao designadas em coordenadas espaciais por
p, f, 7, designando p a densidade, f uma densidade de forca em volume e 7 uma densidade de
forca superficial. Note-se que S"~! = 9B7(0) com B7(0) a bola unitdria em R"™. Portanto
7(t,x,v) é interpretado como uma forga superficial actuando no ponto x no instante ¢ sobre uma
hipersuperficie cuja normal em z é v.
Juntamos ao modelo as seguintes leis de conservagao:

d
— dr = 0;
dt/wtpx ’

e a equacgao de movimento ou lei da conservagao do momento linear

d
— pvd:z::/ pfd:v+/ 7(t,xz,v)dS;
dt wi we Owy
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A.1. Formulacao dos modelos

e a lei da conservagcao do momento angular
d
— prAvdr = px A fdr+ xATdS
dt wt Wi Owy

em que A designa produto externo, v é a normal a Jw; onde aquela estiver definida, sendo
wy = (t,w) com w C Q um qualquer aberto com fronteira seccionalmente regular.

Exercicio A.1. Prove que:

a) as formas local e diferencial da lei da da conservagdo da massa, i.e., p satisfaz

x\ " B ,
p(t,p) = py(p) det <5_p) , 8_? + div,(pv) =0

para uma certa densidade pg;

b) para toda a funcio g € C', g: R x Q — R temos

d _ [ 99 .
%/wtg(t,x) dx = /M ot +dive(g(t, z)v(t, ) dz

c) 7(t,x,-) € a restricio a S"~t duma aplicac¢io linear em R™.

d) para cada t e cada x a matriz T(t,x) representando 7(t,x,-) € simétrica.

Exercicio A.2. Provou no problema anterior que
Ttz v) = T(t,z)(v)

para todo o v € S"1 em que os T(t,x)(:) sdo aplicagoes lineares e designam-se por tensor das
tensoes. Para um fluido perfeito

T(t,xz) = —p(t,z)1d

com p uma fun¢ao escalar (pressao). Interprete o modelo formulado até ao momento de maneira
a obter o familiar principio de Arquimedes para um fluido perfeito em repouso.
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APENDICE A. MECANICA DOS MEIOS CONTINUOS

A.1.3 Equacdes de Navier-Stokes
Let

A.2 Equacdes de Cauchy-Riemann

Let

A.3 Equacoes de Euler-Lagrange
A.4 Electromagnetismo

A.5 Equacoes de Hamilton-Jacobi

A completar.

A.6 Exercicios

S
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Apéndice B

Convolucao e regularizacao

B.1 Sucessoes de molificadores

O exercicio seguinte serd o ponto de partida para estabelecer uma ferramenta elementar mas
indispensavel para o estudo das equagoes diferenciais parciais.

Exercicio B.1. Construa uma funcao ¢ : R — R de classe C*°, com suporte compacto contido
em [—1,1], verificando ¢ > 0, p(x) = ¢(—x) para todo x € R e ¢ =1 numa vizinhanga de 0.

A classe das fungoes C*° de suporte compacto num aberto @ C R™ é abreviada por C2°(£2)
e tais fungoes designam-se por fungoes testdl. E 6bvio que se definirmos p : R™ — R via

em que ¢ > 0 ¢ tal que f]R” p =1¢e ¢ éa fungdo do exercicio anterior entdao p € C°(R™).
Defina-se também para € > 0
1 T
pe@) = =0 (3).
Ora p. dz define uma probabilidade para cada € > 0. Se f € L}, (R™) cada funcdo f.: R" — R
definida por

folo) = [ F—w)pcla)dr (B.1)

é obtida tomando uma média ponderada dos valores de f numa vizinhanca do ponto y.

O integral usado em (Bl é um caso particular dum integral de convolugdo. Dadas duas
fungoes mensurdveis h, g : R™ — R define-se a sua convolug¢ao (ou produto de convolugdo), g * h,
via

g4hw)= [ gy~ 2)h(e)do

sempre que o integral do segundo membro existir e for finito para quase todo o y € R®. Em
particular tal acontece se g, h € L'(R") sendo nesse caso g * h € L*(R™).

Exercicio B.2. Verifique que se g,h € L'(R™) entdo
a) g+ h estd definida quase por toda a parte em R™.

b) llg* Pl pr = Al Lallgl -

¢) gxh=hxge L' (R").

1A notacéo C§°(§2) é por vezes utilizada para o mesmo fim. Reservé-la-emos para as fungdes C'*° com limite
0 no infinito.
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Facilmente se prova que as fungoes fc sao de classe C*°. Por esse motivo, a familia (fc),. o
definida por (B designa-se por familia de regularizadas de f através da familia de molificadores
(Pe)eso- Vamos estabelecer alguns resultados que serdo do seguinte tipo: fe — f no sentido do
espago normado a que pertencer f. De forma precisa temos, por exemplo,

Proposigao B.1.1. Seja f € L*(R"). Entdo fo — f em L'(R").

Demonstracdo. Do critério de Tonelli-Hobson e do teorema de Fubini segue

J.

N I S ey

n

N /n /npe(y”f(x)7f(1*y)\dyd:z:.

1@t da

/R pe)(F(x) — f(x —y)) dy| da

IN

Além disso o integral precedente pode escrever-se como

Lot ([ 156 fo - cplar) ay

aonde o integral mais interior converge para 0 quando € — 0 pelo teorema da convergéncia
dominada. Gragas a estimativa [p, [f(x) — f(z — ey)|dy < 2 [g, |f] uma segunda aplicagao do
teorema da convergéncia dominada permite estabelecer o resultado. ]

Os resultados andlogos para L?, 1 < p < 0o, necessitam de um lema preliminar cujo interesse,
para além deste contexto, é de salientar. Fazemos notar que uma funcao ¢ : S C E — R, em
que S é convexo e E designa um espago vectorial real, diz-se conveza se para todo o x,y € E e
todo o t € [0, 1] temos p(tx + (1 —t)y) < tp(z) + (1 — t)p(y).

Lema B.1.2 (Desigualdade de Jensen). Sejam ¢ : ]a,b[ — R uma fungdo convexa, p uma
probabilidade num espago com medida X, f € L*(X,p) e a < f(x) < b para quase todo o v € X.

Entao W(/X () du(x)) < /)(@(f(x))du(x).

Exercicio B.3. Demonstre a desigualdade de Jensen.
Proposicao B.1.3. Seja f € LP(R™), 1 < p < co. Entao fo — f em LP(R™).

Demonstragio. A desigualdade de Jensen é aplicdvel com p = p.dx, p(A) = NP

P
5=, = [ | i@ - s - dy) ds
< [ Lol - s pay as

e podemos prosseguir como na Proposicao [BT 1l |

Note-se que para p = oo o resultado anterior é falso. No entanto temos
Proposigao B.1.4. Seja f € C°(R™). Entdo f. — f uniformemente em cada compacto de R™.

Demonstracdo. Seja K um compacto de R", e x € K. Temos

[fe(z) = f2)| = < sup [f(z—y)— f(2)].

yEBe(O)

/ (f(z—y) — F(2)pely) dy
B(0)

O resultado segue da continuidade uniforme de f numa vizinhanga fechada de ordem €y > € de
K, isto é, em K., = {x € R" : dist(z, K) < ¢o}. [
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Outra aplicagdo das mesmas ideias consiste no estabelecimento da existéncia de func¢oes de
corte. Por exemplo

Proposigao B.1.5. Seja E C R™ e xg a respectiva func¢do caracteristica. Dado € > 0 existe
uma fungdo n = ng,c que € identicamente 1 em E, 0 no complementar da vizinhanca de ordem
e de E, isto é n(z) =0 sedist(z,E) >¢, e0<n <1 emR".

Demonstragdao. Seja E. /o a vizinhanga de ordem €/2 de E, isto é,
E. ={r e R" : dist(z, E) < ¢/2}.

Como E/5 ¢ aberto a respectiva fungao caracteristica, xg,,,, ¢ localmente somdvel e pode

considerar-se, para 0 < 0 < €¢/2, a convolugao ps * XE. )s- |

Dos resultados anteriores segue com relativa facilidade o teorema de existéncia das particoes

da unidade. As partigoes da unidade constituem uma ferramenta indispensavel para a extensao
de resultados locais a resultados globais.

Teorema B.1.6 (Parti¢oes da unidade). Seja S CR"™ e O = {Uqa},c 4 uma cobertura aberta de
S. Eziste uma famdlia contdvel de funcgées reais definidas em R™ com valores em [0,1], {¢;} en,
tais que

i) para cada j € N temos ¢; € C°(R");
i) para cada x € S temos 372 pj(x) =1;
i) para cada j € N existe aj € A tal que supp p; C Uy;

i) para cada x© € S existe uma vizinhanga de x, V,, que sé intersecta um nimero finito de
suportes de funcoes ;.

Tal familia de funcoes designa-se por uma particao da unidade localmente ﬁm’tcﬂ subordinada a
cobertura O de S.

Demonstragio. Comegamos por observar que se 7 é uma fungao de corte relativa a S e {p; }j N
é uma partigdo da unidade subordinada a uma cobertura aberta de S entédo {ny, }j ey continua
a ser uma particao da unidade subordinada & mesma cobertura. Outra observagao elementar
consiste em verificar que se S’ O S e O é uma cobertura aberta de S’ entdo uma particao
da unidade relativa a S’ e subordinada a uma cobertura aberta O é também uma partigdo da
unidade relativa a S e subordinada a O. Da segunda observagao segue que podemos supor sem
perda de generalidade que S = U,c U, e consequentemente que S é um aberto.

Suponhamos assim que S é um aberto e que o resultado se encontra demonstrado no caso em
que S é um compacto. Note-se que para compactos podemos supor que a particao da unidade
estd subordinada a uma subcobertura finita. Escrevemos S como uma unido numerdvel de
compauctosE7 isto 6, S = ULTK; em que cada K; é compacto e est4 contido no interior de K1,
K?,,. Convencionamos Ko = K_; = (). Para cada i € N seja 7; uma funcio de corte relativa a

K; \ K?_, tal que suppn; C K1\ Ki—2. Seja {¢i; }j uma particdo da unidade subordinada a
uma subcobertura finita de K;;1 \ K?_; por O. Definimos

_ni(@)pij(x) -
"/)ij (35) — J 2 ni(@)pis(@) S€ Qij (1') 7é 0
: se pij(x) =0

notando que a construgao efectuada garante que a soma no denominador ¢ finita e positiva para
cada z € S. A familia {1;;};; é a particdo da unidade desejada.

2A expressao localmente finita refere-se a propriedade iv.
3Uma férmula explicita para tais conjuntos K; é K; = {zx € S : |z| < 4, dist(z, dS) > 1/i}.
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Resta demonstrar o teorema para o caso em que S é compacto. Como ja observamos podemos
supor estar a lidar com uma cobertura finita. A ideia da demonstracao neste caso baseia-se na
construgao de uma outra cobertura de {V,},ca tal que para cada « temos V, € U,. Para
demonstrar que tal é possivel suponha-se que escrevemos a cobertura original na forma

{UgU{U,:a € A a#a}

Se {U, : @ € A, a # @} ainda for uma cobertura de S definimos Vz = (). Caso contrério notamos
que dist(OUgw, S \ Upea,axalUa) > 0 pelo que podemos tomar Vz como sendo uma vizinhanga
conveniente de S \ Uaea,axalUs. Continuando este argumento indutivamente, e notando que
estamos a lidar com uma subcobertura finita, verificamos que efectivamente podemos construir
uma tal cobertura {Va}ae 4~ Definimos entao fungoes de corte ¢, relativas a V,, e com supp ¢ C
Us. A partigao da unidade desejada serd {¢a},c 4 em que

bo(z) = zfi(at;m se ¢a(z) # 0,
0 se ¢o(r) = 0.
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Apéndice C

Problemas Adicionais

Exercicio C.1. Considere o problema de Cauchy

Tu (22 + 1) L% =z 442,

u(z,0) =z +1,
‘g—;‘(z,()) =22 -1

a) Justifique que existe uma vizinhanga da origem tal que a solugdo u do problema existe e é
lnica nessa vizinhanca.

b) Determine um polinémio de segundo grau p em x e t tal que u — p = o(x? + t2).

Exercicio C.2. Seja Q C R™ um aberto, u € L}, (), e K um conjunto aberto convexo tal que

K C Q. Convenciona-se que {e;},;.,, designa a base ortonormal usual de R™.

a) Justifique que se existe ¢ tal que para todo o h verificando |h| < p temos

/Q (u(zx + he;) — u(@))p(@) de = 0

para todo o ¢ € C2°(K) entao u é s6 fungdo de x1,...,2;-1,Zit1, ..., Ly em quase todo o
K.

b) Mostre que a conclusao anterior é verdadeira se para todo o ¢ € C°(K) temos

dp B
/Qu(x) oz, dx = 0.

(Q) é tal que a aplicacao

1
loc

¢) Suponha agora que v € L

CP(K)>p+— [ vDodr eR
Q

tem como contradominio um subespaco de dimensao k de R™. Generalize o resultado de
(b) a esta situagao.

d) Como devers adaptar o resultado de (c) ao caso em que K nao é necessariamente convexo?

Exercicio C.3. Seja 2, um aberto limitado de R"™, f : Q — R uma fungao tal que f(x) >0
para todo o x € Q, e u € C?(Q)NC°(Q) tal que Au= f em Q.

a) Prove que se M = max,cpo{u(z)} entdou < M em Q. [Sugestdo: Comece por considerar
f > 0. Para o caso geral considere ve(z) = u(x) + €|z|?]
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b) Prove que a solugdo de

Au=f emQ
u=gq em 0N

se existir ¢ inica em C%(Q) N C°(Q).
Exercicio C.4 (Equagdo bi-harmoénica). Considere o problema
AAu=f, em Q CR"
u =0, sobre 02
% =0, sobre 0f)

em que € é limitado e tem fronteira regular (no sentido de aplicabilidade do teorema de Gauss)

/Q(Au)de:/Qufdx

b) Prove a unicidade de solugao do problema em C*4(€2).

a) Demonstre a relagao
vélida para u € C*4(Q).

¢) Formule o que significa A : R® — R, A € L} (R"), ser uma solugdo fundamental da
equagao bi-harménica.

d) Determine uma solugao fundamentall] da equacao bi-harménica quando n = 2.

Exercicio C.5. Considere a equacao diferencial parcial linear de quarta ordem

0 0
Lu= <ﬁ — cfA) <ﬁ - C§A> u(z,t) =0 (C.1)

em que ¢y, c3 sa0 constantes nao nulas e v : R3 x R — R. Esta equacao é conhecida por equacdo
das ondas elasticas.

Define-se
1

) dS(y).
o, D asw)

a) Verifique que para u suficientemente regular M (u)(x,-,-) satisfaz a equacao diferencial

parcial
0?2 9? 0? 9?
Lu= (_61?2 — C% _5r2) (_5t2 — c% _57“2) rM(u)(z,r,t) = 0.

b) Use (a) para resolver o problema de valores iniciais geral cldssico para a equagio ([C)).

M(u)(z,r,t) =

Exercicio C.6 (Equagao de Burger). Considere que v : Rx]0, +00[— R é uma solugao positiva
e regular da equagao diferencial parcial

ov 0%

7o

para t > 0, sendo x4 um parametro positivo.

1Recorda-se que se n = 2 uma solucdo fundamental da equacdo de Laplace é dada por

1
T'(z) = I log |z|.
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a) Verifique que w definida por w = —=£ 57

é uma solucao da equacdo de Burger

ow ow 9w
a + w% = /L@ (02)

b) Mostre que, ao contrério do que aconteceria se p = 0, existem funcdes nao nulas p € C%(R)
tais que existe uma solugao regular de ([C2) satisfazendo w(x,0) = ¢(z) e tal que

lim w(x,t) = 0.

t—o0

Exercicio C.7. Seja S um semi-espaco em R? e u uma fungao harménica em C°(S). Prove que
se u € limitada entao

supu < sup u.
S oS

Exercicio C.8. Dada uma funcio w : R*! — R “suficientemente regular”, e com suporte
contido em R™ x [0, +00[, considere o problema

%7Au:w(zat)7 paratERexeR",
u(z,0) =0, para x € R”, (C.3)
2u(z,0) =0, para z € R™.

a) Verifique que a solugdo u do problema ([C3)) é dada por

u(z,t) = /0 v(x,t —s;8)ds (C4)

em que v(-,-;s) com s € R é a solugao de

%*Av:(), parat € Rexz € R",
v(x,0;8) =0, para x € R™,
v

(x,0;s) =w(x,s), paraxz € R™

b) Determine para cada (zg,tp) a menor regidio de R"*! em que w influencia o valor de
u(xo, o).

¢) No caso da dimensio espacial ser n = 1, explicite o segundo membro de (C4) em termos
de w e dé-lhe a forma w * F com E uma certa fun¢io em L°°(R?) e * a convolugao em R2.

d) Use (c) para “adivinhar” uma solugao fundamental da equacao das ondas quandon =1 e
verifique que o seu palpite estd correcto.

Exercicio C.9 (Equagoes de primeira ordem). Considere a equacao diferencial parcial real de
primeira ordem

Ou ou
—tu—=1 C.5
or oy (C5)
em que u = u(x,y). Determine para que valores de k a condigdo inicial u(x,x) = k implica a
existéncia e unicidade de solugao de (CH) em C'(U) com U uma vizinhanga da recta x = y.
Determine u nesses casos. Comente o que se passa para o(s) outro(s) valores de k.

Exercicio C.10 (Solugoes fundamentais).  a) Seja f € C*>°(R™) \ {0}, com n > 3, e tal que
f(h) = O(|h|*>=™), Df(h) = O(|h|*"™), quando h — 0. Justifique que para toda a fungao

v € C(R™) temos
9y of
de = — dz.
R™ f@xl v /Rn w@xi *
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1

ioc SEr uma solucao fundamental] do operador div.

b) Diga o que significa uma fungéo g € L

¢) A partir duma solugdo fundamental do laplaciano, A, determine uma solugdo fundamental
do operador div.

Exercicio C.11. Sejam T : R™ — R" uma aplicacao linear invertivel, e L um operador diferen-
cial linear de segunda ordem com coeficientes constantes. Designe por Ly o operador L apés a
mudanga de coordenadas y = Tx. Relacione as solu¢oes fundamentais de L e Lp. [Admita se

desejar que as solucoes fundamentais de T' estao em Llloc.]

Exercicio C.12 (Um principio de reflexdo). Seja @ C R™, n > 2, um conjunto aberto.
Convenciona-se escrever, para todo o a € R", a = (G,a,) com a € R"1 a, € R. Supoe-
se que  é tal que se (Z,z,) € Q entdo (&,—x,) € Q e que existe (£,0) € Q. Define-se
Ot = {(Z,2,) € Q:x, > 0}. Supde-se que u € CH(Q+) N C%(Q) verifica

% =0, sobre 90T\ 9Q,

{ Au=0, em QT,
em que v é a normal exterior a 9QF \ 092, isto é, v = e,.

a) Verifique que v : Q — R definida por

. | u(E,zn),  sexy, >0,
v(&, 2n) = { u(@, —xn), se x, <0,

é harmonica com a possivel excepcao dos pontos de 2 sobre o hiperplano z,, = 0.

b) Seja (2°,0) € 90T \ 9Q, e B uma bola centrada em (2, 0) e contida em 2. Exprima, em
termos do nticleo de Poissonf] e dos valores de v sobre 9B , a solucao do problema

Aw=0, em B
w =, sobre 0B

¢) Mostre que w(Z,x,) = w(Z, —z,) para todo o (Z,z,) € B.

d) Seja 2t = w — v definida em QF N B. Mostre que se z* # 0 entdo existe (2',0) € B tal

que
0zt

O

(#1,0) # 0.

e) Justifique que (d) contradiz (c) e consequentemente w = v em B e portanto v é harménica
em 2.

Exercicio C.13 (Unicidade em problemas elipticos). Seja € C R™ um aberto limitado e L um
operador diferencial de segunda ordem actuando em fungoes de C?(Q) através de

- 0%u
Lu= > ay(e) g7
irj=1 e

em que os coeficientes a;; sao uniformemente limitados em (2 e satisfazem para um certo A > 0

> aij(x)ming > Alnf®

ij=1

para todo o n € R™ e todo o = € .

28e n > 3 uma solugdo fundamental para o Laplaciano, A, é dada por I'(z) = \:1:\2_".

1—|x|? g
_Lol2l 16 caso da bola unitaria By (0).
wnlz—yl

1
wn(2=n)

30 nicleo de Poisson é dado por K(x,y) =
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a)

Suponha 2 conexo. Seja 02 = S; U Ss com S; nao vazio e suponha-se que para cada
ponto de Sy existe uma bola contida em {2 e tangente a 92 nesse ponto. Suponha-se que
u € C*(Q)NCHQUSy) NCY(Q) satisfaz

Lu =0, em (2,
u =0, em Sy,
> BiDiu =0, em S,

em que o vector 5(x) = (8i)i=1,... » tem uma componente normal relativamente a 9§ nao
nula em cada ponto de S3. Mostre que u = 0.

Suponha-se que para cada ponto de 02 existe uma bola contida em () e tangente a S
nesse ponto. Suponha-se que u € C%(Q) N C*(Q) satisfaz

Lu =0, em {2,
al@)u+ > BiDu=0, em 99,

em que o vector B(x) = (B;)i=1,....n € 0 campo escalar « satisfazem «(3-v) > 0 com v a
normal exterior a 9. Mostre que u = 0.

Exercicio C.14 (Fungées harménicas). Considere o problema

Au=0, em ,
u =, sobre 0f2,

em que 2 C R? est4 definido por

Q = {(z,yeR?: -1 +@w-12>>1L@+1)*+@y+1?>1,
(-1 +@w+1)?> L@+ +@y—-1)2>1,]z| <1, |yl <1}

e ¢ é uma fungao continua em 0f2.

¢)

Decida se pode garantir a existéncia de solugao deste problema. Justifique.

Estime, tao bem quanto puder, um intervalo I C R tal que possa garantir «(0,0) € I.
Justifique.

Prove que
u(@,y) = u(-y,z)=u(-2,y) =u(-z,~y) = u(-z,y) =
u(ya I) = U(I’7 7y) = u(7y7 7':6)
para todo o (z,y) € Q.

Proponha uma generalizacao do resultado anterior para fungoes harmdnicas num aberto
de R™ verificando certas propriedades de simetria com valores na fronteira invariantes
relativamente a essa simetria.

Prove as afirmagoes sobre invaridncia de A que eventualmente usou em (c) e (d).

Exercicio C.15. Considere o problema de valore iniciais para a equa¢ao de Schrédinger linear
para fungoes u : R x R" — C

za — Au =0, u(0,2) = ug(x).

Obtenha as estimativas
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a)
[u( D)z = lluolly-

b)

—n/2|

[ )l oo < (4t) " o],

Exercicio C.16 (Desigualdade de Harnack). Considere uma fungdo g : B1(0) € R" — R
harmoénica positiva. Mostre que

1+ |z
N bl N < < -t
=r9(0) < 9(a) < T a0)
para todo o xz € B1(0).

Exercicio C.17 (Principios de midximo). Seja 2 um aberto limitado de R". Considere uma
fungao continua v : Q — R tal que:
Para todo o z €  existe r = r(zg) < dist(zg, 9N) tal que

v(z0) = faBr(zo) v(z)dS(x)
T fon () 48(@)

Suponha que em (2 existe sempre solugao do problema de Dirichlet para a equacao de Laplace
com valores na fronteira continuos.

(C.6)

a) Prove que v satisfaz o principio de méximo fraco.
b) Prove que v é harménica.

c¢) Mostre que todas as funcoes continuas no fecho dum aberto limitado de R?, com fronteira
localmente lipschitziana, que verifiquem a condigao (C0) sdo harmdnicas.

Exercicio C.18 (Métodos de energia). Considere a equagao de Hopf

Ju n ou 0
at " “or

e a equacao de Burger
Ju Ju 0%u

— tu— =€e—.
ot + ox ox?
em que € > 0.
a) Mostre que uma solugao regular u da equagao de Hopf com suporte limitado na direcgéo x
verifica 9

g Ru2(t,x) dx =0.

b) Mostre que uma solugao regular u da equacao de Burger de decrescimento répido na direc-

cao x verifica
+o0 2
%/}Ru2(t,m)da:=—e/_oo (%) dx < 0.

Exercicio C.19 (Equagao do calor, método da energia e unicidade). Seja U C R™ um dominio
regular, T' > 0 e considere o problema que consiste em determinar v € C*(]0, T[xU)NC(]0, T x
U) tal que

v _Av=f em]0,T[xU,

o(T,z) = p(x) paraxz €U,

v(t,x) = g(t,x) para (t,x) € [0,T] x oU.
Pretende-se estabelecer unicidade de solugao para este problema.

Seja w a diferenga entre duas solugdes deste problema e considere E(t) = f

g w(t, x) de.
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Mostre que w satisfaz
dE

= =2/ |[Vwl?dz <0.
dt /U| wltdz <

Mostre que basta demonstrar o resultado supondo E(T) =0e E(t) >0 para 0 <t <T.

Mostre que w satisfaz

d*E )

2%
vty

Mostre que E satisfaz a desigualdade diferencial (££)% < E(t)
Mostre que F(t) = log E(t) é uma fungdo convexa.

Conclua que w € identicamente nula.
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Apéndice C. Problemas Adicionais

72



Bibliografia

Bibliografia

1]

2]

V. I. Arnold. Chapitres Supplémentaires de la Théorie des E’quations Différentielles Ordi-
naires, capitulo Equations aux dérivées partielles du premier ordre. Mir, Moscow, 1985.

e |

H. Brézis. Analyse fonctionnelle. Mathématiques Appliquées pour la maitrise. Masson,
Paris, 1983.

R. Courant e D. Hilbert. Methods of Mathematical Physics, volume II. Interscience, New
York, 1964. @ X4

Robert Dautray, Jacques-Louis Lions, Marc Authier, Philippe Bénilan, e Michel Cessenat.
L’opérateur de Laplace, volume 2 de Analyse mathématique et calcul numérique pour les
sciences et les techniques. Masson, Paris, 1987.

Lawrence C. Evans. Partial Differential Equations. Graduate Studies in Mathematics.
American Mathematical Society, Providence, Rhode Island, 1998.

G. Folland. Introduction to Partial Differential Equations, volume 17 de Mathematical Notes.
Princeton University Press, Princeton, New Jersey, 1976.

K. O. Friedrichs. Special Topics in Fluid Dynamics. Gordon and Breach, 1966.
P. R. Garabedian. Partial Differential Equations. Wiley, New York, 1964. H

D. Gilbarg e N. S. Trudinger. FElliptic Partial Differential Equations of Second Order, vo-
lume 224 de Grundlehren der Mathematischen Wissenschaften. Springer-Verlag, Berlin,
Heidelberg, New York, Tokyo, 1983.

S. Goldstein. Lectures on fluid dynamics. Seminar in Applied Mathematics, Boulder, Colo-
rado, 1957.

M. E. Gurtin. An Introduction to Continuum Mechanics. Academic Press, New York, 1981.

M. E. Gurtin. Topics in Finite Elasticity. CBMS Series in Applied Mathematics. American
Mathematical Society, Providence, Rhode Island, 1981.

E. Hopf. Elementare bemerkungen iiber die 16sungen partieller differentialgleichungen zwei-
ter ordnung vom elliptischen typus. Sitber. preuss. Akad. Wiss. Berlin, 19:147-152, 1927.

L. Hormander. Linear Differential Operators. Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, New
York, Tokyo.

F. John. Partial Differential Equations, volume 1 de Applied Mathematical Sciences.
Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, New York, Tokyo, quarta? edigao, 1971. Hl EZ41

S. Kesavan. Topics in Functional Analysis and Applications. Wiley Eastern, New Delhi,
1989.

73



Bibliografia

[17]
[18]

[19]
[20]
[21]

22]
23]
24]

[25]

[26]

[27]

28]
[29]
[30]
[31]

32]
[33]
[34]

[35]

H. Lamb. Hydrodynamics. Cambridge, 1932.

H. Lewy. An example of a smooth linear partial differential equation without solution. Ann.
of Math., 66:155-158, 1957. .4

L. G. Loitsyanskii. Mechanics of Liquids and Gases. Pergamon Press, 1966.
R. Meyer. Introduction to Mathematical Fluid Dynamics. Wiley, New York, 1971.

Louis Nirenberg. On elliptic partial differential equations. Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa,
13:115-162, 1959.

Petrovsky. Lectures on Partial Differential Equations. Interscience, New York.
L. Schwartz. Méthodes Mathématiques pour les Sciences Physiques.

J. Serrin. Mathematical Principles of Classical Fluid Dynamics, volume VIII/1 de Handbuch
der Physik. Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, New York, Tokyo, 1960.

James Serrin. A symmetry problem in potential theory. Arch. Rational Mech. Anal., 43,
1971. B2

Smoller. Reaction-Diffusion Equations. Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, New York,
Tokyo.

Sobolev. Partial Differential Equations of Mathematical Physics. Pergamon Press, Oxford,
1962.

M. Spivak. Calculus on Manifolds. Benjamin, New York.
M. Spivak. Calculo en Variedades. Benjamin, New York, 1975.
F. Treves. Basic Linear Partial Differential Equations. Academic Press.

C. A. Truesdell e R. A. Toupin. The Classical Field Theories, volume II1/1 de Handbuch der
Physik. Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, New York, Tokyo, 1960.

C. C. Wang. Mathematical Principles of Mechanics and FElectromagnetism. Plenum, 1979.
H. F. Weinberger. Introduction to Partial Differential Equations. Blaisdell. B

Hans F. Weinberger. Remark on the preceding paper of Serrin. Arch. Rational Mech. Anal.,
43, 1971.

Hans F. Weinberger e M. H. Protter. Mazimum Principles in Differential Equations.
Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, New York, Tokyo, 1984.

74



Lista de Figuras

Lista de Figuras

2.1 Problema de Cauchy para EDPsde 12 ordemd . . . . . . . v v oo oo oo 5
2 Choqueeblow-upde ve+u.u =0 . . . . o o v v v 8
B.1 Funcao de Green num semi-espacd . . . . . . o oo 19
B2 Funcdode Greennumabold . . . . . . . .. 20

75



Indice remissivo

alternativa de Fredholm, B hipersuperficie
nao caracteristica, B [l
barreira,
inversao, 20
caracteristicas, Hl

caracteristica, B lagrangianas, 57
Cauchy-Kowalewska, leis de conservagao,
condicao de Cauchy, lema de Weyl,
condigao do cone exterior, levantamento harménico,
conservagao de massa, localmente finita,
conservacao do momento angular,
conservacao do momento linear, método de Perron,
convolugao, medida de Haar, [[A
coordenadas
espaciais, nucleo de Poisson,
eulerianas, nao-caracteristica,
lagrangianas,
materiais, operadores uniformemente elipticos,
coordenadas espaciais, b7 ou produto de convolugao, Bl

coordenadas materiais, Bl o
parte principal,

desigualdade de Jensen, particoes da unidade,
desigualdades de Harnack, 25 Picard-Lindeldf,
ponto regular,

eliptico, Bl potencial de Newton, B
equacao de movimento, principio de méaximo, 22,
equagao forte,

diferencial fraco,

parcial, [ problema

linear, 0 de Cauchy,

quase-linear, [ de Dirichlet, T8 2T
eulerianas, 1 de Neumann, [[H

de valores na fronteira,

férmula de Green, [ problema de Dirichlet para a equacao de Pois-
férmula integral de Poisson, son, B0
forma bilinear problema de Neumann, [ Id

continua, B9 problema de valores iniciais, [H
funcao convexa, projeccoes caracteristicos,
fungao de Green, @
funcao Holderiana, Bl simbolo,
funcgoes de corte, sistema
fungbes harménicas, [0 caracteristico, B [ B, [T,
fungoes Lipschitzianas, Bl caracteristico, @l

76



Indice remissivo

caracteristico, [l
de equacoes diferenciais parciais, 0
determinado, [
linear, [
quase-linear, [
solugao de Perron,
solugoes fundamentais radiais n-dimensionais da
equacao de Laplace,
solugoes
fracas,
subfungoes,
subharmonicas,
superfuncoes,
superharmonicas,

teorema

de Cauchy-Kowalewska, EQl
teorema de unicidade de Holmgren, EQJ
teorema do valor médio, 11
tracos caracteristicos,
transformagao de Kelvin,

variedade caracteristica,
vectores caracteristicos,

7



	Introdução
	Nomenclatura
	Objectivos

	Equações reais de primeira ordem
	Introdução
	Equações quase-lineares
	Caso geral
	Comentários
	Exercícios suplementares

	O Laplaciano
	Introdução
	Soluções radiais
	Fórmula de Green e Solução Fundamental
	Função de Green --- casos elementares
	Núcleo de Poisson --- solução do problema de Dirichlet numa bola
	Teorema do valor médio para funções harmónicas
	O princípio de máximo
	Ainda o teorema do valor médio
	O método de Perron
	A equação de Poisson
	Soluções fracas da equação de Laplace
	Exercícios suplementares

	Classificação das equações lineares de 1ª ordem no plano
	Introdução

	Resultados gerais e contra-exemplos
	O Problema de Cauchy geral
	O Teorema de Cauchy-Kowalewska
	O Teorema de Holmgren
	O Contra-exemplo de Lewy

	Operadores Elípticos Lineares de 2ª ordem
	Hipóteses adicionais
	O princípio de máximo
	Uma estimativa pontual
	O método de continuidade

	Métodos Variacionais
	Os Teoremas de Stampacchia e Lax-Milgram
	Introdução aos espaços de Sobolev
	Definições e propriedades elementares
	Os teoremas de Sobolev e Morrey
	O teorema de Rellich
	Outros resultados

	Aplicações a problemas elípticos
	O método do quociente de Nirenberg


	A equação do calor
	O núcleo de Gauss
	Princípio de Máximo

	A equação das ondas
	O problema de Cauchy
	O método das médias
	O método de descida

	Mecânica dos Meios Contínuos
	Formulação dos modelos
	Cinemática
	Massa, Força, Momento Linear e Momento Angular
	Equações de Navier-Stokes

	Equações de Cauchy-Riemann
	Equações de Euler-Lagrange
	Electromagnetismo
	Equações de Hamilton-Jacobi
	Exercícios

	Convolução e regularização
	Sucessões de molificadores

	Problemas Adicionais
	Bibliografia
	Lista de Figuras
	Índice remissivo

