CAOS E ORDEM

CONTROLO DE UM PENDULO INVERTIDO

1. PARTICIPANTES

1.1. Eduardo Dias. Aluno da escola secundéaria Domingos Sequeira
de Leiria. Inscrevi-me neste estdgio porque gosto de matematica e era
uma boa oportunidade para aumentar os meus conhecimentos. Gostei
particularmende de ter a oportunidade de ver como a matemaéatica é
feita, para além do que se faz na escola secundaria.

1.2. Leonardo Martins. Aluno do Externato Marista de Lisboa. Ins-
crevi-me neste estagio porque envolve matematica e fisica, por ser no
IST e envolver temas que me podem ser tuteis no futuro. Gostei par-
ticularmente da visita ao ISR.

1.3. David Sobral. Aluno da escola secundaria de Santo André no
Barreiro. Inscrevi-me neste estagio porque queria descobrir como fun-
ciona o Instituto Superior Técnico, em particular a sua vertente de
investigacao. Gostei particularmente das aplicagoes fisicas dos proble-
mas discutidos.

1.4. Inés Matos. Aluna da escola secundéria Francisco Franco no
Funchal. Inscrevi-me neste estagio porque queria saber mais sobre
matematica. Gostei particularmente da visita ao ISR e de descobrir
como a matematica, mesmo modelando problemas elementares, pode
requerer uma analise cuidada que nao é obvia a partida.

1.5. Bruno Martins. Aluno da escola secundaria Padre Alberto Neto
em Queluz. Inscrevi-me neste estagio porque queria observar como é
feita a matematica a nivel universitario. Gostei particularmente de ver
a aplicacao pratica do que estudamos, em especial durante a visita ao
ISR.

2. ORIENTAGAO CIENTIFICA - DiIoGO GOMES

Ser responsavel pelo estagio promovido pelo programa Ciéncia Viva

com o tema Caos e Ordem foi uma experiéncia altamente positiva.
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Os cinco jovens que frequentaram o estagio encontravam-se extrema-
mente motivados. O problema proposto consistia em projectar um con-
trolador para um péndulo invertido montado sobre uma calha mével
de forma a estabilizar o equilibrio. De modo a estudar este prob-
lema de forma matematica, foi necessdrio ensinar aos participantes os
rudimentos da teoria qualitativa de equacgoes diferenciais: pontos de
equilibrio, retratos de fase, érbitas periddicas e homoclinicas, estabili-
dade e linearizacao perto de pontos fixos, seccoes de Poincaré. A parte
“tedrica” deste estagio decorria da parte da manha, enquanto que du-
rante a tarde, utilizando o programa Mathematica, os participantes
puderam realizar diversas simulacoes, desenhar retratos de fase, seccoes
de Poincaré, entre muitas outras actividades. Gostaria de agradecer ao
Prof. Luis Barreira ter disponibilizado tempo para discutir com os par-
ticipantes, durante uma manha, diversos topicos de sistemas dinamicos;
ao Prof. Luis Magalhaes que, para além de ter dedicado uma manha e
parte de uma tarde para falar com os participantes falando nao sé so-
bre sistemas dinamicos como também de investigacdo em matematica,
me ajudou, com diversas discussoes a organizar este projecto; ao ISR,
nomeadamente ao Prof. Alexandre Bernardino pela hospitalidade e
disponibilidade para fazer a visita guiada ao laboratério, que foi muito
apreciada pelos participantes.

3. FORMULACAO DO PROBLEMA

Pretende-se estabilizar um péndulo invertido colocado-o numa pla-
taforma movel. O péndulo, com massa m, colocada na extremidade de
uma barra rigida de comprimento [, faz um angulo 6(¢) com a vertical.
A plataforma descreve uma trajectéria w(t) na coordenada horizontal.
Assim, as coordenadas da massa m no instante ¢ sao

x(t) = w(t) — Isind(t)

y(t) = lcosO(t).

O objectivo é escolher w(t) de modo a que a posigao invertida seja
estdvel. O controlo w(t) pode depender do tempo, da posi¢ao do
péndulo ou da sua velocidade.
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Para comecar vamos deduzir as equacgoes do movimento para este
péndulo. A velocidade é

i(t) = w(t) — 10(t) cos O(t)

g(t) = —10(t)sin O(t).
A aceleracao é dada por

i(t) = 1w (t) — 16(t) cos O(t) + 10(t) sin 6(t)

§(t) = —16(t) sin O(t) — 16(t)? cos H(t).

No péndulo actuam duas forcas, a forca da gravidade G = mg, vertical,
apontando para baixo e a tensao T ao longo da barra. A forca da

gravidade tem compontentes segundo o eixo do x e y, respectivamente
G, e Gy, dadas por

G,=0 G, = —myg.

A tensao tem componentes segundo x e y, respectivamente T, e T,
dadas por

T, = Tsin6(t) T, = —Tcosf(t).

A lei de Newton diz que a aceleracdo num ponto multiplicada pela
massa € igual a soma das forcas aplicadas. Assim

qnj@):7n[wu)—wé@)am0@)+zmo2gn9@ﬂ::Tsmea)

mij(t) =m [—lé(t) sin 0(t) — 16(t)? cos H(t)] = —mg — T cos0(t).

Assim, multiplicando a primeira equagao por cosf(t), a segunda por
sinf(t) e adicionando-as, obtemos

w(t) cosO(t) — 16(t) = —gsinO(t),
ou seja

mn:%mwm—%mnmw@.

Para simplificar vamos considerar g = [ = 1, o que da origem a equacgao

(1) 0(t) = sin O(t) — w(t) cos O(t).
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Ficura 1. Equilibrio estavel do péndulo (6 = ).
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F1GURA 2. Orbita periédica do péndulo.

4. PENDULO LIVRE

Foi simulada a equagao com w = 0, ver figuras . Desenhou-se
o retrato de fase, figura [
A condigao inicial para a orbita homoclinica , figura [3| foi obtida
observando que a energia desta orbita é
)2
) +cosf =1

e, portanto, quando 8 = 0 temos 6 = 2. O retrato de fase foi obtido
desenhando as curvas de nivel da energia e a homoclinica corresponde
a curva de nivel de energia 1.

5. REGULADOR DE WATT

Este pendulo modificado tem energia

2 2

0
E = E%—cos@—szcos%’,

e exibe uma bifurcacao de forquilha quando w = 1. Desenharam-se os
retratos de fase para w = 0.5, 1, 2, figuras [5H7}
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FicuraA 3. Orbita homoclinica.

F1GURA 4. Retrato de fase do péndulo.

6. PENDULO COM CICLO LIMITE
Consideramos a equagao do péndulo modificada

. 02 .

0 +77(3 +cosf — \)f —sinf = 0.

Esta equacao exibe um ciclo limite que é definido por

92
— 0 =M.
5 + cos
De facto, se considerarmos a energia
62
E = — + cosb,
2
temos JE
= —nb*(E — \)

dt
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F1GURA 6. Regulador de Watt w = 1.0.

Assim, quando 7 se torna positivo este sistema exibe uma bifurcacao de
Hopf apresentando uma orbita peridédica, como se pode ver nas figuras

el

7. PENDULO FORGADO

Considere oscilacoes perto do equilibrio estavel. Utilize Asin~t. De-
senhe a seccao de Poincaré. Agora considere condigoes iniciais perto
do ponto instavel. Desenhe a seccao de Poincaré. Obtivemos um filme
das seccoes de Poincaré para diversos valores de A que pode ser visto
na internet em http://www.math.ist.utl.pt/~dgomes/moviel.gif.


http://www.math.ist.utl.pt/~dgomes/movie1.gif
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Ficura 8. Péndulo com ciclo limite A = 0.4, n = 0.05
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Ficura 9. Péndulo com ciclo limite A =04, n =1
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Ficura 10. Controlo linear a« = 2, = 2

8. CONTROLO LINEAR

Finalmente, para estabilizar o péndulo sobre o carrinho, vamos con-
siderar leis de controlo lineares

W= ab + 0.
Estas dao origem a equacao
0 = sinf — (ad + (56) cosb.

A parte linear é

6=60—ab—36.
As raizes caracteristicas deste sistema, obtidas considerando solugoes
da forma

O(t) = e
satisfazem a equacao
M4+ A+ (a—1) =0,

ou seja

—0E£/F—4(a—1)
A= :
Consequentemente, se a > 1 todas as solugoes sao estaveis para 3 > 0.
Quando « = 8 = 2, o retrato de fase é ilustrado na figura [I10] No caso
08 =0e a > 1 as raizes sao imaginarias, o que corresponde, quando
a = 2, ao retrato de fase ilustrado na figura |11

9. VISITA AO INSTITUTO DE SISTEMAS E ROBOTICA

Durate o estagio houve a oportunidade de visitar o Instituto de Sis-
temas e Robdtica. Nesta visita observaram-se diversos modelos in-
cluindo um péndulo invertido estabilizado com auxilio de um sistema de
controlo semelhante ao estudado neste estagio; um sistema de levitagao
magnética com um controlador éptico; um sistema de uma bola numa
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Ficura 11. Controlo linear o« =2, 3 =0

calha com controlador digital; sistemas de navegacao utilizando re-
conhecimento 6ptico, bem como diversos projectos de alunos da licen-
ciatura de engenharia electrotécnica e computadores. Gostariamos de
agradecer ao Instituto de Sistemas e Robdtica e, em particular, ao Prof.
Alexandre Bernardino a hospitalidade e disponibilidade para fazer a
visita guiada ao laboratério.
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