Exame - Versao A042 - 15/01/2020

Problema 6 (2,5 valores)

1 1 -1 2
(a) Indique bases para os espacos das linhas e das colunas da matriz A = 1 2 -1 3
-1 3 1 2

(b) Considere a equagao matricial Az = b,, com b, = [1 — 1 a]' e @ € R. Indique os valores
de « para os quais aquela equacao tem solucao e determine todas as solugoes na forma
vectorial.

(c) Seja Py 0 espaco linear real dos polinémios de grau menor ou igual a dois e U o subespago
de P, gerado pelos polinémios seguintes:

pt) =1+t —1% q(t)=1+2t+3t% r(t)=2+3t+2t*, teR

(i) Calcule a dimensao e indique uma base de U; (ii) Determine uma base de P, contendo
a base de U indicada atrés. (iii) Seja s(t) = 3 + 4t + t?, t € R. Calcule as componentes
do polinémio s na base indicada na alinea anterior. Use o resultado para determinar uma
base do subespaco U + S, em que S é o subespaco gerado por s.

Resolugao: a)+b) Tendo em conta o que é pedido torna-se conveniente responder conjunta-

mente as duas primeiras alineas.

O método de eliminacao de Gauss (MEG) permite obter bases para os espagos das linhas e
das colunas de uma matriz:
1. a) Numa matriz em escada de linhas sao linearmente independentes as colunas com pivo;
1. b) Numa matriz em escada de linhas sao linearmente independentes as linhas com pivo, ou
seja, as linhas nao nulas;
2. a) Uma base para o espaco das colunas de uma matriz é formado pelo maior subconjunto
linearmente independente das colunas de uma matriz, sendo este formado pelas colunas que
correspondem (na ordem) as colunas com pivod na matriz em escada de linhas obtida no final
do MEG;
2. b) Uma base para o espago das linhas de uma matriz é formado pelo maior subconjunto
linearmente independente das linhas de uma matriz, sendo este formado pelas linhas que dao
origem (tendo em conta as trocas de linhas, se as houver) as linhas com piv6 (ou linhas néo
nulas) na matriz em escada de linhas obtida no final do MEG;

Consideremos a matriz aumentada [A:b,] e implementemos o MEG para esta matriz:

1 1 —1 20 1 11 -1 28 1 101 0 1
[Aba]=| 1 2 -1 3 -1 |— |01 0 18 -2 |—| o0 10 1: 1 =[C:c,]
13 1 2 « 04 0 4 a+1 0 000 a+9

De acordo com o que acima ficou dito, concluimos que:

- A matriz em escada de linhas C' tem as duas primeiras colunas com pivo e as duas seguintes
sem pivo; O maior subconjunto das colunas da matriz A linearmente independente é formado
pelas duas primeiras colunas; Este conjunto constitui uma base para o espago das colunas:

Be, ={(1,1,-1),(1,2,3)}.
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- Nao havendo troca de linhas ao longo do MEG, de acordo com o que dissémos atras, as
linhas linearmente independente de A sao as duas primeiras; Este conjunto constitui uma base
para o espaco das linhas de A; O MEG mantém invariante o espago das linhas de uma matriz,
pelo que uma outra base (mais simples) para o espago das linhas de A é constituida pelas linhas
nao nulas de C:

Br, ={(-1,0,1,0),(0,1,0,1)}.

Relativamente a b) a existéncia de solugao do SEL Au = b, efectivamente depende de a:

(i) Se a # —9, o SEL é impossivel porque uma das equagoes do SEL, equivalente ao original,
Cu=c¢, édaforma0=a+09;

(ii) Se a = =9, o SEL ¢ possivel e indeterminado com grau de indeterminagao igual a
2 (= ndimero de colunas sem piv6). Escrevendo o vector solu¢ao na forma u = (x,y, z, w)
e considerando como incégnitas livres as terceira e quarta (z,w € R), do SEL simplificado
Cu = ¢,, obtém-se sucessivamente y = 1 —w e x = —1 + z, pelo que o conjunto das solugoes

de Au=1b_qg é
{(-1+z,1—w,z,w): z,w e R} ={(-1,1,0,0) + 2(1,0,1,0) + w(0,—1,0,1) : z,w € R}.

c) (i) A dimensao do subseapago U é igual ao nimero de vectores (neste caso polinémios)
linearmente independentes de um comjunto G gerador de U : g = {p.q,r}. Fixemos em P,
a base canénica. Dado que os espacos Py e R? sdo isomorfos, como sabemos o conjunto G
¢ linearmente independente (dependente) em P se e s6 se for linearmente em R? o conjunto
G = {P,Q, R}, em que cada um dos vectores tem a componentes do correspondente (mesma
letra) vector de g:

G={(1,1,-1),(1,2,3),(2,3,2)}.

Notemos agora que estes vectores constituem as colunas 1, 2 e 4 da matriz A considerada
na alinea anterior. Usando os resultados do MEG ai implementado, concluimos que as duas
primeiras colunas sao linearmente independentes e que a dimensao do espago gerado por G é
dois, sendo {P,Q} uma base deste subespago de R3. Consequentemente, pelo isomorfismo ja
referido, a dimensao de U é 2 e {p, q} é uma base de U.

(ii) Seja a # —9, por exemplo, & = 0. Vimos antes que o vector B, = (1,—1,«) é tal
que Au = b, é impossivel ou, o que é equivalente, que b, = (1, —1,«) ndo pertence ao espago
das colunas de A sendo, portanto, linearmente independente de P e (). Em consequéncia o
conjunto B = {p,q,by), com by(t) = 1 —t, t € R, é linearmente independente e, portanto, é
uma base de Ps.

(iii) Tem-se s = 3+4t +t* = 1+t —t*+2+3t+2t*> = (p+7)(t),t € R, ou, equivalentemente
S=(3,4,1)=(1,1,—-1) + (2,3,2) = P + R, Consequentemente, a representagdo de s na base
Bé

S = (1, 1, O)B

Ora, s=p+r € U e, portanto S C U, pelo que S+ U = U. Uma base de U ja foi dada antes.

Problema 7 (2,5 valores) Considere a transformagao linear 7' : R* — R?*2 que ¢ representada
em relacao as bases candnicas de R* e de R?*? pela matriz

1 1 -1 0
1 -1 1 0
A= 1 -1 -1 -2
11 -1 0

(a) Considere agora em R* a base B, = {e; + ea,e1 — €2,e1 + €3 + eq,e9 + €3 — €4}, em que
B. = {e1,es,¢e3,e4} é a base canénica. Fixando em R?* a base B, e mantendo em R?**? a base
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candnica determine a matriz que representa 7' em relacao a estas bases; (b) Calcule as dimensdes
do ntcleo de T, N(T), e da imagem ou contradominio de T, I(T'); (c¢) Indique uma base para
I(T); (d) Considere a equagao linear T'(z) = Y. Para cada um dos seguintes casos discuta a
existéncia de solugoes e, caso existam solucoes, determine-as:

@Y:[é?}, (@Y:{éPJ

Resolugao:a) Usando a convengao de notagao usada nas aulas, a matriz S de mudanca da

base candnica de R* para a base B, é aquela que tem nas suas colunas as componentes dos
vectores da base B, representados na base candnica, ou seja,

1 1 1 0
1 =10 1
Se=10 0 1 1
0 0 1 —1

Designando por B a matriz que representa 1" em relacao ao par de bases, B, de R* e canénica
de R**?, B, = B.(R?*?), e uma vez que no espago de chegada nao foi alterada a base, tem-se:

1 1 -1 0 1 1 1 0 10 0 0
1 -1 1 0 1 -1 0 1 01 1 0
B=ASm=11 _1 1 _g 000 1 1]~ %01 -10
1 1 -1 0 0 0 1 —1 10 0 0

A matriz B tem uma estrutura tao simples que dela ja podemos inferir a matriz final da
eliminacao de Gauss:

10 0

01 1
B — 2 00 -2
00 0 O

b) A dimensao do niicleo de T é igual a dimensao do nicleo de uma matriz que a represente,
particularmente B, pelo que dim N(T') = 1, o nimero de linhas nulas ou de colunas sem pivo
no final do MEG. Um elemento no nicleo de B é o vector que na base B, tem a representacao
(0,0,0,1)g,, ou seja, quarto vector da base B, : es +e3 —ey = (0,1,1,—1).

A dimensao da imagem (ou contradominio) de 7" é igual a dimensao de espago das colunas
de uma matriz que a represente, particularmente B, pelo que dim I(7T") = 3, jd que a matriz
que se obtém de B pelo MEG tem 3 pivos.

c) Uma base do espago das colunas de B é formada pelas suas trés primeiras colunas e, em
consequéncia, por via do isomorfismo entre os subespacos considerados como explicado atras,
uma base para [(T') é formada pelas matrizes cujas componentes na base canénica figuram nas
trés primeiras colunas de B, ou seja

1 0 01 0 1
BI(T):{(17070a1)Bc7(Oa17170)Bc7(0?1’_1’O)BC}:{[O 1:|7|:1 01’[—1 0:|}

d) Note-se a primeira das equagoes é possivel, uma vez que o segundo membro é o primeiro
elemento da base da imagem de T atras indicada, sendo a segunda impossivel como se pode
constatar por eliminacao de Gauss. As solugoes de

ﬂ@:YmmY:{égl
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sao da forma
r=x,+a(0,1,1,-1),0 € R

em que z, ¢ uma solugao particular, por exemplo, z, = 1/2(1,0,0,0)5, = 1/2(1,1,0,0).

Problema 13 (2,5 valores) (a) Considere em R? o produto interno usual e seja U o subespago
de R3 gerado pelos vectores a = (1,0, —3) e b = (—1,3, —3). (i) Diga a dimensao e indique uma
base de U, o ortogonal de U. (ii) Determine uma equacao cartesiana do plano P de equacao
vectorial P = {p} + U, em que p = (1,0, 2).

(b) Considere agora em R? o produto interno (diferente do usual) definido por

< 2,y >= (221 + 23)y1 + T2y + (21 + 223)y3

em que ¢ = (x1,22,23) € y = (y1,Y2,y3). Represente—se por V' o espago euclideano assim
obtido. (i) Considere o subespago S de V' gerado pelos vectores v = (1,1,0), u = (1,1,2) e
s =(1,1,—1). Verifique que u e s sdo vectores ortogonais de V' e obtenha uma base ortogonal
de S. (ii) Determine o elemento de S mais préximo (na norma de V') do vector t = (3, —2,1).

Resolugao:(a) (i) O subespago U de R? é gerado por dois vectores nao nulos (a = (1,0, —3) e

b= (—1,3,-3)) e linearmente independentes (pois nenhum deles é multiplo do outro). Assim,
dimU = 2 e como, pelo teorema da decomposicio ortogonal R* = U @ U+, segue-se que
dim U = 1, pois 3 = dim(R?) = dim U + dim(U+). Um vector u; = [a b c]' é ortogonal a todos
os elemntos de U e, portanto, aos seus geradores. Tais condigdes podem ser expressas na forma
matricial

a
1 0—3} b | =0

B =
UL { ~1 3 -3
ou seja u; é um vector no nicleo de B, sendo portanto um multiplo do vector (3,2, 1).

(ii) Pertencem ao plano P =p+ U com p = (1,0,2) os vectores w = (x,y, z) € R? tais que
(w — p)Lu com u € U, ou seja, os vectores w = (x,y,z) € R? tais que (w — p,u) = 0, ou
ainda, repesentando os vectores como vectores coluna,

a 3
[a:—l Y 2—2} b :[x—l Y 2—2} 2 | =3-1)+2y+2-2=0
1

ou
3r+2y+z2z=5

que ¢é a equaccao cartesiana pretendida.
(b) Considera-se agora o espago euclideano V' formado pelos ternos ordenados de nimeros
reais e com produto interno definido por

< z,y >= (2x1 + x3)y1 + Toy2 + (1 + 2x3)ys  com = = (21,22, 23),y = (Y1, Y2, Y3)-

Sendo S o subespaco gerado por v = (1,1,0), u = (1,1,2) e s = (1,1,—1), verificamos que
< u,s >= 0, pois

<Us>=2x14+2)x1+1x1+(142x2)x(=1)=4+1—-5=0.

Uma vez que u e s sao ortogonais, para obter uma base ortogonal de S basta obter um vector
w tal que wlu,wls e L({u,s,w}) = L({u,s,v}). Tal vector pode ser obtido pelo método de
ortogonalizacao de Gram-Schmidt: Temos duas alternativas:
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(A) O conjunto {u,s,v} é linearmente independente e, nesse caso, {u, s, w} é uma base orto-
gonal de S,

(B) O conjunto {u,s,v} é linearmente dependente e, nesse caso, virda w = 0, sendo a base
ortogonal de S o conjunto {u, s}.

Implementando o método de ortogonalizacao, obtém-se

1 2 1

w=v—PFP,,—Ps=v— U35 = 5[3(1, 1,0)—(1,1,2) — 2(1,1,—1)] = (0,0, 0)
em que P,, = izgiu = %u = %u e P, = iggis = %s, jaque < v,u>=5H, < v,85>=2,

L u,u>>=15, < 5,5 >= 3.
Daqui se conclui que é valida a alternativa (B) antes mencionada.

0100
Problema 14 (2,5 valores) Seja A = 0010
0 0 01
1 00 0
(a) Mostre que se u (real ou complexo) é um valor préprio de A entao u? é valor préprio

de A?%; (b) Calcule o polinémio caracteristico de A e identifique os seus valores préprios; (c)
Comente/Justifique a veracidade das duas afirmagdes seguintes:
I. A nao é diagonalizavel como matriz real, mas é diagonalizavel como matriz complexa;
I1. A% ¢ diagonalizdvel como matriz real.

(d) Diagonalize a matriz A?, identificando a matriz diagonal D e uma matriz de mudanga
de base S tal que D = S~1A2S; (e) Seja C' matriz que se obtém de A eliminando a quarta linha
e a quarta coluna; Classifique a forma quadrética em R? associada a esta matriz.

Resolugao:

a) Por definicao, se A\ (real ou complexo) é valor préprio de A, isso significa que existe um
vector u (real ou complexo) nao nulo tal que Bu = Au, dizendo-se entdo que u é vector préprio
associado ao valor proprio A. Consequentemente,

B*u = B(Bu) = B(\u) = ABu = \u

e, portanto existe um vector nao nulo (u) tal que B?*u = A\*u, pelo que A\? ¢ valor préprio de
B2, sendo u um vector préprio associado a esse valor préprio.
b) Os valores préprios de A s@o as raizes (zeros) do polindmio caracteristico:

-2 1 0 O
0O —x 1 0
p(A) =det(A — ) = 0 0 -\ 1

1 0 0 =X

que pode ser calculado, por exemplo, usando a regra de Laplace por expansao segundo a
primeira linha, vindo

A 10 01 0
PN ==X 0 =X 1 |—|0 =x 1
0 0 -\ 1 0 -\

e, usando novamente a regra de Laplace por expansao segundo a terceira linha para o primeiro
termo e a primeira linha para o segundo termo , obtém-se

-2 1 0 1
1 =X
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Consequentemente, os quatro valores proprios de A sao as quatro raizes da unidade, cada um
deles com multiplicidade algébrica 1, uma vez que sao todos distintos:

Ao =€™2 n=0,1,2,3.

c) Concluimos atrds que A tem quatro valores préprios (complexos) distintos, dois que
coincidem com numeros reais (+1) e dois complexos puros (+i). Como a valores préprios
distintos correspondem vectores préprios linearmente independentes, existe uma base de C*
formada por vectores proprios de A, sendo esta diagonalizavel como matriz complexa, embora
nao como matriz real.

De acordo com a alinea a), os valores proprios da matriz

0010
, 0001
A=11000
0100

sao os quadrados dos valores préprios de A, pelo que A? tem apenas dois valores préprios
distintos, digamos u4, com puy = +1. Vejamos agora quais sdo os espagos proprios E(puy) =
E(1) = Na2_g, E(u-) = E(—1) = Ns2,;. Usando eliminagao de Gauss, vem

10 1 0 10 1 0 10 10
s e . L0 -1 0 1 0 -1 0 1 0 -1 0 1
Ao =A=I=1 1 o 5 o710 00o0| 7|0 000
0 1 0 -1 0 1 0 -1 0 0 00
€
1010 1010 1010
010 1 0101 0101
2 _42 _
AmpI=+T=117 010 7]oooo0o| 7]loooo]|
0101 0101 000 0

donde facilmente se conclui que
E(1) = L({(1,0,1,0),(0,1,0,1)}), E(-1)= L({(1,0,—1,0),(0,1,0,—1)}).

Usando o facto de A? sé ter valores préprios reais e de a valores préprios distintos de corres-
ponderem vectores préprios linearmente independentes, conclui-se da existéncia de uma base
de R* formada por vectores préprios (reais) de A2, sendo esta diagonalizavel como matriz real.

d) Sendo os valores préprios de A? reais: p+1, a condigao necessaria e suficiente de diagona-
lizagao de A? ¢ a existéncia de uma base de R* formada (exclusivamente) por vectores proprios
de A2. Vimos antes que A? tem dois valores préprios, £1, sendo a dimensao de cada um dos
espacos proprios igual a 2. Como a valores préprios distintos estao associados vectores préprios
linearmente indenpendentes, tal implica que existe uma base de R* formada (exclusivamente)
por vectores préprios de A2, nomeadamente a seguinte base ordenada

B =((1,0,1,0),(0,1,0,1),(1,0,-1,0),(0,1,0,—1)),

em que os primeiros dois elementos sao vectores proprios associados a p, = 1 e os restantes a
p = —1. Sendo A? diagonalizével, ela é semelhante & matriz dos valores préprios (repetidos de
acordo com a sua multiplicidade algébrica):

D = diag {1,1,—1, -1} = St A%S,
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sendo uma matriz diagonalizante S, a matriz dos vectores préprios pela ordem escolhida para
a base dos vectores préprios (que é a matriz de mudanga da base candnica para a base B):

10 1 0
01 0 1
=110 -1 0
01 0 -1
010
e) De acordo com a sua definigago C'= | 0 0 1 |. Como se sabe a classificagdo da forma
000

quadrética em R? associada esta matriz coincide com a classificacao da matriz parte simétrica

de A, A, com

1 W1

S = O
_ o =
oS = O

A classificacao da matriz simétrica A, é feita de acordo com os sinais dos seus valores p’oprios.
O polinémio caracteristico de Ay é dado por

A 12 0
g\ =|1/2 =X 1/2 :—)\'

-\ 1/2 1/2 1/2‘
0 1/2 =\

1/2 —/\'_1/2‘ 0 -\

em que se usou a regra de Laplace por expansao segundo a linha 1. Tem-se ainda

1++2
2

qA) = AN =X —1/4) = - AXA—=A)(A—A_), com \s =

Uma vez que Ay > 0 e A_ < 0 a matriz simétrica A, e a forma quadratica Q4 = Q4. sao
indefinidas.



