Formas Quadraticas: Aplicagao ao produto interno

Seja A € R™ ™ e considere-se a fungao
F:R"xR"—R F(z,y) = z*Ay

em que se identificam os elementos x,y € R™ com os correspondentes vectores coluna.
Pretende-se saber quais as condigoes a impor a A por forma que F' defina um produto

interno em R”™.

Analisemos as propriedadades de um produto interno em R™.

(1) Linearidade na 1* variavel:
F(ax + B&,y) = (ax + BE)' Ay = az'Ay + 2" Ay = aF (z,y) + BF(Z,y)-
Logo, F' é linear na 1* variavel para qualquer matriz real A.
(2) Simetria:
F(y,z) = y"Azx = (y*Az)' = ' Aty.
Donde se conclui sem dificuldade que F é simétrica se e s6 se A = A (A é simétrica).
(3) Positividade:

Qa(x) = F(z,z) = ' Az >0 sex # 0.

Entao F' é positiva se e s6 se a forma quadratica associada a matriz A, Q 4, é definida
positiva.

Concluimos assim que F' define um produto interno em R"™ se e s6 se a matriz A é
simétrica e a forma quadratica que lhe esta associada é definida positiva.

Uma vez que as matrizes simétricas sao diagonalizaveis por meio de matrizes unitarias,
podemos ainda dar uma outra caracterizagao deste resultado. De facto, sendo simétrica
existe uma matriz unitdria S tal que A = S*AS, em que A = diag{\;,...,\,} é a

matriz dos valores préprios de A. Ora, definindo u = Sz, tem-se

n
Qa(x) = 2t Ax = u'Au = E Aju?,
3
Jj=1
pelo que Q 4 é definida positiva se e s6 se os valores préprios de A sao positivos.
Resulta daqui que F' define um produto interno em R"™ se e s6 se a matriz A é simétrica
e os valores proprios de A sao todos positivos.

Concretizemos para n = 2. Seja a € R e F, a funcao definida por

T
Fo(x,y) = T1y1 + T2y2 + a(x1Y2 + T2y1), = [ w: } Y= [ Z; } '
1 «

Facilmente se reconhece que F, = x'A,y, em que A, = 1 A, é simétrica

(independentemente do valor de a) e tem como polinémio caracteristico
Pa(A) =det (Aq — A =(1-AN)?—-a®’=(1—-a—-N(1+a—N),

pelo que os valores préprios de A, sao Ay = 1 —a e Ay = 1 + a. De acordo com as
conclusoes obtidas anteriormente, F,, define um produto interno em R? para todos os
valores de «a tais que |a < 1.



