Teorema 1 Seja U uma matriz m X n (real ou complexa) em escada de linhas com p pivds.

Entao
(i) As colunas de U que contém pivds sao linearmente independentes em K™,
(ii) As linhas ndo nulas de U sao linearmente independentes em K™,

(iii) dim Ly = nidmero de linhas de U linearmente independentes = caracteristica de U
= numero de colunas de U linearmente independentes = dim Cy

(iv) Se p =n entdo Ny = {0} e se p < n um conjunto gerador do nicleo de U é formado
pelos n — p vectores que se obtém dando a cada uma das incégnitas livres o valor 1
e o valor 0 as restantes e sendo as outras componentes determinadas por forma a

satisfazer a equacao Uu = 0. Este conjunto constitui uma base para o nicleo de U.

V obtém-se de U eliminando as colunas sem pivo e as cC, C, Cy3 C; Cjs
linhas nulas. C, C, Cs
V (p X p) é triangular superior e nao tem zeros na
diagonal principal = V é nao-singular = 1 2 3 4 5 Ly
]l 0 o0 1 2 3 L,
Vi=0 = 4=0€KkP) <« Va=0 (1) U=10 0 0 o0 4 L3
(i) {C1,...,Cp} C K™ - conj. das colunas de U com 0 0 0 00 La
pivo, c1 c3 c3
{c1,...,¢5} C KP - correspondente conj. das colunas 1 3 5 0
de V (eliminam-se as componentes referentes as linhas v=l|lo 1 3 /
nulas). o 2
Tem-se 0 0 4 ts
p P aq
Km90:Zak5'k = K”BO:Zakck:Vﬂ com U = : . (2)
k=1 k=1 a,
(1) = {c1,...,¢p} é linearmente independente em KP
(2) = {Ci,...,C,} é linearmente independente em K™.

(ii) {L1,...,Lp} C K™ - conj. das linhas nao nulas de U,
{€1,...,€,} C KP - correspondente conjunto das linhas de V' (eliminam-se as componentes

nulas referentes as colunas sem pivo).

p p
K”BO:ZakLk = KPBO:ZakEk:V”ﬁ

k=1 k=1

(1) = {L1,...,L,} é linearmente independente em K".

(iii) Se juntarmos ao conjunto das linhas nao nulas uma linha nula, obtém-se um conjunto
linearmente dependente (pois contém o vector zero). Logo,

dim Ly = numero de linhas de U linearmente independentes
= mnumero de linhas nao nulas
= mnumero de pivés = caracteristica de U



Se juntarmos ao conjunto das colunas com pivo uma coluna sem pivo essa coluna é uma
combinagao linear finita das coluna com pivd e, portanto, existe uma combinacao linear
finita que representa o vector zero sem que todos os coeficientes escalares sejam nulos, ou
seja, o conjunto é linearmente dependente. Logo,

dim Cy = ntmero de colunas de U linearmente independentes
= numero de colunas com pivo
= mnumero de pivés = caracteristica de U

(iv) n =p = u = 0 e a Unica solugao de Uu =0 & Ny = {0}.

Se p < n entao, como vimos anteriormente, podemos exprimir as p incégnitas nao livres do
vector uy, solugao de Uwuy, = 0 em fungao das n — p incégnitas livres (sistema com grau de
liberdade n — p), podendo a solugao geral daquela equagao ser expressa como combinagao
linear dos vectores que se obtém pelo processo descrito no enunciado (as incégnitas livres
sao os coeficientes escalares nessa combinagao linear). Se si,...,s,_, forem as incégnitas

livres, as solucoes u; de Uu; = 0 sao da forma

n—p
Up = E SkUnp
k=1

em que
Upp = [* ... %, 0% ox, 0% ..ok, Lok ..k 0,%... x|
1 - na posicao k,
0 - nas posicoes das restantes incégnitas livres e

% - nas posicoes das incognitas nao livres, cada um é obtido em funcao das incégnitas

livres.

Decorre desta representacio que o conjunto {upy},_; € linearmente independente (up, = 0 =

sk =0,k=1,...,n — p) e, portanto, é uma base do nicleo de U.
1 2 3 4 5
0012 3
U= 0 00O 4
0 00O0O
Solucoes da equagao Uwuy;, = 0:
Uuq —2ug + 2uy —2 2 —2 2
U2 U2 1 0 1 0
Up = Us = —2U4 = U2 0 + uy —2 = S 0 + s —2
Uy Uy 0 1 0 1
us 0 0 0 0 0

Uup, =0, 3%e¢q. — us =0
Uup =0, 2%eq. — uz + 2uy + 3us = 0 — uz = —2uy = —235 (83 = uy)
Uup =0, 1%eq. — u; + 2us + 3uz + 4duy + Sus = 0 — uy = —2us + 2uy = —28; + 285 (81 = u2)



