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Calculo Diferencial e Integral I
2° Teste (Versao B) 5 de Janeiro de 2015 - 9:00h

MEMec

Apresente todos os calculos e justificagoes relevantes

I (12 val.)
1. Determine o valor dos integrais:
e 3 3 2
1)/ 22 Inzdzx ii)/ %dw.
1 2 (@+1)2*(z-1)
Resolugao. (i) Primitivando por partes z2 In? z,
3 32lnx
P(?n?z) =2 2z P(L
(2% In® z) g T 5

. .o, 2 ’
Primitivando por partes 2% In z, obtém-se

2 3 3 3 2 3
P <2§ 1nx> = 2% In(z) — P <2:9E;> = 2% In(z) — P <2§> = 2% (ln(:v) - :13)

ou seja

3 223 1 3 21 2
P(a:2 ln2x) = %lnzx—% (111(3;)—3) = % (111233— I;(I) —|—9>

e pela férmula de Barrow tem-se finalmente

¢ 3 21 2\1° 52
/ 2>’z de = L In?z— n:z:+7 :56 .
1 3 3 914 27

(7)) A funcdo integranda é uma fungio racional ndo prépria

[ e[ e[ (1 ores) =

A fungao integranda

1
————— é agora uma fungao racional prépria que se decompoe em fracgoes
(z+1)(z—-1)
simples obtendo-se a igualdade seguinte para o integral,

3 1 A 31 |
- g B
/2 (x+1)(x—1)dx /2 x—ldx+ /1 x—i—ldx

A determinagao das constantes A, B é feita pelo método dos coeficientes indeterminados ja que

1=(A+B)z+A-B,

vindo que
A+B=0

A-B=1.



Obtém-se A =1/2, B = —1/2, e conclui-se da férmula de Barrow que:

3 23 + 22 3 5 X 1 3
/2 mdm =[z];+1/2[In(xz —1)]; - 1/2[In(z+ 1)]; =1+ ilni'

2. Seja a fungao

z\2

g(x) 2/0(3) cosVtdt , wE .

i) Defina a funcao derivada de g.

ii) Determine, usando a mudanca de varidvel v/t = u, o valor de g().

Resolucao.
i) A fungdo F(x) = [, cosv/tdt é um integral indefinido de uma fungdo continua em [0, +oo|

22
e portanto diferencidvel do teorema fundamental do célculo. Como g(x) = fo(g) cosVtdt =

F(%), resulta da composigdo de fungoes diferencidveis, g é também diferencidvel em R. A

funcao derivada de g é definida por ¢ : R — R e

2
g (x) = Ex cos % .

2
i) F(n) = fo(g) cosv/tdt. Integrando por substituicdo, usando a mudanca de varidvel, t = u?,

tem-se
a 2 s

(3) 3
/ cosﬁdt:/ 2ucosudu =

0 0

Integrando por partes

z 5
= [2usenu] —/ 2senu du =
0

e da formula de Barrow tem-se

:§\/§+[2005u]0%:g 3—-1.

3. Calcule a area da regiao plana A definida por

5
A= {(z,y) e?. %gng A cosz <y <senz}.
Resolucao.

A figura seguinte descreve a fronteira da regiao A

A area da regiao A é dada por:

“f

senx —cosx dx .

o



Tem-se, pela férmula de Barrow, que

2
K3 5
/ senz — cosx dr = [—cosz —senx]F = 2v/2,
4
i

L]

4. Sendo ¢ :— uma funcao continua mostre que

T /2
/ p(senz)dr = 2/ p(cosz) dx .
0 0

Resolugao.
Integrando por substitui¢do, usando a mudanca de varidvel, = /2 — ¢, tem-se
/2

T —m/2 /2
/0 p(senz)dx = / (—1Dp(sen(w/2 —t))dt = / (=1)(cos(t)) dt = 2/0 p(cost)dt.

/2 —7/2

IT (8 val.)

1. Estude a natureza as séries seguintes:

Zn— ) ;F ) Znarctg(ﬁ) .

2
n=1 A 5 n=1
Resolucao.
vn+1 n 1
Considerem-se as sucessoes a,, = _vn+l eb, = £ = —. Tem-se
n2+n+5 n? n3
a
lim = =1eR".
n—-+oo

n

Do critério de comparagao as séries > oo a, € > o, b, tém a mesma natureza. Como a série

! ¥ _vndl

oo ’ s .. 0o
> 21 bn é uma série de Dirichlet convergente, > com p = 3/2 > 1, a série Z R

n=1 n?

também convergente.

2n
A série Y07 é convergente do critério de D’Alembert, uma vez que

a 2n+1 on
lim — = lim —— /2 = lim —0<1
n—+oo  ay, n—400 (n —+ 1)' ! n—+oom + 1
arct x
Uma vez que lim,_,q 8T _ limy,_,0 — =1, tem-se
T tgx
. ; 1 . arctg( ) 120
D mercte(n) = Im T =1
A série
+o0 1
Z narctg(—)
n=1 n

é divergente, pois ndo satisfaz a condig@ao necessdria para a convergéncia de séries.

2. Considere a série de poténcias
oo

—-1n"
Z m2n-‘,—1

i) Determine para que valores de = € a série converge absolutamente.

ii) Determine a soma da série para x = 2.

Resolugao.



(i) Tem-se para o raio de convergéncia

. Qnp .
r= lim | | = lim
n—-+o0o (LnJrl n——+o0o

n

A série Z (22% converge absolutamente se [z —1| < 4i.e —3 < z < 5 e diverge em R\ [-3, 5].

n=1
—+oo +oo
Para x = —3,x = 5 as séries ntimericas respetivas, 3 E (=)™ e E 5 sao divergentes pois nao
n=1 n=1

satisfazem a condicao necessaria para a convergéncia de séries.

“+o0 —+o0
1
(ii) Para x = 2, a série Z Jon1 é uma série de geométrica convergente Z R" derazio |R| = 1 <
n=1 n=1
1. A soma da série é
1 *f n\" 1 3 1
2 4) 21-1 6"
n=1 4
3. Indique o desenvolvimento da série de Taylor relativo a 0 associada & fungéo h :| — 1, +oo[—, h(z) =

In(z + 1) indicando o intervalo em que esse desenvolvimento representa a fungao.

Resolugao. A série de Taylor em questao é definida por,

“+o0
h(m)
Zanm”, onde a, = 0)
n!
n=0
Considere-se
1 1 =
W(z) = (1 1) = - = (=2)" 1
(€)= (o + 1Y = 7 = Ty = )" el <

Primitivando, tem-se
too o \n+l
In(z+1)+C = — ™

= n+t 1
Como para
z=0, Inl+C=0
tem-se
400 l.n+1
In(x+1) = -nH" , x|l <1
@) =3 (D",
n=0
o0 _/L‘n
4. Seja um polinémio P tal que P(z) > 0 para = €T, e a série de poténcias Z m Conclua, por meio
n
n=1
de um exemplo, que se o grau de P for menor que 2, a série nao é absolutamente convergente em ambos
os extremos do intervalo | — 1,1].
Resolugao. Seja Pi(z) =2 >0,z € RT ei=0,1
n=1 PL(n) n=1 nt
oo oo oo
1 1) 1
D S T D M R
n=1 " n=1 " n=1 n
o0 oo
Sendo, para i = 1, a série Z —, uma série de Dirichlet divergente e para i = 0, a série Z 1, uma
n
n=1 n=1

série também divergente, pois nao satisfaz a condigao necessaria para a convergéncia de séries.



