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1 Algebras

Seja A um conjunto. Uma operacao sobre A é uma funcao f : A™ — A, onde
n é um numero natural, dito a aridade da operagao. Operacoes de aridade
zero sao denominadas constantes de A.

Uma dlgebra consiste num conjunto A, também denominado dominio ou
suporte da algebra, equipado com um conjunto de operacoes sobre A.

Exemplo 1.1 Semigrupos, mondides, grupos e anéis sao algebras. As ope-
racoes sao as seguintes:

e Semigrupos tém apenas uma operacao (binéria);

e Mondides tém uma operagao bindria e uma constante (o elemento neu-
tro);

e Grupos tém uma operacao bindria, uma constante e uma operagao
unéria (inverso);

e Anéis tém as operagoes correspondentes & estrutura de grupo (zero,
adicao e elemento simétrico) e ainda uma outra operacao bindria (mul-
tiplicac@o); os anéis com unidade tém ainda uma outra constante (o
elemento neutro da multiplicagao).

Obviamente, um corpo é também uma &lgebra (em particular é um anel),
mas aquilo que distingue um corpo dum anel nao tem carédcter algébrico,
pois consiste numa operagao (inverso) que nao esta definida em todo o anel.

Exercicio 1.2 O conjunto dos niimeros naturais munido das operagoes de
sucessor e predecessor forma uma algebra?

2 Assinaturas e Y-algebras

Uma assinatura 3 consiste numa familia (X,,),en, de conjuntos disjuntos
dois a dois. Usaremos também o simbolo ¥ para denotar a uniao UneNO Y.
Cada elemento de 3, é dito um simbolo de operagao de aridade n, ou simbolo
de operacao n-drio. Para n igual a 0, 1, 2 e 3 os simbolos de operacao sao
ditos, respectivamente, simbolos de constante, undrios, bindrios e terndrios.

Também se pode dizer tipo de similaridade em vez de assinatura, ou tipo
operacional.

Seja X uma assinatura. Uma X:-dlgebra é um conjunto A equipado, para
cada f € ¥, com uma operagao fa : A" — A.



Exemplo 2.1 Seja ¥ uma assinatura com os seguintes simbolos: 0 e 1 (0-
arios), s (undrio), a e m (bindrios). Qualquer anel, com a correspondéncia

04 = 0,
140 = 1,
as = +,
my = -,

é uma >-algebra.

3 Homomorfismos

Sejam A e B duas X-algebras. Um homomorfismo h : A — B é uma
funcao que “preserva’as operacoes, i.e., tal que, para qualquer f € X, e
T1,...,Tn € A,

h(fa(@y, ... an)) = fB(A(21), ..., h(zn)) -

Um isomorfismo i : A — B é um homomorfismo bijectivo (cujo inverso é
portanto também um homomorfismo).

Exemplo 3.1 Sejam A e B dois anéis. Uma fungdo h : A — B é um
homomorfismo de anéis se e sé se é um homomorfismo de A e B vistos como
algebras para a assinatura ¥ do Exemplo 2.1.

4 Congruéncias

Seja A uma X-algebra. Uma relacdo de equivaléncia = sobre A diz-se uma
relacao de congruéncia (relativa a X) se para qualquer f € ¥, e quaisquer
Tiyee ey Tny Yty Yn € A7

(wr=y) A A (@n =yn)) = (fal@y, - an) = falys, - yn)) -
Se = é uma relacao de congruéncia e f € 3, podemos definir uma funcao
faj= (A=) = A=,
para qualquer z1,...,x, € A, como
faj=(an], - [wn]) = [fal@r, .o wn)] (1)

onde [z] é a classe de equivaléncia de x, neste caso designada por classe
de congruéncia. O conjunto quociente A/= equipado com todas as fungoes
Ja/= assim definidas € a dlgebra quociente de A por =.



Exercicio 4.1 Verifique que f4 /= é de facto uma fungio. (Na verdade uma
relagao de equivaléncia é de congruéncia se e sé se para todos os simbolos
de operagdo f a fungao f,/= estd bem definida — verifique.)

Teorema 4.2 Seja A uma X-dlgebra e = uma congruéncia sobre A. Para
qualquer homomorfismo h : A — B, com a propriedade de que h(x) = h(y)
sempre que x =y, existe um e um sé homomorfismo

W:A/= - B
tal que para qualquer [x] € A/= se tem h¥([z]) = h(z).

Esta situacao é representada pelo seguinte diagramas:

AAA/E
B

Proof. Seja B uma X-algebra e h: A — B um homomorfismo. Seja
W:A/= - B

a funcao definida pela condigao

A funca@o estd bem definida porque se [z] = [y], ou seja, = = y, tem-se
por hipétese h(z) = h(y). Além disso, hf é claramente a tinica funcio que
satisfaz a condicao, uma vez que a condi¢ao define a funcdao em todo o seu

dominio. Seja agora f € ¥, e x1,...,z, € A. Tem-se
W (faj=([z1], .. [za]) = BH([fa(zi,...,20)])  (Pela Def. de f4)=)
= h(fa(zy,...,zpn) (Por hipdétese)
= fa(h(z1),...,h(xy)) (Porque h é um
homomorfismo)
= fe(hf([z1],...,[zn])) (Por hipétese) .

Portanto A' é um homomorfismo A — B. 1

Teorema 4.3 Seja A uma dlgebra. O conjunto de todas as congruéncias
sobre A € um reticulado completo onde o0s infimos sdo as interseccoes em
p(Ax A).

Proof. E simples ver que A x A é uma relagao de congruéncia e que se (=;);
for uma familia de relacoes de congruéncia também o é a interseccao (), =;.
Isto significa que o conjunto das congruéncias sobre A forma uma familia de
interseccdo e portanto é um reticulado completo. |



O reticulado completo das congruéncias de A serd denotado por Cong(A).

Seja A uma &algebra e p uma relacdo bindria sobre A. A congruéncia
gerada por p é a menor relacao de congruéncia =, que contém p; isto é,
para a qual xpy = x =, y. Pelo teorema anterior, e devido a a equivaléncia
entre familias de interseccao e operadores de fecho, uma tal congruéncia de
facto existe e é dada explicitamente por

=, dof ﬂ{z € Cong(A) | pC =}.

5 Nucleos de homomorfismos

A relacao fundamental entre congruéncias e homomorfismos é expressa pelo
seguinte resultado.

Teorema 5.1 Seja A uma X-dlgebra. Uma rela¢do bindria = sobre A €
uma relacdo de congruéncia se e so se existe uma %-dlgebra B e um homo-
morfismo h : A — B tal que

r=y <= h(z) = h(y)
para qualquer x,y € A.

Proof. Seja = uma congruéncia sobre A. Entao A/= é uma X-élgebra, e
a funcdo [-] : A — A/= que a cada x € A faz corresponder a classe de
congruéncia [x] é um homomorfismo: seja f € ¥,,; pelas equagoes (1) e (77?)
tem-se

fa(zy,...,2,)] = fA/E([xl]’ ey [zn]) -

Além disso tem-se x = y <= [z] = [y], o que prova a existéncia dum
homomorfismo nas condi¢oes pretendidas.

Agora seja h : A — B um homomorfismo de X-dlgebras. Defina-se a
relacdo bindria = sobre A dada por = = y se h(x) = h(y). E simples provar
que esta relagao é de equivaléncia. Além disso é de congruéncia: seja f € X,
e suponha-se x; = y; (1 <i<n)em A. Entao

h(fa(z1,...,xn)) = fB(h(x1),..., h(zy)) =
fB(h(yl)v s 7h(yn)) = h(fA(yl, cee 7yn)) )
ou seja, fa(xi,...,xn) = falyr,...,yn). |

Dado um homomorfismo h : A — B, a relacdo de congruéncia associada
a h da forma descrita neste teorema é designada por nicleo de h e denota-se
por ker h.

Teorema 5.2 (“Primeiro teorema do isomorfismo”.) Sejam A e B X-
dlgebras e h : A — B um homomorfismo sobrejectivo. Entao A/ker h = B.



Proof. Do teorema 4.2 sabemos que existe um e um s6 homomorfismo
k:A/kerh — B

tal que k([a]) = h(a) para qualquer a € A e k é sobrejectivo porque h é. Por
outro lado, se k([a]) = k([b]) entao h(a) = h(b), ou seja, a = b mod ker h,
ou seja, [a] = [b] em A/ker h. portanto k é injectivo, sendo portanto um
isomorfismo.

Corolario 5.3 Seja h : A — B um homomorfismo de ¥-dlgebras. Entdo
A/ker h = h(A).

Corolario 5.4 Um homomorfismo h : A — B de X-dlgebras € injectivo se
e s6 se ker h é a menor congruéncia sobre A (i.e., a relagao de igualdade,
ou diagonal, A4 ).

Teorema 5.5 Seja A uma X-dlgebra e p C A x A uma relagao bindria
sobre A. Para qualquer homomorfismo h : A — B com a propriedade de que
h(z) = h(y) sempre que xpy existe um e um sé homomorfismo

¥ Al=,— B
tal que para qualquer [v] € A/=, se tem h*([z]) = h(z).

Proof. Seja h : A — B um homomorfismo tal que zpy = h(z) = h(y).
Tem-se p C ker h, e portanto =, C ker h, pois =, é por definicao a menor
congruéncia que contém p. O resultado pretendido obtém-se por aplicagao
do teorema 4.2. |

6 X-algebras iniciais

Seja ¥ uma assinatura. Um termo sobre ¥ (abrev. X-termo) é um elemento
do conjunto T% definido recursivamente como se segue:

1. ¥o C Tx;
2. sejam ty,...,t, X-termos e f € X,; entao fty---t, € Tx.

Os Y-termos sao portanto sempre listas de simbolos de operagao.
Cada f € X,, define uma operacao n-aria sobre Tx, dada por

fTE(tl’”-»tn) :ftltnv

e portanto Ty, tem também a estrutura duma 3-algebra, designada por
dalgebra dos termos (sobre X).

Teorema 6.1 Seja X uma assinatura e A uma di-dlgebra. Entdo existe um
e um s6 homomorfismo h : Tx, — A.



Proof. Ser um homomorfismo significa que, para quaisquer n >-termos ¢,
..., tn, e qualquer f € ¥, h deve satisfazer a condicao

h(sz (tla cee 7tn) = fA(h(tl)v ceey h(tn)) )

ou, equivalentemente,

h(ftl .- 'tn) = fA(h(t1)7 B h(tn)) :

Esta 1ltima condicao é uma definicao recursiva de h: se n = 0 entao f é
um simbolo de constante e h(f) = fa; e a funcao h de facto existe e é tinica
porque o valor h(ft;...t,) é definido & custa de valores de h em X-termos
cujo comprimento é estritamente inferior ao de fty...t,. |

Escreveremos habitualmente ¢4 para o valor A(t) dum termo em A, ge-
neralizando a notagao utilizada para simbolos de constante.

Esta propriedade leva a que Ty, seja também conhecida por X-algebra
inicial, uma terminologia que vem da teoria das categorias.

7 Geradores

Seja 3 uma assinatura e G um conjunto. Um termo sobre ¥ e GG, ou X-termo
sobre G, é um elemento do conjunto Tx(G), definido recursivamente como
se segue:

1. G C Tx(G);
2. ¥y C Tx(G);
3. sejam ti,...,t, X-termos e f € ¥,; entdao fty---t, € Tx(G).

Os X-termos sobre GG sao portanto sempre listas de simbolos de operacao
e elementos de G. O conjunto G permite “gerar” mais termos e os seus
elementos sao designados por geradores (de Tx(G)).

Exemplo 7.1 Sejam ¥ a assinatura que apenas tem o simbolo de operagao
s (undrio), e seja X’ a assinatura que além deste tem também o simbolo 0
(constante). Tem-se Ts, = 0 e Tx:({0}) = Ty = {0, 50, 550, . . .}.

Dada uma assinatura X e um conjunto G, o conjunto Tx(G) tem, tal
como T%, uma estrutura de Y-dlgebra, onde para cada f € X, e termos

t1,...ty S€ tem

def
fTE(G)(tly v 7tn) - ftl .o .tn .

Esta dlgebra designa-se por X-dlgebra livremente gerada por G.



Teorema 7.2 Seja ¥ uma assinatura, G um conjunto e A uma X-dlgebra.
Entdo, para cada funcao f : G — A existe um e um $6 homomorfismo
P Tx(G) — A tal que fi(g) = f(g) para todos os geradores g.

Dizemos habitualmente que f* é o inico homomorfismo que estende f,
chamamos a f* a extensdo homomdrfica de f, e representamos esta situagio
por meio do diagrama seguinte:

G*%TE(G)
[ g

v

A

Proof. Semelhante & prova do Teorema 6.1. Agora a base da definicao
recursiva tem duas partes: a dos simbolos de contante, como antes, e a dos
geradores. 1

Dada uma funcao f : G — A como acima, escreveremos habitualmente
t¢ para o valor f#() dum termo ¢.

Exemplo 7.3 Considere a assinatura > do exemplo anterior, e seja f :
{0} — N uma funcao, onde N é o conjunto dos niimeros naturais equipado
com a operagao de sucessor (n +— n + 1). Uma vez fixado o valor f(0), a
qualquer termo é atribuido um valor tinico pela extensao homomorfica de f.
Por exemplo, se f(0) = 100 ter-se-a f(s0) = 101, f(ss0) = 102, etc.

8 Variaveis de equacoes

Usualmente nao trabalhamos com &algebras livres como acima. Por exemplo,
a algebra inicial correspondente a uma assinatura de algebra de Boole nao
é uma algebra de Boole, pois nao satisfaz as propriedades algébricas que
relacionam as vérias operagoes. Por exemplo, as formulas 1 e (1 A1) corres-
pondem a termos distintos, enquanto que numa algebra de Boole deveriamos
ter 1 = 1 A 1. Isto nao significa que nao exista uma algebra de Boole, i.e.,
uma &algebra de Boole a partir da qual existe um e um s6 homomorfismo
de algebras de Boole para qualquer outra algebra de Boole: a &dlgebra de
Boole 2 = {0,1} com 0 < 1 é inicial (verifique). O nosso objectivo agora é
tratar algebras que obedecem a leis tais como a associatividade da operacgao
A, etc., que é expressa por meio de varidveis como:

sANYyNz)=(xANy)ANz.

Seja entao ¥ uma assinatura e X um conjunto, cujos elementos desig-
naremos por varidveis. [Assumiremos sempre que o conjunto de varidveis
é disjunto do conjunto de simbolos de operacao da assinatura.] Uma X-
equagao sobre X, ou lei algébrica sobre X, é um par (t,u) de termos de
Tx(X). Uma equagdo (t,u) é geralmente escrita na forma “t = u”.



9 (3, E)-algebras

Seja agora A uma Y-dlgebra. Dizemos que a algebra A satisfaz uma equagao
t = u sobre X, e escrevemos A =t = u, se para qualquer funcao f: X — A
se tem t; = uy. Intuitivamente, A =t = u diz-nos que a equacao é verda-
deira independentemente dos valores de A que “atribuirmos” as varidveis.

Dada a propriedade universal de 7% (X), a condigdo A =t = u pode ser
formulada equivalentemente da seguinte forma:

Proposicao 9.1 A=t =u se e sé se h(t) = h(u) para qualquer homomor-
fismo h: Tx(X) — A.

Uma especificacao algébrica sobre um conjunto X de varidveis é um par
(X, E), onde X é uma assinatura e E é um conjunto (finito ou infinito) de
Y-equacgoes sobre X. Uma X-dlgebra A satisfaz a especificacdo (X, F), e
escrevemos A |= E, se satisfaz todas as suas equagoes.

10 (X, F)-congruéncias

Seja (X, E) uma especificagao algébrica e = uma congruéncia sobre uma
Y-dlgebra A. Dizemos que = satisfaz a especificagdo se A/= satisfaz a
especificacao.

Teorema 10.1 As congruéncias de A que satisfazem (3, E) formam uma
familia de intersecgdo:

o A x A satisfaz (X, E);

e Se todas as congruéncias =; duma familia ndo vazia (=;);cr satisfazem
(X, E) entao a intersecgao (;c; =; satisfaz (X, E).

Proof. E evidente que A x A satisfaz a especificagdo. Seja entao (=;)i € 1
uma familia nao vazia de congruéncias que satisfazem a especificacao. Para
cada i € I existe um e um s6 homomorfismo ¢} : A/= — A/=; que comuta
com os quocientes ¢: A — A/=eq : A— A/=;,

A—‘%A/E

RN

A=

onde escrevemos = em vez de ﬂie 7 =i; isto resulta de = C =; e do Teo-
rema 4.2.

Sejam a,b € A. Tem-se g(a) = q(b) em A/= se e s se a = b, se e
sé se a =; b para qualquer ¢ € I, se e sé se para qualquer 7 € I se tem



gi(a) = ¢;(b), se e s6 se ¢.(q(a)) = ¢.(¢q(b)) para qualquer i € I. Por outras
palavras, (¢ ker q = A /=, ou seja, para quaisquer z,y € A/= tem-se
x =y se e s6 se ¢.(z) = ¢;(y) para qualquer ¢ € I.

Seja agora t = u uma equagao arbitraria de F, satisfeita por todas as
congruéncias =;, e seja h : Tx(X) — A/= um homomorfismo. Para qualquer
i € I tem-se, por hipétese, ¢;(h(t)) = ¢/(h(u)) em A/=;, e portanto pelo que
acabiamos de ver tem-se h(t) = h(u). Logo, A/=Et=u. 1

Corolério 10.2 Seja A uma X-dlgebra e (3, E) uma especificacao algébrica.
Entao existe a menor congruéncia = sobre A que satisfaz E. A dlgebra
A/= tem a propriedade de que qualquer homomorfismo h : A — B para

uma (X, E)-dlgebra B se factoriza duma forma tunica através do quociente
A— A/E.

Exemplo 10.3 1. Seja M um mondide. Entao existe a menor conguéncia
= de mondides sobre M tal M/= é um mondide comutativo. Qual-
quer homomorfismo de mondides h : M — N em que N é comuta-
tivo tem uma factorizacdo unica através do quociente M — M/=.
Portanto ha uma bijeccao entre o conjunto dos homomorfismos de
mondides M — N com N comutativo e o conjunto dos homomorfis-
mos de mondides M /= — N.

2. Seja @ o conjunto das férmulas do cédlculo proposicional, identificado
com Tx(II), onde IT é o conjunto dos simbolos proposicionais e 3 ¢ a
assinatura das algebras de Boole:

Yo = {0, 1}, Y1 = {ﬁ}, Yo = {/\, \/,—>}

(e ¥, = ) para n > 3). Sendo = a menor congruéncia que torna ®
uma &lgebra de Boole, o quociente ®/= é precisamente a algebra de
Lindenbaum £ do céalculo proposicional. Tem-se portanto que para
qualquer dlgebra de Boole B e qualquer funcao f : II — B existe um
e um s6 homomorfismo de algebras de Boole

h:L— B

tal que h([P;]) = f(P;) para cada simbolo proposicional. No caso
B = 2 obtém-se a propriedade conhecida das valoragoes. O conteudo
do teorema da adequacao do calculo proposicional é precisamente que
= coincide com a intersecgao dos nicleos de todas as valoragoes v :
P — 2.

11 (X, E)-algebras iniciais

Seja (X, E) uma especificacao algébrica. Denotando por = a menor con-
gruéncia sobre Ty, que satisfaz £, denotaremos por T(x, gy 0 quociente Tk /=.
Esta é a (X, E')-dlgebra inicial, no sentido seguinte:

10



Teorema 11.1 Seja (X, E) uma especificagio algébrica e A uma (X, E)-
dlgebra. Entao existe um e um sé homomorfismo h: T(x gy — A.

Proof. Ja sabemos que existe um e um s6 homomorfismo h : Ty, — A,
ao qual corresponde portanto um homomorfismo Tis; gy — A, que € unico
devido & unicidade de h. N

Exemplo 11.2 1. Seja ¥ a assinatura com simbolos “0”e “1” (constantes),
“—7"(undrio), e “+”e “”(bindrios). Sejam z e y varidveis, e seja E o
conjunto com as equacoes seguintes, onde escrevemos “ry”’em vez de
“axy”, “oy + 2”em vez de “+ - xyz”, etc.

T+ (y+z) = (@+y)+z
r+y = y+«x
r+0 = =

z+(—xz) = 0
x(yz) = (zy)z
zl = x
lx = =z
x(y+z) = zy+axz
(x+y)z = xz+yz

Uma (%, E)-dlgebra é um anel (com unidade). A dlgebra inicial Ty, g
¢é o anel Z dos numeros inteiros.

2. 2 é uma algebra de Boole inicial.

12 (3, £)-algebras livres

De modo andlogo se obtém a (X, E)-dlgebra gerada por um conjunto de
geradores G, que denotamos por Tix, g)((G): é o quociente da algebra livre
T%(G) pela menor congruéncia sobre Tx(G) que satisfaz as equacoes de E.
Tudo é semelhante ao que foi visto na sec¢ao anterior para a (3, E)-algebra
inicial e os pormenores deixam-se como exercicio. A propriedade universal
que caracteriza estas algebras livres é expressa pelo seguinte teorema:

Teorema 12.1 Seja (X, E) uma especificagcao algébrica (sobre um conjunto
de varidveis X) e G um conjunto (de geradores) disjunto de X e de X.
Entao, dada qualquer funcdo

f:G—A,
onde A é uma (X, E)-dlgebra, existe um e um sé homomorfismo

ff: Tsm)(G) — A

11



tal que f4([g] = f(g) para qualquer gerador g. Esta situacdo € expressa pelo
diagrama sequinte:

G L T (@)

T

v

A

Dado um elemento a € T{x; g)(G), denotaremos habitualmente por ay o

valor f%(a), generalizando assim a notacio introduzida na sec¢io 7. A funcao
que a cada gerador g atribui [g] é designada por injeccdo de geradores.

13 Geradores e relacoes

Seja (X, E') uma especificacao algébrica e G um conjunto (de “geradores”).
Uma relagao de definicao (de (X, E')-algebras) sobre G é um par (a,b), onde
a,b € Tis p)(G), usualmente escrito como uma equagao “a = b".

Seja agora A uma (X, F)-élgebra e seja f : G — A uma fungao. Dizemos
que a relagao de definicao a = b ¢é respeitada por f se ay = by. Do mesmo
modo, se p é um conjunto de relagoes, dizemos que f respeita p se respeita
todas as relacgoes de p.

Um conjunto de relagdes p equivale a uma relagao binaria sobre T(s; g)(G),
0 que nos permite falar da congruéncia gerada por p. A &dlgebra quociente
T(s,5)(G)/=, é designada por algebra apresentada por G e p, e denotamo-la
por Tis gy (G | p). A fungdo que a cada gerador g faz corresponder a classe
de equivaléncia [g] é designada por injec¢ao de geradores, ou inclusio de
geradores.

Teorema 13.1 Seja (X, E) uma especificacao algébrica, G um conjunto, p
um conjunto de relagoes em Tix gy (G), e A uma (¥, E)-dlgebra. Entao,
para cada funcdo f : G — A que respeita as relagdes existe um e um SO
homomorfismo h : Tx; py(G | p) — A tal que h([g]) = f(g) para todos os
geradores g.

Esta situacao é representada pelo seguinte diagramas:

G i Tis,m)(G | p)

‘h
N

A

Proof. Nesta prova serd 1til usar nomes explicitos para as varias fungoes
e homomorfismos que vao surgindo. Por exemplo, chamaremos 7 a fungao

12



que a cada gerador g € G atribui a classe de equivaléncia [g] € Tx(G | p):

G —~ Tis,r) (G | p)
f S
A

O enunciado do teorema pode portanto ser reformulado equivalentemente
dizendo que para cada func¢ao f : G — A que respeita as relagoes existe um
e um s6 homomorfismo h : 5 (G | p) — A tal que hon = f.

Seja ¢ : G — 15, g)(G) a injeccio de geradores de G em (5 g)(G). Pelo
Teorema 12.1 existe um e um sé homomorfismo

' Tis,5)(G) — Tx,5)(G | p)

tal que 7 = 1 o 1. Seja agora A uma (X, E)-lgebra arbitraria e f : G — A
uma funcao. Novamente pelo Teorema 12.1, existe um homomorfismo tnico
1t Tis,p)(G) — Atal que f = f 04, As vérias funcbes e homomorfismos
descritos até este momento estao representados no seguinte diagramas:

G ! Tis.p) (G | p)
\ y

(=) (G)
|’
A

Seja agora h : T(EyE)(G | p) — A um homomorfismo qualquer. Se
hont = f* entdo hon = f, pois

hon:honﬁobzfﬁoL:f.

Por outro lado, hon = f é equivalente a honf ot = f. Mas f* é o tnico
homomorfismo tal que ffo: = f, e portanto tem de ter-se h o nf = f%.
Acabdmos portanto de ver que dado um homomorfismo h : T(x; gy(G | p) —
A as condicoes hon = f e hon! = ff sdo equivalentes.

Finalmente, dizer que f respeita uma relacao a = b significa que ay = by,
ou seja, f#(a) = f¥(b). Pelo teorema 5.5 resulta entdo que existe um e um
s6 homomorfismo h : Tis gy (G | p) — A tal que ho nt = fi, ou seja,
equivalentemente, tal que hon = f. |

Exemplo 13.2 Considere-se uma férmula ¢ do calculo proposicional. De-

notanto por [¢] a classe de equivaléncia de ¢ na élgebra de Lindenbaum
L, a algebra de Boole B apresentada pelos simbolos proposicionais e pela
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relacdo [p] = 1 tem a propriedade de que para qualquer outra férmula 1) se
tem [¢)] = 1 em B se e s6 se ¢ - 1. Por outras palavras, o quociente B de
L corresponde a teoria obtida tomando como axioma adicional a férmula
. Isto é geral: a teoria gerada por um conjunto de férmulas ¥ do célculo
proposicional coincide com o conjunto de férmulas que sao iguais a 1 no
quociente de £ pela menor congruéncia = sobre £ que satisfaz [¢)] = 1 para
todas as férmulas ¢ € V.

Exemplo 13.3 Sejam A e B (X, E)-élgebras. Tomemos como conjunto de
geradores a unido disjunta G = A1l B e denote-se a dlgebra livre T(s, g (G)
por £. Considere-se como relagoes de definicao as condigoes

[falar,... an)] = fe(laa)s- .., [an])
[fB(bla"',bn)] = fﬁ([bl}av[bn])v
onde f é um simbolo n-ario arbitrério e a,...,a, € A e by,...,b, € B sao

elementos arbitrarios das dlgebras A e B. Dada uma &lgebra arbitraria C,
uma fungao f : G — C é o mesmo que um par de fungoes f1 : A — C e
f2: B — C (uma vez que G ¢ a uniao disjunta de A e B) e o significado das
relagoes de definicao € o seguinte: a funcao f respeita as relagoes se e so se f;
e fo forem homomorfismos. Por outras palavras, uma funcao f : G — C que
respeita as relagoes é “o mesmo” que um par de homomorfismos f; : A — C
e fo : B — (. Posto isto é facil concluir que a algebra apresentada por G
e pelas relacbes é o coproduto de A e B, que denotaremos por A + B: dado
um qualquer par de homomorfismos b : A — C e k : B — C existe um e um
s6 homomorfismo [h, k] : A+ B — C tal que

[hkloi = h
hkoj = k,

ondei: A— A+Bej: B — A+ B sao os homomorfismos correspondentes a
injeccao de geradores G — A+ B. Da mesma forma se constréi o coproduto
de qualquer familia (4;);cr de (X, F)-dlgebras indexada por um conjunto 1.

14 Algebras heterogéneas

As dlgebras heterogéneas, ou multi-género, consistem numa generalizagao
das algebras vistas até aqui na qual existem elementos de géneros diferentes.
Por exemplo, num espaco vectorial real V' cada nimero real \ é identificado
com uma operac¢ao undria sobre V' (multiplicagdo por \), mas também é
possivel encarar conjuntamente R e V como uma tUnica algebra munida
duma operagao binaria de multiplicagao por escalar

RxV —=V.
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As diferencas sao as seguintes. Comegamos por assumir a existéncia dum
conjunto S de géneros (e.g., o género dos nimeros reais e o género dos
vectores, no exemplo anterior) e por assinatura 3 entendemos agora uma
familia (¥;)ies+xs de conjuntos (de simbolos de operagao) disjuntos dois a
dois.

Cada simbolo f € X, ;) ¢ agora pensado como uma fungao com argu-
mentos wi, ..., w,, onde n = |w|, e que tem valores do género s.

Uma X-algebra A é por isso definida como uma familia (As)ses de con-
juntos equipada, para cada f € ¥, ), com uma operagao (fungao)

fA:Awlx‘--XAwm‘_)As-

Um homomorfismo h : A — B é uma familia (hg)scs de fungoes hg : As —
Bs tal que para cada f € Xy, 5), 1 € Awy, -+, T)y| € Aw‘w‘,

hs(fA(l'l, cee ,.%'|w|) = fB<hw1 (.%'1), oo hwlw\ (x‘w‘)) .

A nogao de congruéncia passa a consistir de uma familia de relagoes de
equivaléncia, também indexada por S, satisfazendo as condigoes que neste
momento ja deverao ser ébvias para o leitor. Toda a teoria que foi exposta
nestas folhas se generaliza da forma natural para o caso das algebras hete-
rogéneas. Exercicio: enuncie e demonstre os teoremas correspondentes.

15 Alguns problemas

1. Seja (X, E') uma especificacao algébrica e A e B ¥-algebras. Definindo
uma estrutura de Y-algebra no produto cartesiano A X B por

fAXB((‘rhyl)? M («Tmyn)) = (fA(‘rh .. '7xn)7fB(y17 A 7yn))
para cada f € ¥, e x; € A, y; € B, mostre que:

(a) as projecgoes m : AX B — Aem: Ax B — B sao homomor-
fismos;

(b) se A e B forem (X, E)-algebras entao A x B é uma (3, E)-algebra.

2. Seja A uma Y-élgebra e (=;);c; uma familia de relacoes de congruéncia
sobre A. Seja ainda = a intersecgao (;c; =i

(a) Justifique que para cada i existe um homomorfismo
gi: A/l=— A/=;

tal que para cada a € A se tem [a]= — [a]=,.

3
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(b)

Mostre que a interseccao

ﬂ ker g;

i€l

é a relagao diagonal sobre A/=.

3. Um morfismo de assinaturas ¥ — Y’ é uma familia de fungoes f, :
¥, — X! . A categoria das assinaturas resultante é portanto a catego-

ria Set/N.

(a)

(b)

Mostre que se f : ¥ — ¥’ é um morfismo de assinaturas e A
¢ uma Y'-algebra entdo A é uma Y-algebra, que denotamos por
f*(A), ou (A)y, e designamos por “reduto de A ao longo de f”,
ou “pullback de A ao longo de f”.

A categoria das dlgebras sobre assinatura varidvel é definida da
seguinte forma:

i. Objectos: pares (3, A) com A uma X-algebra.
ii. Setas: uma seta f : (X, A) — (¥, A’) é um par (g, h) onde

7

g: ¥ — ¥ é um morfismo de assinaturas e h : A — g*(A4’) é
um homomorfismo de ¥-algebras.

Mostre que estes dados definem de facto uma categoria.

4. Mostre que a atribuicdo A +— f*(A) é parte dum functor da categoria
das Y'-algebras para a categoria das Y-dlgebras.

5. Seja f : ¥ — X/ um morfismo de assinaturas e A uma X-algebra.

(a)

Mostre que existe uma maneira natural de definir uma X/-4lgebra
fi(A) a partir de A, como um quociente apropriado de T5/(A),
de tal forma que a injeccao de geradores

it A— fi(A)

seja um homomorfismo de Y-dlgebras quando fi(A) é visto como
Y-dlgebra por pullback de fi(A) ao longo de f. Sugestao: consi-
dere a Y'-4lgebra apresentada por geradores e relacoes tomando A
como conjunto de geradores e, para cadaw € ¥, e ay,...an € A,
a relacao

walay,...,an) = f(w)ay ...ay, .

Mostre que o homomorfismo ¢ : A — f*(fi(A)) assim definido
tem a seguinte propriedade universal: para cada Y'-algebra B e
cada homomorfismo de X-dlgebras h : A — f*(B) existe um e um
s6 homomorfismo de Y'-dlgebras b’ : fi(A) — B tal que h/oi = h.
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(¢) Mostre que a propriedade universal acima é uma generalizagao
da propriedade universal da inclusdo X — Ty (X), quando X é
um conjunto qualquer (pense num conjunto como uma Y-dlgebra
para ¥ = ().

6. Considere a seguinte assinatura NAT com um tnico género nat e as
operacgoes

zero : — nat

successor : nat — nat

(a) Mostre que Ny é uma NAT-élgebra.

(b) Mostre que Ny ¢é isomorfa a dlgebra inicial TxaT.

7. Considere a especificagdo ADD com um 1inico género nat e as seguintes
operacoes e axiomas:

e Operagoes:

zero : — nat
successor : nat — nat
add : nat nat — nat
e Axiomas:
add(zero,n) = n
add(successor(m),n)) = successor(add(m,n))

(a) Mostre que Ny é uma ADD-algebra.
(b) Mostre que Ny é isomorfa & ADD-algebra inicial.

8. Considere a seguinte especificacao do tipo de dados pilha (stack) de
numeros inteiros, cuja assinatura se designa por STACK e cujo con-
junto de axiomas se designa por F.

e Géneros: int, stack

e Operagoes:

new : — stack
push : stack int — stack
pop : stack — stack

top : stack — int
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e Axiomas:

pop(push(s, 7)) s

top(push(s,i)) = 1
pop(new) = new
top(new) = 0

Considere também a seguinte STACK-algebra C:

Cint =7
Cstack = ZNO X NO

e newc = (sucessao nula, 0)

e pusho((sn),p, i) = ((tn),p+ 1), onde
_Jt sen=p+1
tn_{ s, sen#p+1
¢ voe((sa)op) = { (07D e
* topc((sn),p) = sp

(Para simplificar assuma que as operagoes do género int sao todas
constantes, i.e., 0, 1, -1, etc., sendo a interpretacao em C feita da
maneira natural: 0c = 0 € Z, etc.)

(a) Diga, justificando, se a STACK-élgebra C satisfaz os axiomas da
especificacao.

(b) Mostre que existe um homomorfismo

h:C — Tisrack,k)

que a cada elemento ((s,),p) € Cstack faz corresponder a classe
de equivaléncia de push(push(... (push(new,s;), s2),...),sp) na
algebra inicial (e tal que hiy, é uma bijecgao).

(¢) Justifique que hggacr € sobrejectivo e conclua que existe uma con-
gruéncia = sobre C' tal que C/= é isomorfa a (STACK, E)-élgebra
inicial.

(Isto significa que a dlgebra C' é uma implementagao correcta da
especificagao.)

9. Considere a especificacao do tipo de dados fila de espera de nimeros
inteiros com dois géneros int e queue, simbolos de operagao

new : — queue

enter : queue int — queue
exit : queue — queue
first : queue — int .
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e axiomas

0

= new

first(new

first(enter(new,n)) = n
first(enter(enter(q, m),n)) = first(enter(q,m))
exit(enter(new,n)) = new
exit(enter(enter(q, m),n)) = exit(enter(q,m))
)
)

exit(new

(a) Considerando a assinatura QUEUE assim definida, defina uma
QUEUE-élgebra C' tal que

C'int = Z
Cqueue = ZNO X N() X NO
neweg = ((0>n627 07 0)

(Sugestao: isto corresponde a implementagao duma fila de espera
por meio duma lista infinita e dois ponteiros. Para cada fila

(a,p, q) os valores da fila sdo ap, ..., aq—1, sendo o primeiro valor
(o que vai sair a seguir) o da posigao p e o tltimo o da posigao
q-1)

(b) Verifique que C' satisfaz os axiomas, ou modifique a &lgebra C
por forma a que estes sejam satisfeitos.

(¢) Mostre que existe um homomorfismo sobrejectivo de C' para a
(QUEUE, E)-algebra inicial.
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