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Apresente todos os calculos e justificacoes relevantes.

Seja M uma variedade diferenciavel de dimens3o n. Uma distribuicao X de planos-k em
M é uma aplicagdo que a cada ponto p € M associa um subespaco ¥,, C T,,M de dimensdo
k. A distribuicdo diz-se C"°° se para cada ponto p € M existe uma vizinhancaVC M depe
campos vectoriais X1, ..., X} € X(V) tais que ¥, = span {(X1)q,...,(Xk)q} para todo o
q € V. A distribuicao diz-se integravel se para cada ponto p € M existe uma subvariedade
F C M de dimensao k tal que p € F' e ¥, =T, F paratodoo g € F.

1. Um campo vectorial X € X(M) diz-se compativel com uma distribui¢do X se X, € ¥,
para todo o p € M. A distribuicdo ¥ diz-se involutiva se [X,Y] é compativel com X
sempre que X,Y € X (M) sdo compativeis com Y. Mostre que se X é integravel entdo
> é involutiva.

2. Seja G um grupo de Lie e h C g um subespaco. A distribuicdo invariante a esquerda
gerada por b é a distribuicdo X definida por ¥y = (dLg)c(h). Mostre que X é involutiva
sse h é uma subalgebra de Lie de g, i.e., sse [V, W] € b para todo o V,W € b.

3. Mostre que se w € QY (M) e X,Y € X(M) entdo

dw(X,Y) = X - (w(Y)) =V - (w(X)) —w([X,Y]).

4. Prove que uma distribuicdo > de planos-k em M é C* sse para cada ponto p € M
existe uma vizinhanga V. C M de p e formas-1 w?,...,w"* € Q}(V) tais que &, =
ker(w!), N ... Nker(w"*), para todo o g € V.

n—k

5. Mostre que ¥ é involutiva sse as formas-1 w', ..., w que definem X localmente sat-

isfazem dw' Aw!' A .. AW F=0parai=1,...,n—k.

6. Mostre que qualquer distribuicdo de planos-1 é integravel. Dé exemplos de distribuicdes
de planos-2 em R? integraveis e n3o integraveis.

7. Mostre que uma distribuicio de planos-1 em S? induz uma aplicacdo diferencidvel f :
S? — RP? tal que f(p) # m(p), onde 7 : S? — RP? é a projeccdo natural. Sabendo
que f admite um levantamento, i.e., uma aplicaco diferencidvel f : 52 — 52 tal que
f=mo f mostre que n3o existem distribuicdes de planos-1 em S2. (Sugestdo: Mostre que

seria possivel usar f para construir um campo vectorial em S? sem zeros).



