Equacoes quadraticas

Pretende-se identificar os lugares geométricos dos pontos do plano, ou do espaco
tridimensional que verificam equacgdes quadraticas. No plano estas equacgoes de-
finem conicas enquanto que no espaco definem superficies designadas habitual-
mente por quddricas. Referimo-nos a equacdes da forma que se segue.

e Para (7,y) € R%:

ar® + by +coy+dr4ey+7=0, a,becde feER (1.1)

e Para (z,y,2) € R%:

ar’+by* e +daytexzt fyztgrthy+iz+j =0, a,b,c d,e, f,g,h,i,7 €R
(1.2)

No caso geral, as equacdes acima sao compostas por uma parte quadratica, uma
parte linear e uma parte constante. Nomeadamente,

ax2+by2+022+dxy+exz+fyz+gx+hy+ii+j20-

termo quadratico termo linear

A parte quadrdtica destas equagdes chamamos forma quadrdtica. Estas formas
quadrdticas podem escrever-se na forma matricial ¢4(x) = x? Ax onde A é uma
matriz simétrica real e x o vetor coluna das coordenadas. Isto é,

e para qa(z,y) = ax? + by? + cxy temos

2 2 . a C/2 xr T
ar” + by” + cry = [x y] [0/2 b} LJ =x Ax
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e para qa(z,y, z) = ax® + by? + c2? + dry + exz + fyz temos

a d/2 e/2]| |z
ar’+by* +ctdeytexztfyz =[xy z] [d/2 b f/2| |y| = xT Ax.
e/2 f/2 ¢ z
No quadro seguinte apresentamos alguns exemplos.
Equacio quadratica qa(x) Matriz A
8x% — dxy + 5y* — 36y = 0 8x% — dxy + 5y? {_82 _52|
_ 0 1/2
ry—y+2=0 xy {1/2 0]
10 0
2?2+ 292+ 2y — 322 —12=0 | 22 + 2yz + 29 — 322 0 2 1
01 -3
As equacdes (1.1) e (1.2) podem assim escrever-se na forma
T ST T .
ga(x) +k'x+j=x Ax+k'x+j5=0, (1.3)

quadrtica  linear

onde k € um vetor (coluna) constante.
Na identificag@o do lugar geométrico de pontos que verificam equacdes quadraticas
¢ fundamental o resultado:

e qualquer matriz A, n X n, real e simétrica é diagonalizdvel por meio de uma
matriz ortogonal P. Ou seja,

A=PDP"

com PPT = I e D diagonal. Sabemos ainda que os vetores coluna de P
formam uma base ortonormada de R" constituida por vetores proprios de
A, e as entradas na diagonal de D sdo os valores proprios de A.

Assim, aplicando este resultado a equacao (1.3), obtemos:
x'Ax + k'x 4+ j=x"PDP"x + k'x+j = 0.
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1. Equagoes quadraticas

Efectuando na equagdo anterior a mudanca de varidveis definida por PTx = u
(equivalentemente x = Pu, jd que (PT)~! = P), temos

xTAx +k"x+j=0<=u"Du+k u+j=0,

onde kT = kTP e D = diag()\y, ..., \,) com Ay, ..., \, os valores préprios de
A. Note-se que nas novas varidveis a forma quadratica associada a equagio (i.e.
gp(u) = ul Du) tem uma expressio bastante simples:

gp(u) = u’ Du = \juf+ -+ M\l

A matriz P tem nas colunas vetores proprios de A de norma igual a 1, e é
a matriz que realiza a mudanca da base formada pelos vetores proprios (definida
pelas colunas de P) para a base candnica de R". Assim, a mudanca de varidveis
PTx = y aplica dire¢des definidas pelos vetores da base canénica de R" em
dire¢des definidas por vetores proprios de A. Estas dire¢des sdo designadas por
direcdes principais. Enunciamos a proposi¢ao seguinte.

Proposicao 1.1. (Reducao a eixos principais)

Efectuando a mudanca de varidveis x = Py, onde P ¢ uma matriz ortogonal
que diagonaliza a matriz (n x n) real e simétrica A, a forma quadrética ga(x) =
xT Ax é igual a gp(u) = u” Du, onde D = PT AP ¢ uma matriz diagonal. Isto

c.
qa(x) = gp(u) = \ui + -+ + Aul,

com Ay, ..., \, os valores proprios de A.

Exemplo 1.1. Considere-se a equacao
82% — 4xy + 5y* — 36 = 0. (1.4)

A forma quadritica associada a esta equacdo é q4(z,y) = 822 — 4xy + 5y, ou

o qa(z,y) = [z y]A m =l ] {‘82 —52] m |

A matriz A tem valores proprios Ay = 4 e Ay = 9. Como \; # \,, quaisquer
vetores proprios associados a A; e Ay sdo ortogonais. Tome-se, por exemplo, para
vetor préprio associado a A\; o vetor v; = (1, 2), e para vetor préprio associado a
A 0 vetor vy = (—2,1) (verifique que estes vetores sdo vetores proprios de A).
Uma matriz que tenha nas colunas v, e vy, diagonaliza A, porém nido é uma matriz
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ortogonal ja que estes vectores nao t€ém norma 1. Se se pretende uma matriz que
diagonalize ortogonalmente A entdo devemos normalizar estes vetores proprios.
Por exemplo, uma matriz P que diagonaliza ortogonalmente A é:

V5. (1.5)
7

P =

Sl

A matriz P tem determinante igual a 1, e representa por isso uma rotacdo dos
eixos coordenados definida por:

T o P (VA1
€2 Ug|
Além disso, P aplica os vectores e; € e, da base canénica de R?, respectivamente

Nnos vectores w; = —- € Wy = 2.
vl vl

A mudanca de coordenadas x = Pu transforma a equacdo dada na equagao:

2 2
qp(u) :4uf+9u§:36<:>%+% =1

Em conclusdo, a cénica é uma elipse centrada relativamente ao sistema de ei-

xos coordenados uy, us (que tém a direc¢do dos vectores proprios da matriz A)

e com semieixos medindo 3 e 2. O sistema de eixos uy, us € obtido por rotagdo

do sistema de eixos x,y, rotacdo esta definida pela matriz P. Na Figura 1.1 é

apresentado o grafico da conica.

¢

A equagdo do exemplo anterior ndo possui termos que envolvem x pois € uma
equacao do tipo
T .
ga(x)+k'x+5=0,
com k = 0. Se a essa equacdo adiciondssemos um termo k’x com k # 0
poderiamos identificar a conica através de um processo que se costuma designar

por “completar os quadrados”. No exemplo seguinte mostramos como proceder
para este efeito.

Exemplo 1.2. Considere a modificac@o seguinte da equac¢do do Exemplo 1.1:

877 — 4z 79 + 515 —

2
55$2+4:O. (1.6)

649:—|—
o+ —
V5 V5
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1. Equagoes quadraticas

Figura 1.1: Elipse (Exemplo 1.1) cujos eixos tém as dire¢des dos vetores proprios
unitarios w; € wo da matriz A.

Diagonalizando da forma quadrética usando a mudanca de varidveis x = Pu do
exemplo anterior, (a matriz P é dada em (1.5)), a equacdo (1.6) reduz-se a:

Ty +4 = 4u + 9ul + Suy + 36uy + 4,

52
0 = 822 — 4z 1wy + 525 — =

64
Vb e
4 e Uq 2U2€ 2U1+UQ
ue,ry = ————€Ty = —— + —
Jaq 1 NG 2 NV
Au? 4+ 8uy =4 (v +2uy) =4 (uf +2us +1—1) =4 (u +1)* — 4
9uZ + 36us = 9 (u3 + 4us) = 9 (y% + dyo + 4 — 4) = 9 (us + 2)* — 36.

. Completemos agora os quadrados:

Assim,

Au? +9us +8uy +36us +4=0<=4(u; +1)° —4+9(us +2)> —36+4=0
=4 (up + 1) +9(uy +2)° = 36
< 4y} + 9ys = 36

Ou seja, a conica definida por (1.6) é obtida da coénica dada por (1.4) por uma
translagdo definida pelo vetor a = (—1, —2). Na Figura 1.2 sdo ilustradas estas
duas elipses.

¢
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Figura 1.2: Elipse do Exemplo 1.2 como translagdo da elipse do Exemplo 1.1.

Classificacao de conicas

Usando procedimentos andlogos ao dos exemplos anteriores, por meio de uma
mudanca de coordenadas a equacdo quadrdtica em duas varidveis pode sempre
levar-se a uma equacdo na forma reduzida. Esta equacdo define uma coénica que
pode ser degenerada. As equacdes reduzidas das coénicas ndo degeneradas (a
menos de uma permutacdo de = e y) sdo:

Circunferéncia: i—z + z—z =1 ~ D= %I
Elipse: &+ % =1 ~ D= diag (3, %)
Hipérbole: i—Q — 3{—22 =1 ~» D = diag (k—lg, —l%)
Pardbola: y? = px ~ D = diag (0,1).

As conicas degeneradas sao o conjunto vazio, um ponto, uma recta, duas rec-
tas concorrentes, e duas rectas paralelas. As equagdes reduzidas das conicas de-
generadas sao:
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1. Equagoes quadraticas

¥
M

Um ponto: m+iE=0
Uma reta: 22 =0
2
Duas retas paralelas: ==1

2 2
Duas retas concorrentes: % — @;—2 =0.

Note-se que, nas equacdes reduzidas a matriz associada a parte quadratica da
equacdo € diagonal e que o tipo de conica depende dos sinais dos valores proprios
dessa matriz. Em particular podemos mostrar que se a equagao

qa(x) +k'x+j =0, (1.7)
define uma cénica nao degenerada e \;, Ao s@o os valores proprios de A entdo:

e )\, )\, diferentes de zero e com o mesmo sinal (ou seja, A é definida) ~~
elipse ou circunferéncia (se Ay = Ay # 0)

e )\, )\, diferentes de zero e de sinais opostos (ou seja, A é indefinida) ~~
hipérbole

e )\; ou )\, igual a zero (ou seja A é semi-definida) ~~ pardbola

Deixamos como exercicio a classificagdo de quadricas em duas varidveis.

Exercicio 1.1. Seja C' o conjunto de pontos do plano definido pela equagio
azx® +bxy +cy® +dr +ey+ f =0,

e A, i os valores proprios da matriz simétrica que define a forma quadrética asso-
ciada a esta equagdo. Mostre que:

a) Se \u > 0, entdo C' é uma elipse (ou circunferéncia quando A = p), um
ponto, ou o vazio.

b) Se A\u < 0, entdo C' € uma hipérbole, ou um par de retas concorrentes.

c) Se A\u = 0, entdo existem duas possibilidades:

(i) Se A # 0ou i # 0, entdo C' € uma pardbola, um par de retas paralelas,
uma reta, ou 0 vazio.

(i) Se A = = 0, entdo C' é uma reta ou o vazio.
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Classificacao de quadricas

Equagdes quadraticas em 3 varidveis, definem superficies em R3. A classificagdo
destas quddricas € obtida de forma andloga ao caso das cénicas, e depende essen-
cialmente da classifica¢do da matriz simétrica A associada a parte quadratica da
equacgao dada. De facto, usando uma mudanga de coordenadas x = Pu em que
P é uma matriz ortogonal que diagonaliza a matriz simétrica A, a equagdo (1.2)
transforma-se na equacao

Mt + Agus + Azuj + g'ug + Rug + i'uz +j =0, (1.8)

onde A{, Ao, A3 sdo os valores proprios de A. Sempre que um \; é ndo nulo é
possivel eliminar o termo linear correspondente a variavel u; (completando o qua-
drado respectivo). No que se segue, assumimos que foram “completados os qua-
drados” e apresentamos as equagdes mddulo translacdes. Além disso, designa-se
por trago a curva de interse¢do de uma superficie com um plano.

1. A édefinida, isto é A1, Ao, A3 sdo diferentes de zero e tém todos 0 mesmo si-
nal. Neste caso, os termos lineares sdo eliminados e (mddulo uma translagao)
a equacgdo € do tipo
)\1’3/% + )\ng + )\3’3/32) = —j

Assumindo que os \; s@o positivos, temos: (a) o conjunto vazio se j > 0;
(b) um elipsoide (ou uma superficie esférica quando \; = Ay = A3) se
j < 0. Na Figura 1.3 ilustramos um elipsoide.

Figura 1.3: Elipsoide

2. A éindefinida, isto é, \1, Ao, A3 sdo diferentes de zero mas existem \; com
sinais opostos. Neste caso, também os termos lineares podem ser elimina-
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1. Equacgodes quadraticas

dos, e (mddulo translagdes) obtemos as superficies que se seguem. Assu-
mindo A\j, Ay > 0 e A3 < 0, aequagdo é da forma

Myt 4 Aays — (—A3)ys = —J.
—_——— N —

>0 >0

Estudando os tracos nomeadamente com os planos coordenados, podemos
identificar facilmente as seguintes superficies:

e se j = 0, temos um cone.

e se j < 0, temos um hiperboloide de uma folha.

e se 7 > (O,temos um hiperboloide de 2 folhas.

Nas figuras 1.4 al.6 ilustramos estas superficies.

Cone eliptico

2 2
x Yy 9
ﬁ‘i‘l—z—z

Os tragos sdo elipses, ou hipérboles,
ou rectas concorrentes, ou um ponto.

Figura 1.4: Cone eliptico.

Hiperboloide de uma folha.

[L’2 y2 2’2

BTR onr

Os tragos sdo elipses, hipérboles,
ou um par de rectas concorrentes.

Figura 1.5: Hiperboloide de uma folha.
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Hiperboloide de 2 folhas

[L’Z y2 22

K2R np2

Os tragos sdo elipses, ou hipérboles,
ou um ponto, ou 0 conjunto vazio.

Figura 1.6: Hiperboloide de 2 folhas.

3. A é semi-definida, ou seja pelo menos um dos \; é nulo. Neste caso, a parte
linear ndo pode ser completamente eliminada (o termo linear correspon-
dente a varidvel associada aos \;’s nulos ndo desaparece quando se com-
pletam os quadrados). Devemos considerar dois casos correspondentes a
termos apenas um \; = 0 ou dois dos valores préprios nulos. Tal como
anteriormente, consideramos os diferentes casos a menos de translagoes.

(1) A2 = A3 = 0e A; # 0. Supondo que A\; > 0, temos uma equacio do
tipo
Myt + Wys+i'ys = —j'.
Assim, se (h',47") = (0, 0) obtemos: (a) o vazio se j* > 0; (b) um plano
se j/ = 0; (c¢) dois planos paralelos se j' < 0.
Quando (7', 7") # (0,0), amenos de uma translagdo temos um cilindro
parabdlico representado na Figura 1.7

Cilindro parabdlico

.T2

ﬁ:py

Os tracos sdo pardbolas, ou retas,
ou o conjunto vazio.

Figura 1.7: Cilindro parabdlico.
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1. Equacgodes quadraticas

(i) A3 = 0 e A\, A\, diferentes de zero. Mddulo translacdes, temos uma
equagdo do tipo
Myt + Ny +i'ys = —5'.

(a) A3 =0, A1, Ay com o mesmo sinal que podemos assumir positivo.
Ou seja, temos equacdes da forma

My; + Aays +i'ys = — .
——————

>0

Se i’ = 0, obtemos: (1) () quando j’ > 0; (2) cilindro eliptico com
eixo ys3, quando 7’ < 0; (3) eixo y3 para j = 0.

Se i/ # 0 temos um paraboloide eliptico (pardbola rodada em
torno de um eixo).

Nas figuras 1.8 el1.9 encontram-se representadas estas superficies.

Cilindro eliptico

1'2 y2
wle !

Os tragos sdo elipses, ou circunferéncias,
ou rectas paralelas, ou o conjunto vazio.

Figura 1.8: Cilindro eliptico.

Paraboloide eliptico

2 2
T Y .
ﬁ—i_l_Q_Z

Os tragos sdo elipses, ou pardbolas,
ou um ponto, ou 0 conjunto vazio.

Figura 1.9: Paraboloide eliptico.
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(b) A3 = 0, A1, A2 com sinais opostos que podemos assumir \; > 0 e Ay < 0.
Ou seja, temos equacdes da forma

Myt — (Ao)ys +i'ys = —J.
Se i/ = 0, temos: (1) dois planos concorrentes se j = 0; (2) um cilindro
hiperbdlico quando j # 0.

Se i’ # 0, obtemos um paraboloide hiperbolico que é uma superficie com
aspecto de uma sela de cavalo (ver figura 1.11).

Nas figuras 1.10 e 1.11 representam-se estas quadricas ndo degeneradas.

| Cilindro hiperbdlico

2 2
Yy
22

Os tragos sdo hipérboles, ou retas,
ou o conjunto vazio.

Figura 1.10: Cilindro hiperbdlico.

Paraboldide hiperbdlico

Os tragos sdo hipérboles, ou pardbolas,
ou duas rectas concorrentes, ou
0 conjunto vazio.

Figura 1.11: Paraboloide hiperbdlico.

Exemplo 1.3. Pretendemos identificar a superficie definida pela equacao
— 15 — 207; + 827 + 14y; — dayys + 5y — 821 + 427 =0.  (1.9)
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1. Equagoes quadraticas

A forma quadrdética associada a esta equacao € definida pela matriz simétrica

8 -2 0
A=1-2 5 0
0 0 4
Os valores préprios desta matriz sd3o \; = 9 e Ay = 4 (com multiplicidade

algébrica 2). Os espagos proprios sao
E(4) = Span{(1,2,0),(0,0,1)}, E9) = Span{(-2,1,0)}.

Realizando a mudanga de varidveis (z1,y1,21) = P(z,y, z), onde P é a matriz
ortogonal
0 1/v/5 —2/V5
P=10 2/vV/5 1/V5 |,
1 0 0

isto é, 11 = 1/v5y — 2/V52,91 = 2/V5y + 1/v/52 e z; = z, a equagio (1.9)
nas novas variaveis é:

8 54
—y+—=2—-15=0. (1.10)
NV
Existem termos lineares, pelo que vamos completar os quadrados.

4o? —8xr =4(2* — 20 +1—1) = 4(x — 1)* — 4,

8 2 1 1 1\? 4
4y* + — :4<2+— +———):4< +—) -,
y 7 Y \/gy - y 7 :

54 6 9 9 3\? 81
9z2+—z:9<z2+—+———):9(z+—) - —.
V5 V5 5 5 V5 5

Por conseguinte, a equacao (1.10) reescreve-se na forma

42 4 dy? + 927 — 8w +

2

4(m—1)2+4<y+%)2+9<2+%) = 36,

ou equivalentemente,

(x-1?2 W+E)? (+%)? _
o T o T a1 &
Concluindo, a equacdo (1.9) define um elipsoide de semieixos medindo respecti-
vamente 3, 3 e 2 unidades. Este elipsoide é a transla¢@o segundo o vetor (—1, is, %)
de um elipsoide centrado no sistema de eixos xyz.
¢
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